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Merkwürdige    Erweiterung    der    Formeln    der    ebenen 

Trigonometrie    auf  ein    System    von    drei   aicli    nicht 

schneidenden  Geraden   im    Räume. 

V«n 
Hern  Herausgeber. 


§.  1. 

Den  beiden  Punklen,  in  denen  xivei.  gerade  Linien  im  Räume 
von  Ihrer  kürzesten  Entfernung  getTofleii  werden,  und  dieser  kür- 
testen Entfernung  selbst,  hat  man  bis  jetzt  nicht  diejenige  Anf- 
merksamkeit  geschenkt,  neiche  dieselben  nach  meiner  Meinung 
in  hohem  firade  verdienen.  Im  Besitz  einer  grossen  Anzahl  be- 
merkensirerther ,  die  in  Rede  stehenden  Punkte  betreffender  Rek- 
tionen, «eiche  ich  nach  und  nach,  so  wie  es  Zeit  und  Umslfinde 
(erade  verstatten  M'erden ,  zu  verüfleutlichen  gedenke ,  will  ich 
Itr  Jetzt  in  diesem  Aufsätze  zeigen,  vcie  sich  die,  ein  System 
»on  drei  sich  gegenseitig  schneidenden  Geraden  betreffenden  For- 
meln der  ebenen  Trigonometrie  in  merkivürdiger  Weise  auf  ein 
System  von  drei  sich  nicht  schneidenden  Ueraden  im  Ranme 
erweitern  lassen.  Dazu  ist  es  zuvürderst  nüfhig,  die  Formeln  zur 
allgemeinen  ßestimmung  der  beiden  Punkte,  in  denen  zwei  gerade 
Linien  itn  Räume  von  ihrer  kürzesten  Entfernung  getroffen  »'er- 
den, welche  ich  in  der  Folge  der  Kürze  wegen  die  Punkte  der 
kGrzesten  Entfernung  der  beiden  in  Rede  stehenden  geraden 
Linien  nennen  werde,  im  folgenden  Pnrngriiphen  in  einer  solchen 
Weise  zu  entwickeln,  wie  ich  dieselben  bei  der  weiteren  Darstel- 
lung der  Theorie  der  Punkte  der  kürzesten  Entfernung  gehrnuchen 
werde,  wobei  ich  mich,  was  hier  ein  fi'ir  alle  Mal  bemerkt  wird, 
«lets  rechtwinkliger  Coordinaten  bedienen  werde. 

■Dicil  XXXV.  l 


2  Grunert:  Merkwürd.  Erweiter,  der  Formeln  der  ebenen  Tripomtm. 

§.2. 

Die  Gleichungen   zweier  geraden  Linien  im  Räume  »eien  im 
Allgemeinen : 


1) 


€08  «ü        COS  j^Q        COS  yo ' 

X — fft y^hi t — Cx 

cosor^       cosj?|       cos^i  ' 


Die  Punkte  der  kürzesten  Entfernung  dieser  beiden  Geraden«  so 
wie  dieselben  auf  der  ersten  und  zweiten  Geraden  liegen,  seien 
respective  (^oi^oi^oi)  und  (^loyio^io);  ^^^  haben  wir  die  Glei* 
chungen: 


2) 


s 


^01  —  «o__yoi  -^^o,.  ^01  —  Cq  .^  ^ 
cosoo         cosjSo         cosyo  ^** 

^10—^1  _yio— '^1  __^io— <?i  __  f^ 

eosofi  coaßi         cosyi  '®* 


Weil  die  kürzeste  Entfernung  durch  die  beiden  Punkte  (^oi9oi^) 
und  (^lo^io^io)  gc^^»  s^  ^^^^^  i^**®  Gleichungen : 


^—^01  y— .Voi  2:  — 2oi 


^oi"~"^io      yoi—yio      2;oi — iio 

3)  .    .    .      ^  oder 

^'""^10  __  y— yio  __  3^— »10  . 
^01  "^  ^10    yoi  — yio    J^oi —»10 

und  da  nun  die  kürzeste  Entfernung  bekanntlich  auf  den  beiden 
gegebenen,  durch  die  Gleichungen  1)  cbarakterisirten  Geraden 
senkrecht  steht,  so  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Gfeo- 
metrie : 

( (^01  -^io)cosao+(yoi ~yiü)cos/?o+(2oi  -  «io)cosyo=0, 

4)  J 

'  (•aroi-Ärio)cosai+(3foi-yio)coßÄ+(»6i-2:io)cosn=0- 
Nach  2)  haben  wir  die  folgenden  Gleichungen : 

yoi  =bo+GoiCosßo, 

2oi  =  <?ü  +  Goi  cos  yo 
und 


-  avfafn  Spiäm  von  drei  nick  nicht  schnefdenden  €€tnden  im  ftanme.  3 

!^io  =  «1  +  Gio  cosai  i 
Sfio  =  *i  +  OtoCOBßi , 

also  ist  nach  4): 

(«o  —  «1  +  Gqi  cosoq  —  Gfocosai)  cosctq 
+  (^0  — ^  +  ÖoiCosi3o— Giocosft)cosj5o  J  =0, 
+  (Co  —  Ci  +  Goi  cosyo  ^  Gio  cos  yO  cos  yo 

(öo —  «1  +  Gqi  cos  «0  —  Gio  cos  «i)  cos «^ 
+  (^0— *i  +  GoiCOS/3o— GioCosA)cosft  J  =0; 
'    +  (C6— ^  +  G^oi  cos  Vo  -*  ^10  cos  yi)  cos  fi 

folglich 9  wenn  wir  den  von  den,  durch  die  Winkel  Oq,  ßQ,  y^  und 
«1 «  ßi,  yi  bestimmten  Richtungen  der  beiden  gegebenen  Geraden 
ebgeschlossenen,  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  Wqi 
bezeichnen  9  und  demzufolge 

7)  .  •  cos  TFqi  =cosaoCoscr|  4-cos/?oCos/?i  -f  cosyo  cos y^ 

setzen : 

(ao— ai)cosao+(fto~*i)cosPo+(co— Ci)cosyo+Goi— GiqCos  Wqi  =0, 
(a^— ai)cosa|+(6o— 6i)cösft+(cro— <?i)cosyi+GoiCoslFoi— Gio=0; 

vroraus  sich  durch  gewöhnliche  Elimination  sehr  leicht  die  bei- 
den folgenden  Gleichungen: 

(ao-^ai)(^osa^  —  cosoficos  WToi)  1 
+  (&0  — *i)(cos/3o—  cosft  cos  Wqi)  }  =  —  Gqi  sin  Woi^, 
•  +(Co— Ci)(cosyo  — cosyiCosIFoi) 

(oq  —  Ol)  (cos  «1  ~  cos  «0  cos  Wqi  ) 
+  (6o— ^i)  (cosft— cos/?ocos  Woi)  l  ==      Giosin  W^oi*; 
+  (ro— Ci)Cco8yi  —cosyo cos  W^i) 

folglich  för  Gqi  utrd  G^o  die  beiden  folgendetl  Ausdrucke  ergeben 


■ 

^^ 

■ 

4  GruHtrt:    Merkwürü.  ErieciUr,  der  Formeln  der  edenen  Trignutim. 

■ 

1                 .       («,-flo)(co8«u-cos«,coaIFo,) 

1 

■ 

1                     +(6,-*„)Ccr,BPo-coBAco«iro,) 

1 

■ 

'  *''"  ~  " " sin  W„,^ ~' 

J 

1 

8)      V 

j                         (ffo— o,)(cn8Ki-coBOi,co8fFo,) 

J 

■ 

/                     +(Ä„-6.)(co8A-co8^oC08H'o,) 

1 

■ 

'     r-     _         +(«'n  — C,)(cosy,-COSy„cns  Wo,) 

1 

"•                                   Hin  Ifo,« 

■ 

Punkte  der  kürzesten  Entfernung  werden,    da  man   Ga 

und  6'ia^l 

l. 

kennt,  unraitfelbar  durch  die  Formeln  5)  und  6)  bestimmt.               ^ 

■ 

Bezeichnen    wir  die  kürzeste  Rntfermins  der  beide 

n  gegebe- 

■ 

nen  Geraden  von  einander  durch  £o,i .    so  ist: 

■ 

9)   .  .   .   £oi*=(3ro,-3r,o)'  +  (y„,-t/,„)*  +  (^,~i,„)«. 

■ 

t!   ein«. 

■ 

Rewissen  Factor  bezeichnet,    setzen: 

■ 

(  ^ui  -j;,o=G(cos/3uC0ßj',— cosfuCosjSi), 

w 

'**)..     l  yoi  —ffio  =  0(coByaC"Stii—cosaot:osyj). 

'  ^,  — i|o  =  G(c09CoCOP/!|  — cosjjpcoso,): 

^ 

(cosBoCosß, -<--os(3oCOsa,)''H-(co8^oCoHy,— cosyoCfl 

•C,)' 

■ 

+  (CO8yüC0SK,  -coso^c 

.,,)«    • 

■ 

=      (cos  V  +  co8^«a  +  C08yo')(co8«,«  +  cosfta  +  co 

»n") 

■ 

-  (cos  Co  cos  a,  +  cos  (3o  COR  ß^  +  cos  70  cos  Yi  )* 

w 

=      l-coBTI'o,"=sinfFoi' 

ist,    in  Verbindung  mit  »)  sogleich 

11) Eoi^=G'smWoi' 

• 

foli?t.     Nach  5)  und  6)  Ist: 

^Ul ^10="0—  "l  +^OI  COSßo—   GioCOSB,  , 

yoi  -!lio  =  f'o~f'i  +  '•Ol  cos  Po-  G.ocosp,, 

1 

In,  -t,o=Co-c,  +  G(„cosi'o-G,oCosy,; 

^ 

tmtHn  System  von  drei.Hek  nieki$ekneiäemlen€ermäenimRaw^e.  5 
also,   weil 

co«<X|  (co0/?(|CO8yi  -^cosyocos  ßi)  -f-  co8/?|  (cosyoC08a|  — coso^cosy^) 

-f  C08  yi  (cos  05  cos  /^ — cos  ß^  cos  a^  ) = 0 
ist: 

12)  ...  .       (xQi'^Xif^{<cosßQCOByi—'^osyf^coBßi) 

+  (yoi  —  yio)  (cos  yo  cos  «i  —  cos  «o  cos  yi) 
+  («Ol  —  Ho)  (cos  «0  cos  ßi  —  cos  /?o  cos  «i) 
=     («0 — «i)(cosft)C08yi  — cosyocosft) 
+  (60 — Äi)  (cosy^cos«!  — coso^cosyi) 
+  (jc^-^Ci)  (cos  o^  cos  ßi  —  cos /?o  cos  «i). 
NuD  ist  aber  nach  10) 

(^01  —  ^i  0)  (cos  Po  cos  yi  —  cos  yo  cos  ft ) 

+  (yoi  —  yio)  (cosyocos«!  —  cosoocosyi) 

+  (»Ol  —  «lü)  (cos  «0  cos  ßi  —  cos  /?o  cos  tti) 

=  Crl(cosefoCos/?| — cos/?oCOsa|)'  +  (cos/jocosyi — cosyoCos/?i)* 

+  (cos  yo  cos  «I  — cosoöcosyi)' 

also  nach  12): 

(Oo— «i)  (cos/3oCOsyi  — cosyocos/^) 
+  (*o — *i)  (cos  yo  cos  «i  —  cos  Oo  cos  yi ) 

13)  Q --  ^  -f  (go-'gi)(coscoCosft— cosfecosttt)  ^ 

sin  IFoi'  ' 

folglich  nach  11)  offenbar: 

(oo  ^  tti )  (cos /So  cos  yi  —  cos  yo  cos /?! ) 
+  (*o — ^)  (cosyocos«!  —  cosooCosyi) 

\A\     V    —  j.'  +(co— Ci)(cos«ocosft  —  cos/3oCosai)  ; 

14)  l!,o,-.± '      sinffoi ■' 


6  irfUH^ri:  Merkmüfd.  BrwHUr,  ä$r.  formein  der  ebenen.  Trigan^m. 

indem  man  in  die)ser  Formel  das  obere  oder  untere  Zeieben  nintnt, 
jenacbdem  der  Zähler  des  Bruchs  auf  der  rechten  Seite  des  Gleicb- 
heitsseichens  positiv  oder  negativ  Ist.    Nach  13)  und  T4)  ist ' 


15) G  =  ±-i 


^01 


sin  IFoi ' 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  die 
Grosse 

(flo  — Ol)  (cos/?oC08y,  —  cosyocosft) 
+  (^0  —  ^i)  (cos  70  cos  Ci  -^  cos  cfo  cos  yi) 
+  (Co — Ci)  (cos  ci^  <ios  j?i  — cosj?ocosai) 
positiv  oder  negativ  ist. 

Aus  8)  erhält  man  leicht  durch  Addition  und  Subtraction : 

(«0  —  öi)(COSüfi  — C08ao)(l  +COS  Wqi) 
+  (*0  —  *l)  (Cosft  —  COSjSo)  (1  +  COS  Woi) 

/.     ,  r-    —  f  +  (gp  —  g|)  (<^Qsn  -^ cosyo)  (I  +  cos  Wpi) 
^*>*  +  ^»*^~  sin  Woi^ 

(oq  —  «i)  (cos  ofi  +  cos  «o)  (1  —  cos  Wqi) 

+  (*o  ~  ^i)  (co»  ßi  +  cos  /So)  (1  —  cos  Woi)' 

gß        /■•    «-      ^  +  (co— ^*i)  (cosyi  +  cosyo) (1  —cos  Wqi) 

f^,,-.&,o-  ^irw^ :; — : — 


folglich  offenbar: 

16) 

(oo—  fli)sin  K«o— «i)  «'">  ilfio  +  «i) 

+  (*o  -*i)  sin  Ußo-ßi)ami{ßo+ßi) 

f;     .r    -      t  +(Co  —  Ci)Bml(ya^—yt)8ini(Yo  +  n) 

f-oi  +  fcio  -  ihTO^^s 

(«0— «»)cos4(<n,-'«!r)«osi(m-|.«^>  V 
+  (*o-*i)<:o8i(^o-Ä)co8i(^o+A)  > 


^01""  VioSC  — 


Nach  5)  und  6)  ist: 


-f  (gQ  — gi)cpgi(yo"-yi)  ctfsKyo-f  y] 

cosilVoi* 


i)l 


«^tT^in SfßBtim'von iireitich  nteki aelKmeiamämieetaäen  im Hanme.  7 
1 


17) 


^01 


^^0  ,  ^Q--«!  _ yoi^^o^yio— ^ _3<)|  — cq  ,  ?iori£i 


cosoq    -^    costti  €08 /?o   ■""    coaßi  cosyo         cps/i 

Aach  bemerke  man  die  folgenden,  unmittelbar  aus  15)  und  10) 
sich  ergebenden  Formeln : 

18) 

I     ^  ^oi     ^     ^01  —^10 i^oi— -yio 

—"  sin  Woi      cos  jSo  cos  yi  —  cos  y©  cos  ft      cos  y©  coi  ofi  —  cos  «q  cos  y^ 

^01 — ho  _ 


cos  o^  cos  /3|  —  cos  ßo  COSOi ' 

wo  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenach- 
dem  die  Grosse 

(«0 — dl)  (cosj?oCosyi  —  cosyo  cos  j^x) 
+  (Äo  —  bi)  (cos yo  €08 «1  —  cos ofo cos yi) 
+  (Cq  —  Ci)  (cos  «0  cos  ft  —  cos  ßo  cos  Ofi ) 

positiv  oder  negativ  ist. 


§•  3. 

Wir  wollen   jetzt   ein  beliebiges    »System   von    drei   geraden 
Linien  im  Räume  betrachten,  deren  Gleichungen 

Icos  «0      cos  ßo  ~"  cos  yo  ' 
COS  ai       cos  ßi      cos  yi 

cos  «2      ^ös  /3a      CO«  yj 

sein  mögen  j  fvb  bekanntlich  («ro6oCo)9  (oibiCi),  ißj^c^  drei  belie- 
bige, in  diesen  geraden  Linien  liegende  Punkte  sind.  Wir  wollen 
im  Folgenden  diese  drei  geraden  Linien  der  Kürze  wegen  bezieh- 
ungsweise die  Gerade  (0),  (1),  (2)  nennen,  und  werden  alle  im 
vorhergehenden  Paragraphen  eingeCührten  Bezeichnungen  ganz  in 
ähnlicher  Weise  aücli  fernerhin  gebrauchen,  mit  dem  einzigen 
Unterschiede,  dass  wir  von  jetzt  an  statt  Wqx,  IFi«,  W^  kürzer 
bloss  Wa,  Wq,  Wi  schreiben  werden. 


9  0r»fteri:  Mwkmürä.  EmeUer.  der  Fonmin  äer  «#«1««  IW«mi#m. 

Setien  wir  nun: 

!{ai— öti)(ca8«o— costtico«  IF,)  \ 

+  (&i  -  ^o)  (CO«  ßo  —  cos  ft  cos  Wt)  > 

_      +  (C|  -*Co)(cosyo  —  cosy,  cos  W^  ' 

(«2— Ho)  (cosoo  — cosix^cos  Wi) 
+  (ft« — *o)  (cos  /3q  —  cos  hcoaWi) 

l  4-  (Ca— Cq)  (cos  70  —  cosy,  cos  fFi ) 
^o«  "^  sin  »Fl« 

so  ist  nach  5): 

^01  =*'o  + G^oicosijpo>  arot=«o+''oacos«^, 

yoi  =*o  +  G^oiCos/Jo.  yoa=*o+Go«co»ft), 

lol  =^0  +  G^oi  cosyo;  Xo2  =«o  +  Gwcosyo; 
also : 

^01  — ^02  =  (^01  —  ^W  cos«o> 
yoi  —  yoa  =  (C'oi  —  G^oa)  cos  /Jo» 
loi  —  «02  =  (Gqi  —  Go«)  cosyo. 

Weil  (flo^o^o)»  (^i^iCi)*  (^s^ftCs)  drei  ganz  beliebige,  in  unsereB 
drei  Geraden  liegende  Punkte  sind ,  so  ist  es  offenbar  verstattot, 
zu  setzen: 

Oo  =2  aroi  I    ©0=2^01  >    Co = 2oi ; 

«1=^10»    *i=yio»    C|=«io; 

a^s.Tso»    ^2=3^«o»    ^a=*to- 

Dadurch  wird  zuvörderst: 

(a?io — a?oi)  (cos  Oo — cos  a^  cos  W^) 
+  (yio— yoi)  (cosjJo— cosft  cos  Wa) 
f  4-  (gjo  -  ^oi)  (cosyo-- cos yt  cos  W^  ) 

folglich  nach  4)  offenbar  Croi=0,   und  daher  nach  dem  Vorher- 
gehenden :  .  . 

-^01 — ^08  =  '— Goicos«^, 

,  Sfoi  — 3te=~:G^o«cosft|, 
*oi  —^^=—Goa  cosyo- 


auftim  S^ßUm  wm.^^  tick  nicJU  uimUdendm  e^rmätm  im  Mmm^.  9 

Ferner  ist: 

Gvm'— a;Q|)(€oeo^-  cososcos  Wi) 

+  (S^— yoi)  (COSJ^O  — C08/J»C0«  Wi) 

^    _  t  ■Kgio-:goi)(co8yo— co«y«co»w^i)  3 
^^—  sin  Wi* 

folglich  9  wenn  man 

y«o — sfoi  =  (y» — jyoi)— (*>i  — y«)  > 

setzt,  weil  nach  4)  offenbar    / 

(äjjo  —  ^oa)  cos  0^0 + (y»  — ,^0«)  CO» /?ö  +  («so  —  3:  oa)  cos  yo = 0 , 
(a:,o"-^o«)co««a+(»«o  — yo2)cos/J,  + (j^o— »o«)cosy-B=0 
Ist: 

(^01  —  ^OS)  (OOS  «0  —  cos  OjjCOS  Wi) 

—  COS/}<|COS  Wi 

COS  y^  008  TF| 


ä(a:oi  —  ^oa)  (oos  «o  —  oos  a^ 
+  (yoi  — yo«)  (oos  ßo — cos  ft 
+  (zqi  —  go«)(oosyo— cosya 


*^os- sin  FT,« 

■ 

AkKi  ist  nach  d^ni  Vorhergehenden : 

20) 

(»Ol  —  ofoa)  (oosofo  —  cos Oj cos  Wi) 

+  (yoi  — yo«)(oos/Jo — oosftcos  IFi) 

_^  C  -fr  (gpi  -—  3^oa)  (cosyo  —  cos  y^ cos  WQ  1 
^01  ~  ^0«—  sin  fFi'  ^^^  ^^ ' 

(^01  ""^0«)  (oos  «0  —  cos  O^COS  Wi)  % 
+  (yoi  — yo«)  (cos/3o  —  cos/JaOos  IFi)  l 

C  +(^^01  —  3^0«)  (oos  y o  — cos  y,  cos  Wi)  |       ^ 
yoi  -  yo«  = gin  ifr^s oos  Po  * 

(«Ol  —«0«) (oos  «o  —oos «2 oos  |F|) 
yoi)(oos/J<>  — cos/J»cos  Wi 


!,  v*oi— • 
+  (yoi  - 
_.     -       -fr  (^01  - 


.     ^.     —  -       a?oa)  (cosyo -■  cosya  oos  IFi,    , 

'Ol  -^  «0Ä= sin  fy^t oosyo- 


10  üHtn^rf:  Migrktffitrd.  Bmeiier,  detFwmein der  eötmn  Trfg&nmn, 
Se\zei%  wir  ferner^  was  verstattet  ist: 

Ot^^Xixi,    Ai'isyio,    €|^ziq; 
«jzsÄao,    Ajs^jfao,    c^=2ao; 

so  wird  zuvorderst: 

{^20  —  ^(ä)  (cos  oo — cos  a^  cos  FFi) 

) 


i  {^20  —  ^(ä) (cos oo  —  COS O^ COS  FFi^ 

<  +(8f20— yo2)(cosj?o  — co«jJaC«ilFi; 
_  t  -f  (»20  —  ige)  (ces yp — cos y^ «o»  W^ii 


^<»  ""  sin  TFi« 

folgKcb  nach  4)  offenbar  (?02=0,  und  daher  nach  dem  Obigen: 

"^01  ^  •'^02  =  "'oi  ^^^  «0, 
yoi   —  y02==GoiCOS/Jb. 

2oi  —  «02  =  ^01  cosyo. 


Ferner  i^t: 


6,11  = 


(aio — a^^os «^  —  cos «1  cos  Wa) 
+ (yio  — ^)  (cos  /36 — cos  A  cos  Ff a) 
+  («10  —  ana)(cosyo  — cosy,  cot  FFa) 


"* ""  sin  »Fa« 

folglich 9  wenn  man. 

*io  •^  *b«=^(«ia  —  ^)  +  (^1)1  —  W 

setzt,  weil  navh  4) 

■  / 

(ario— ^•i)cos«o  +  (yio— yoi)co«/^o  +  (2io  — *oi)cosyo=0, 
(ar,o— arH)cosai  +(yio— W«osA  +  («10— <)i)cosyi=0 

ist: 

(a?oi — 4?oa)  (co®  «b — cos  «i  cos  W^i 

+ Ö^oi  -  ^  (poÄ/3b —€08  ßi  CLOS  IFa) 

^    .; +  (api  —  W (cogy»  --  cosyi  cos  WKa) 

^01-  sinIFa* 

Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 


^4mftim  Sintem  nm  dm  »iek  hMU  tetUHkknäeußeraden  Hn  Kamme. :  1 1 

C^foi  ~"^o»)l  (cos«o  —  cos«!  cos  W%)   \ 
+  (yoi  —  W  (co8/?o  —  COS  ßt  cos  FFa)  > 

^01  —  •a^ot= sin  Va*  cosao, 

(4^1  7-^o%>  (cosao  -r-  cos«!  cos  FPi) 
+  (yoi  —  yc»)  f c<>s  /?o  —  c<>»  ßi  CO»  W^a) 

«    -    V  -^  fai  ■-  ^  (CO« yo  -^  cosyi  cos  TF^)    > , ,, ^^ 
yoi— 3^o>-  sinl^a*  *'^®' 

I 

(^01  —  ^0«)  (cos  cfo  —  cos  «1  cos  Wj) 
+  O/oi  -"  3fo»)  (cos  ßo  -^  cos  A  cos  TFa) 

_  ,  +  (2oi  —  2oa)  (cosyo  — cosyt  cos  W^  ^ 
«oi-*(»  -  sin  IFa«  ^^' 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  20)  und  21)  nach  der  Reihe 
mit  cosoo,  cosjSo^  cosyoj  und  addirt  dieselben  dann  in  beiden 
Fällen  zu  einandjer»  so  erhält  man,   wenn  der  Kürze  wegen 

22)    15d  =  (:roi— aro«)  cos  aö+(yoi  — ^oa)  cos  ßo + (zoi  -  hat)  cos  yo 

gesetzt  wird : 

iSo— {(aroi— aro2)cosaa+(^oi— ^02)cos/32+(2oi— 202)co«y-Blcos  Wi 
Eo  = ^liiTIF^a ^-— , 

JEq— {(aroi— aro2)  cos  fti +(yoi— ^)cosft-f  (kh— a<tt)cosy|}cos  IFa . 
^=  '■  sin  TF.« 

woraus  sogleich 

fEocos  Wi=(Aroi-"aro2)  cosaa+(yoi— yoz)  cos  /32+(xoi— 202)  cosy^, 
15dcos  IFa=(aroi— aro2)  cos  «i  +(^01—^02)  cos  ft  +(204— «02)  ißosyi 


folgt. 


§3. 


Nach  den  Lehren^  ,dier  imalytiscbeiD  Geometrie  *)  ist  die  durch 
die  Formel  22)  bestimmte  Grösse  J^o  die  Entfernung  des  Punk- 
tes (^iP^tot)  ^on  dem  Punkte  (^osjfoa^)»  ^®>^<^  ^^^  dicfse  Ent- 
feneiuig  als  peeitiT  oder  negalvr  betraehtet>  jenacbdem  der  Punkt 


*)  M.  «.  Archiv.  Tbl.  XXXIV«  S.  131.  und  S.  132.  Nr.  16. 


tterUirürel.  £rif eiler.  der  Formeln  der  ehetifn  Trigonom 


^ 


(^uiyni^ui)  ^*>^  dem  Punkte  (^oe^utios)  aus  gerechnet  anf  dem 
durch  die  Winkel  tm,  ßo,  yo  beatinimteii  Theile  der  tieradeii  (0) 
oder  auf  dem  ent^^egengeseUten  Tlieile  dieser  Gemden  liegt. 

Man    bann    nun  über  aueh    teicht  den   folgenden  allgemeineii 
Satz  beweisen.     Die  Gleichungen  einer  geraden  Linie  seien 


und  (xBi/oxo)  und  (2|^,i|)  seien  zwei  beliebige  Punkte  im  Räume, 
deren  Projectionen  auf  der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  wir 
respeclive  durch  (uovowö)  und  (U)D|W|)  bezeichnen  trollen.  Dann 
ist  bekanntlich*): 

Mo-H  =  tUo— ")cOBK+(jo~fi)cos|5  +  (m  — <^^)<:osy|co80, 

fQ — b  =t(a:o  — fl)costt  +  (.'/o— 6)cosj9  +  (lo  — c)cobj'1co9jS, 

«0  — c  =  1(^0 — ii)co8«+(^— Ä}cos/J+  (ro  — c)co8)'|coB)' 

und 

M,  —  o  =  i{a,  — a)co8K-t  (yi  — fi)eo8|J+(r,  — ejcosylcosa, 
B,  — A  =  i('^i~*^)coBB+(yi  — 6)coS|3  +  (ii — r)co8yjces^, 
M,  — c=  |(;r,  — «)coS((  +  {yi  — A)co8j3  +  (i,  —  <;)««)' Icosy; 

folglich  durch  Subiraclion ; 

-»o)c( 


j?+(.,-io)«:oBytcos 

J/<l)C08ß  +  (ti — Zo)c08}'t<:D8|3t  i 

yo)coB|3  +  (i,— Jo)cosyico8]' 


K,  —  MO  =  [  (a:,  —  au)  CDS  tt  4-  (^i 
V,  —  C[.=[(a:i  — a:o)cosiii  +  (yi 
w,  —  »0  =  I  (ir,  —  jm)  cos  a  +  ( y, 
aUo,   me  sogleich  erhellet : 

(ki  —  «o)  cos  n  +  (Pi  — P„)  cos  ß  +  (tOi  — w„)  cosy 
=  (a;,— af„)co8B+  (»i— yo)<:o8(S+  (i,— ijcosy. 
Ganz  eben  so  wie  oben  ist 

(a, — «a)c08a-|-(l>,  — tlo)cD9|3  +  ((Oi  — Wn)C08}' 

die  Entfernung  des  Punktes    (uiCitOi)   von  dem  Punkte  (Uai>„Wa} 
wenn  man  diese  Entfernung  als  positiv   oder  als  negativ  betrack- 
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tel,  jenacbden)  sie  von  i1«ni  Punkte  (M^rgtc,,)  ans  E^erechnet  auf 
dem  durch  die  Winkel  a,  ß,  y  besttnimlen  Tlieile  der  durch  die 
(ileichunßeii 


Aarakterisirten  Geraden    nder 
riieaer  Geraden  liegt.    Also  is 


luf  dem  enigegenge setzten  Theile 


(.r,— xo)cosa+  (y,— yn)ci 


nktes  (jr,y,:,)   auf  der  In' 


üe  Entfernung  der  Prnjeclinn 
Rede  stehenden  Geraden  von  der  Projeclion  des  Piinides  (xoyo'it) 
aaf  derseDien  Geraden,  tvenn  nian  die»<e  Eiitfernun£>  als  positir 
Oller  negativ  hetrachtet,  jenachdeni  die  Projeclion  des  Punktes 
(^iSi'i)  ^"i*  ^^''  '*rojection  des  Punktes  (.r„ j.i. )  aus  gerechnet 
ibF  dem  durch  die  Winkel  a,  ß,  y  bestimmten  Theile  der  durch 
die  Gleichungen 


(bsraklerUirteii  Geraden   oder  auf  dem   entgegengesetzten  Theile 
liegt. 

'  die  Entfernung  der  Pfojection  des  Punktes 
uf  der  Geraden  (2)  von  der  Prnjectinn  des  Punktes 
uf  derselben  Geraden,  indem  man  diese  Entfernung 
ab  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenacbdcm  die  Prnjectinn  des 
Punktes  (x,.,j/„,i^,)  von  der  Projeclion  des  Punktes  (^„al/"t'i>i) 
aue  gerechnet  auf  dem  durch  die  Winkel  a^,  ß^,  7,  bestimmten 
Theile  der  Geraden  (2)  oder  auf  dem  entgegengesetzten  Theile 
dieser  Geraden  liegt,  durch  £„, ;  ferner  die  Entfernung  der  Pro- 
ton des  Punktes  (■'^„ii/„,i,t,)  auf  der  Geraden  (1)  vnn  der  Pro- 
nktes  (:c„^„,:„,)  auf  derselben  Geraden ,  indem  man 
Entfernung  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jeuacbdem 
l^rojection  des  Punktes  (x.,,^„,z„,)  von  der  Projection  des 
ites  (Äj,_y„aroa)  aus  cerechnet  auf  dem  durch  die  Winkel 
y,  bestimmten  Theile  der  Geraden  (I)  oder  auf  dem  eot- 
ingesetiten  Theile  dieser  (Bernden  liegt,  flurch  (£„,;    so  ist 


e„  =  (a;„,-x„J 
rnlglich  nach  -2.3) : 

/C„CO! 


<«,-Kff„,-y„jc< 


,n',  =  <g„„ 


8  H'a  =  (£„.. 
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Uebcrhaopt  bat  man  tmter'AfifrMdiiDg  fmz  fihnllehnMr  Aeieioit- 
nangen  hiernach  die  folfirenden  Formeln :  . .-      ^    ■ 

24)    .    .    .       \    EiCOsW^  —  €ioy      EiCOsWo^^i^'y 


E^co»Wo=:^y    E^cosWi^^io; 


bei  denen  es,  wie  man  sogleich  übersieht,  bloss  darauf  ankommt, 
jeder  der  drei  Geraden  beliebig  eine  positive  und  eine  negative 
Richtung  beizulegen,  und  dann  die  180^  nicht  übersteigenden  Win- 
kel Wa,  TFi,  W2  immer  auf  die  positiven  Richtungen  der  Gera- 
den zu  beziehen,  von  denen  sie  eingeschlossen  werden,  indem 
alles  Uebrige,  was  bei  diesen  Formeln  zu  beachten  ist,  aus  den 
Obigen  ganz  von  selbst  erhellet 

§.  4. 

Wie  u\  22)  und  analog  damit  setzen  wir : 

25) 

Eo  =  (^01  —^o«)  cos«,,  +  (yoi  — yo2)cos/Jo  +  (»Ol  ■— »oJcosyo» 
jB,  =  (ar,2— ^io)cö««i  +(^12— yiü)cos/?,  +(4ia— Äio)coS7i, 
£«  =  (^20— ^«i)c<>s«a+<y«o— y«i)cos/Ja  +  (220— »aJcosy^J 

wo  die  Bedeutung  der  Grossen  Eq,  £|,  E^  aus  dem  Obigen  von 
selbst  erhellet.    Dann  ist  nach  23) : 

26) 
£oC08  Wi  =  (Xoi  — a:o2)cosaa  +  (y„i-~^„  Jcos/Ja  +  («oi  —2:02)^08^,, 

jBoCos  IFa=(a:„,— ^o2)cos«i  +(3^01— yo2)cosA  +(2;oi-^*o2)co»riJ 

ferner : 

•     27) 

jBiCosIFa  — (^,2---^io)co8  0fo  +  (y,2— ^,„)cos/J.,  +  (2,2— 2io)co8y„, 
ßiCosWo  =(ar,2~a:,o)cosaa  +  (yi2— ^io)cosiSa  +  (2i«— Zjjcosy,; 

und  : 

28) 

■ 

JE:2COsfr^=:(arvo-^2i)cosai+(y2o— y2i)cosft+(j;2o  — «2i)cosy,i 
£4 cos  Wi  =(a:«o  —  ^2i)cos«o  +  (y^o— .y2i)cospo  +  (^20— ««i)«>sy^- 
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Ans  26)  und  27)  folgt  durch  AdditioiK: 

jBo  cos  Wi  +  El  cos  Wo 

+  (^«1  — yoa  +  yia  —  yio)cos/5* 

+  (i^oi  —2:02+2:1«  —  2:,o)co8yft 

^       (^«»1  "~^oa   ■  ^ia"~*^io  T^ao^^ai  '~*^2o  "r  ^«i)C08«j 

+  (yol  — .Voa  +2^12  — yiO  +^20—^21  —^20  +a^2l)C0»/J« 

+  («01  -2;„2  +«,,—210  +«20  -2,1  —  2,0  +2«i)  cosya 
=     (0:01— a:io)co8aa+(yoi— yio)co8/J2+(2;oi— 2io)co8ya 

—  (a:o2-^2o)co8«a— (y«a— y2o)cos/3a— (2ü2— «2o)co8y« 
+  (a?,,— a:ai)cosaa  +  (y,,-.^3i)cos/Ja  +  (2,2  — ZaJcosya 

—  (a?,*o— ^2i)co8ai-(y2o— y2i)««s/?«— («20— «,i)co»y«; 
nach  4)  ist  aber: 

K2  -^2a)cosa2  +  (»02— y2o)cos/3a  +  (2oa  -2;,  Jcosya  =  0, 
(a?,2-^ar«,)cosai  +  (y,2— ^ai)cos/?a  +  (ri,— 2„)cosyi=:0; 
also,   wenn  man  zugleich  25)  berücksichtigt: 

E^  cos  Wi  +  El  cos  Wo 
=  (a:„i— jc,o)c»«a«  +  (yoi— yio)  cos /J»  +  («o,—«,  0)008/4 -fJ« 

oder: 

E^  cos  JTi  +  JEi  cos  Wo  +  £a 

=  (Xoi  -  ar,Jcosaa  +  (y^i  — yi..)cos^a+  («o,  — «,„)cos j^. 

Deberhaupt  bat  man  also  auf  diese  Weise    die  folgenden  Ivlei- 
chuDgeo : 

29) 

£0  +  El  co's  W^  +  JBaCos  Wi 
=  (^12—^21)  co««o  +  (yi*-.y2i)cö8i5o  +  (2ia  — 2ai)co»yö> 

fi^cos  ITa  +  iS^i  +EaCos  Wo 

=  (^'20— '^..2)^08  «1  +(ya  0—^02)  cos /?!  +(220  — 2;„,)cosyi, 

£0  cos  Wi  +  iSJ|  cos  Wo  +  jCj 

=:(Är„,— Äri.,)cosa,  +  (;y„,— ^io)co8ftB  +  (io,-:,o)fo«y«;- 
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orter,   wetin  wir  der  Kürxe  wegen 
30) 

/*!  =(-^...-^.,)co8B, +C3r„,-s„,)€08ft  +  (i.„-:„)coßy,, 

setzen : 

£„  +  E,  cos  H'a  +  £jco8  H",  = /*, , 

31)   ...  .      j  jE^coBWj  +  Ei  +  EaCOsJFo^:/»,. 

'  £„  cos  If,  +  £,  cos  r„  +  £,  =  Pa- 

Nach  §.3.  ist  P„  die  EnllcTnung  der  ProjeclJon  de« 
(jTis^igiis)  auT  der  Geraden  (0)  von  der  ProjectioD  de?  Punkte«  I 
(^«ffw^iJ  ""'^  derselben  Geraden,  wenn  man  diese  Entrernungl 
aU  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenachdem  die  Projcction  AmmM 
Punktes  (xiayuiu)  von  der  PrQJection  des  Punktes  (^u^ti^i)  ■ 
gerechnet  auf  dem  durch  die  \Vinkel  «„,  ß„,  y.,  beslinimten  Theil»4 
der  Geraden  (0)  oder  auf  dem  ent.f;egengesetKten  Theile  dieser 
Geraden  liegt;  eben  so  ist  /*,  dia  Entfernung  der  Projeotion  des 
Punktes  Ca:,„i/,„i,„)  auf  der  Geraden  (1)  von  der  Projeetion  des 
Punktes  (:c,9^ni'oi)  auf  derselben  Geraden,  nenn  mnn  diese  Ent- 
fernung als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenacbdem  die  Pro- 
tection des  Punktes  (x^„yJg^^„)  von  der  Projeetion  des  Punktes 
(^ui^Di'oi)  AUS  gerechnet  auf  dem  durch  die  Winkel  «i ,  ß^,  y^ 
bestimmten  Theile  der  Geraden  (I)  oder  auf  dem  cntiiegen gesetz- 
ten Theile  dieser  Geraden  liegt;  und  P^  ist  die  Entfernung  der 
Projeetion  des  Punktes  (x„,i/g,z„,)  auf  der  Geraden  (2)  von  der 
Projeetion  des  Punktes  (^,„^ioIiq)  auf  derselben  Geraden,  wenn 
1  diese  Entfernung  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenach- 
dem  die  Projeetion  des  Punktes  (».,,yoi'ni)  *■<>"  der  Projeetion 
des  Punktes  (3:,„if,gZ,„)  ausgerechnet  auf  dem  durch  die  Win- 
kel (I3,  ßtt  1%  bestimmten  Theile  der  Geraden  ('2)  oder  auf  dem 
entgegengesetzten  Theile  dieser  Geraden  liegt.  Uelierbaupt  sind 
P„,  P^ ,  Pj  die  nach  den  vorhergehenden  Bestimmungen  mit 
ihren  gehörigen  Zeichen  genommenen  Pnijeclionen  der  kürzesten 
Entfernungen  der  Geraden  (t)  und  (2)  auf  der  Geraden  (0),  der 
Geraden  (2)  nnd  (0)  auf  der  Geraden  (I),  der  Geraden  (0)  und 
(1)  auf  der  Geraden  (2).  Liegen  die  drei  gegebenen  Geraden  inj 
einer  Ebene  und  schneiden  sieh  also  gegenseitig,  so  verschivin-1 
den  P„ ,  P, ,  P,  aSninitlicb. 
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§.  8- 

Wenn  man  die  Gleichungen  31)  nach  der  Reibe  mit  Eq^  £, ,  E^i 
mnltiplicirt,  so  erhalt  man: 

JEo*  +  EoEi  cos  W^  +  E.^Eo  cos  Wi  =  PqEq  , 

EqEi  cos  W^  +  Ei^  +  EfE^ cos  Wq  =  P^E^ , 

E^Ef^  cos  PTi  +  JEi  JEa  cos  W^  +  fJ^«  =  P^iSJa ; 

und  hieraus  ferner : 

32) 

JEo*-£i«  +  £i«+2£a£oCos?r,=     PoE^- PiE^  +  P^E^. 

-Eo^  +  £.2  +  £^2  +  2£i£a cos  Wo—- /»««o  +  ^i^B,  +  />s£2. 

Wenn  die  drei  Geraden  sich  schneiden  und  folglich  P^,,  Pi,  Pj, 
rerschwinden ,  so  ist  hiernach: 

2£oiEi  cos  PFa  =  -  E^^-^E^^  +  E^^, 

2E^EoCos  TFi  =  —  Eo^  +  E^^-^-E^^, 

2EiE.^co8Wo=^     Eo^'-Ei^-E^^. 

€ 

Deuten  in  Taf.1.  Fig.  1.  die  Pfeilspitzen  die  positiven  Richtungen 
der  drei  sich  schneidenden  Geraden  an^  so  ist  nach  dem  Obigen: 


J5Jo= — ^1-^2»    EiZ=-^A^Aq,    E2=+AoAi 
oder 


AiA^  —  —  ^0,    A^Aq  —  —  El,    •^O'^i  —  +  ■»^2' 
Nach  einer  bekannten  Formel  der  ebenen  Trigonometrie  ist: 


— ^AiA^.  A2A0. cos  W2=^— ^oA^  +  ^l^^^  +  ^2 A^^f 


2.A0A1  .AiA^.cos  Wi=i    ^AoAi^+AiA^^-^A^Ao^, 


2 .  A2A0 .  AqAi  .  cos  Wo  =     A^A^-^  A^  A^  +  A^j^A^ ; 
also: 

— 2£;o£;i  cos  IFa=  -  jBa^  +  £0«  +  iEJi«, 

— 2iS;a£aC0slF,=:     E^^E^^^E^^, 

— lEJS.^  cos  TFo  =     E^ — JBo*  +  E^^ 
TheilXXXV.  2 
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oder : 

2EfiE^  cos  FTa  = — £o* -  ^i*  +  ^2*» 

^EiE^  cos  Wo  =      Eo^—  Ei^  -  JEa« ; 

ganz  wie  oben. 

Nach  31)  ist  ferner: 

JE^— /\)+£iC0s  W2=^—E2Cos  Wi, 
Ei^Pi+EqCos  W2  =  '-E2CosWo; 

also  durch  Division: 

Eo—Po  +  EiCosW^      cosIFi 

£1  —  Pl  +  £oC08  IF2  COS  PFo 

und  folglich 

Eq  (cos  1^0 "~  cos  W'i  cos  IF2)  —  El  (cos  IFi  —  cos  Wa cos  H^o) 

==/\)Cos>Fo — PiCosWi, 
so  dass  man  also  überhaupt  die  drei  folgenden  Gleichungen  hat: 

33) 
Eq  (cos  Wo  —  cos  Wi  cos  W2)  T  ^i  (cos  Wi  —  cos  W2  cos  Wo) 

=  Pocos  FTo—  Pi  cos  IFi , 

El  (cos  IFi  —  cos  Fr2Cos  JFo)  —  £2  (cos  FTg  —  cos  Wo  cos  FFi) 

=  Pi  cos  PFi  —  PaCos  W2S 

£2  (cos  Ifa  — cos  IFoCos  Wi)  —  £o(cos  W©  —  cos  W\  cos  Ifj) 

=  P2C0S  IF2—  /\)Cos  JFo' 

Denkt  man  sich  mit  Wq,  Wi,  W^  als  Seiten  eine  dreiseitige 
körperliche  Ecke  beschrieben  und  bezeichnet  deren  diesen  Seiten 
gegenüberstehende  Winkel  durch  Jq,  Ji,  J^,  so  ist  bekanntlich: 

j  cos  Wq — cos  Wi  cos  W2 

cos«/o—         siolFisinPFj         ' 

« ..                  .          ,       cos  Wi  —  cos  IF2C0S  Wo 
34)    .    .    .   ^cosJi= sin  ff ^  sin  Wo ' 

j  cos  W2  — cos  yPoCOslKi , 

•*  smYl^sinTFi 
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also  nach  33): 

35) 


35) 

Et    _^  ,  E^  _  /^tCosTFi-AcosTF« 

sin  W^  ^*^®  "^^  "■  sin  W^  ^^®  "^^  ~    sin  Wo  sin  TTi  sin  F^    ' 

E^  j  Eq  P^cosWz-PqCosWq, 

inFFa^^®'^^""sin»ro       ^         sin  IFoSin  fTisinfTa    ' 


smW^ 

oder: 


sin  fTo    ^   sin  ff^  sin  fl^  sin  W^ 

/    •    •    •       A  ^^^     •     ixr  COS  «/i  ^~  —;     5j^     :     jj^      •     i». 

j       sinTTi  ^       smfToSin  fTj  sinff^ 


Weil 


^,,,  .  /^2C08tra 

""sin  W^  '^"^  •'^      sin  Wq  sin  Jfi  sin  W^ 

Wq = cos  Jq  s<n  ^1  s>D  ^^  <!os  Wi  cos  TT^y 
fTi  =cos  Jxsinfl^sinff^-f  cos  W^cobWq, 


\ 

X 


cos  Wx  =cos  Jx  sin  fl^sin  ff^-f  cos  Tf^cos 
cos  W^ = cos  t/^  sin  TFq  sin  Wi  -f  cos  TTo  cos  Wi 

m 

ft 

ist,   so  ist  nach  36)  offenbar  auch: 

Ep  —  Pg  PpCOtWi  COtWa 

sin  Wo  ""«''o—  gjnip^ 

öt)  ...     <  =  — ; — 55.—  COS  t/i  — •  -^ .  ^  „r — : — 

*  8iaWi  '■   .  sin  Wi 

E^^-P^        ,        PaCotTToCotlTi 

=  — : — jji—  COS  «/•  —  '     . — 5^ • 

Sin  W%  '  sin  if^ 

Liegen   die  drei  Geraden  in  einer  Ebene>  so  verschwinden 
1^0*  Pif  ^8  u°^  ^^^^  33)  ^^^  also: 

£0  (cos  fTo  —  cos  Wi  cos  Ify  =  El  (cos  fFi  —  cos  W^  cos  Wo) 

=  E^icoB  W^ — cos  IfoCOS  Ifi). 

Werden  nun,  wie  in  Taf.  1.  Fig.2.9  durch  die  Pfeilspitzen  die  posi- 
tiven Richtungen  der  drei  Geraden  angegeben,  so  Ist 

W^o  + ^1  +  ^2  =  3600, 
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und  man  findet  nun  leicht: 

cos  FFo — cos  W\co8  1^2  =  —  sin  Wx  sin  Wa» 
cos  Wx — cos  Wacos  PFo= — sin  Tf^sin  IFo, 
cos  Wi — cos  TToCos  FTi  =  — sin  TFosin  Wx ; 

also  na^h  dem  Obigen: 

£j0sin  Wx  sin  W^  =2  jBi sin  ^^^^in  W^o  =  £2®*'"  W^o^in  Wx 
oder : 

-^o     fi       __.      ^2 

sin  Wq       sin  FTi  ~"  sin  W^  * 

worin  man  wieder  sogleich  einen  einfachen  trigonometrischen  Satz 
erkennt. 

Nach  dem  Obigen  ist: 

also : 

—  £0«  +  Eia+jEa^dba^iATS^iEaa  +  cos  W'o) 

und  folglich : 

m 

woraus,  wenn  man 

setzt,  auf  bekannte  Weise  sogleich  erhalten  wird: 

38;     " 

cos  ,  IFo'»= g^^ + j^- , 

woraus  man^  wenn  der  Kürze  wegen 
m  n    jAi    PiEt+P^E^-PpEo       P.Ei+P^E^-PqE;, 

ö«)  «-\  u-     4SiS-£o)     "  "'■4(S-f;,)(s-£y ' 

sesetzt  wird,  leicht  die  Formel 
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4Ü)  .  .  .   sin  fyo=— g-g Q 

erbSit. 

Eine  noch  weitere  Ausfuhrang  ^  dieses  interessanten  Gegen- 
standes würde  keiner  Schwierigkeit  unterliegen ^  für  jetzt  aber  bier 
zu  weit  f Obren. 


II. 

Entwicklung  einer  Function   der  vierten  Rechnungs- 

stufe  in  eine  Reihe. 

Von 

Herrn  Dr.  -F.  Paugger 
in   Gratz. 


Sebon  seit  längerer  Zeit  beschäftige  ich  mich  in  meinen  Musse- 
stunden  mit  der  Idee,  die  synthetischen  Rechnungsoperationeu 
über  die  Potenzstufe  hinaus  zu  vermehren  und  die  Gesetze  auf- 
zudecken,  die  alle  Stufen  gemeinsam  durchziehen.  In  diesem 
Sinne  habe  ich  auch  bereits  im  Jahresbericht  der  Landstrasser 
k.  k.  OberrealscbuieinWien  1859  einen  gedrängten,  theilweise 
noch  sehr  unklaren  Abriss  einiger  Ergebnisse  dieses  Studiums 
veröffentlicht.  In  diesem  Aufsatze  wurde  die  direkte  Operation 
der  vierten  Rechnungsstufe  durch  den  Ausdruck: 

.  nmal 

definirt,    mit 
(1)  a*n  =  6 

bezeichnet  und  „a  zur  vierten  (Stufe)  direkt  mit  7i  (verbunden) 
gibt  b'*  ausgesprochen.  Die  beiden  umgekehrten  Operationen 
dieser  Stufe,  die  in  der  dritten  Stufe  beziehungsweise  dem  Radi- 
ziren  und  Logarithmiren  entsprechen  und  aus  (1)  erhalten  werden, 
wenn  man  daraus  ein  Mal  a,  das  andere  Mal  n  darstellt,  wur- 
den mit: 


(2) 

irid 

(3) 
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Oin  =  a 


1 


bezeiclioet  und  respeclivc  mit  „b  zur  vierten  invers  mit  »  gibt  n" 
und  „()  zur  vierten  indirekt  mit  a  gibt  n"  ausgesproclien.  Spe- 
zialnertlie,  ivelcbe  diese  Operationen  bei  Spezialisirung  der  darin 
vurknmmeiiden  Operirenden  annehmen,  und  auf  die  vvir  uns  in 
der  Folge  stillschweigend  oder  ausdrücitlicb  beziehen  werden,  sind : 


(■I) 
(S) 


o«0=l    und   0*0=0. 


(6) 


a*l= 


!•« 


=1, 


Der  zneite  Tbeit  in  Gleichung  (6)  helsst  in  gewöhn  liehen  ZeichentI 
log]  für  die  Basis  a*n  und  die  Gleichung  hat  ihre  Richtigkeit  ■ 
Itir  alle  reellen  positiven  Werthv  von  (,a*n). 

Betrachtet  man  die  in  (1),  (2)  und  (3)  angeführten  Operatio-I 
nen  als  Funktionen,  was  zur  weiteren  Entivicklung  der  Gesetze! 
der  vierten  ßechnungsstufe  nothwendig  ist,  so  erhält  man  drei,  T 
den  Funktionen  der  dritten  Stufe  x*",  a'  und  log^i;  ganz  analogefl 
Funktionen,  nämlich: 

(7) 


(9)  a-^x^v. 

Weil  nun  die  Brauchbarkeit  und  der  ganze  Mutzen  einer  jea^i 
Funktion    von   ihrer   Berechenharkeit   für  alle    Werthe   der    darin 
vorkommenden  Veränderlichen  abhängt  und  diese  genuhnlich  durch 
die  Entmcktung  dieser  Funktion   in    eine  Reihe  nach  steigendeq.  i 
oder  fallenden  Potenzen    der    Veränderlichen    bewerkstelligt  wir 
so  vi'ar   es  ganz  natürlich   mein   Hauptstreben,    diese   Keihenent-J 
ivicktung    an    den    Funktionen    der    vierten    Stufe    vorzunehmen^ 
Gegenwärtiger  Aufsatz  ist  nun  dazu  bestimmt,  diese  Entwicklui 
an  der  einfachsten  jener  drei  Funkti:>nen,  der  unter  (7)  angeführ>9 
ten,    die  in  der  dritten  Stufe    dem    Binonilal- Theorem  entspricb^J 
in  eine  Reihe   nach   ganzen  additiven   Espoitenten  der   Veränder-, 
liehen  für  den  Fall  zu  liefern,    dass  dabei   ?i    eine  ganze  positive  ' 
Zahl  sei.     Snchen  wir   zu  dorn  Ende   dat^   Differenzial  der  Funk- 
tion x*n,    so  braucheil  wrr  nur  in  der  von  Herrn  Oettinger  im 
Archiv  der  Mathematik  und  Physik.  Tbl.  X\II.  p.  401.  ent- 
tvickelten  Formel: 
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II— 1 

+ ^^ + 5- 

T •  •  •  •  "r  . 


n  .    n 


'«  *ii-l  ,  .  • 

«—1      n— a  * 

:r|=j72  =  ^3~*"*^=^n=^  2^  setzen,  und  man  erhält  nach  eini- 
geo  Umformungen  in  der  oben  angeführten  ßezeichnungsweise 
mit  Berücksichtigung  von  (4)  und  (5): 

(10) 

'  Si-r 

+  {a*n)  (3*  [n  - 1]) . . ..  (afl^S)  («4-2)  (&)»-» — 
+ 

•  ose 

+  (:r*n)(:r*[n-.l])(:r*[n-2])te-f 

+  (a:*n)(a:*[n-l])^. 

IVollte  man  aus  dieser  Formel  die  höheren  Differenziale  ab- 
leiten und  die  Entwicklung  der  Funktion  (ar^)  nach  Maclaurln's 
Reihe  vornehmen,  so  wurden  alle  Differenziaiquotienten ,  nach- 
dem man  darin  a?=:0  gesetzt,  unbestimmt  sein,  ein  Zeichen,  dass 
diese  Funktion  in  vorstehender  Form  nicht  entwickelbar  ist.  Man 
erinnere  sich,  dass  Aehnliches  bei  der  ihr  analogen  Funktion  in 
der  dritten  Rechnungsstufe  (x^)  der  Fall  ist.  Setzen  wir,  um 
diesem  Umstände  zu  begegnen,  an  die  Stelle  von  x  die  Expo- 
nentielle  «',  wodurch  der  Allgemeinheit  nicht  geschadet  wird; 
bezeichnen  wir  ferner  (e*)*ii  durch  tin,  («*)*(n  —  1)  durch  m«-i 
u.  8.  w.  und  das  Produkt  zint/ii-i*.*.ttr  mit  P^^  so  gebt  (10)  fiber  in: 

(11) 
Nach  mehrmaliger  Differenziation  hat  man: 
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(12) 

Sa:"»""    3a:"— 1  *       "*■    8a:"»-»   *       +••••+     ga:™-» 
+(^    1    ;[(«-l)-ä^S=ä--«="-H(«-2)-g^SZä-^-H..+l!--g^SZä-] 

2    ) [(«-»)(«-2)  l^s^^-*  +  («-2) («-3)-g^5:rf  ^— ' 


+ 


/m-l\ r(n-1)! 8"'-r/>„o   „        j[n-;2)!_  8'"~^Pn^ 
^Vr— 1/L(«— r)!    8^:'»-'^  ^      ^(w— r— J)!    8ar"»-'- 

gm— r/>  n— r-| 


+ 


./»•-1\    .       ,„8"-"P«o 


Da  Dun  nach  einer  bekannten  symbolischen  Bezeichnung 

(13)  ^QPtJ' 

=  8(t«iit/n— 12^-2  ....  Ifr)  =  (Swn  +  8mh-1  +  8Mn-2  +  ....  +  8l«r)^ 

ist^  SO  gibt  (12),  wenn  man  darin  nach  und  nach  71=1,  2,  3,.... 
und  ebenso  jedesmal  m  =  l^  2,....  setzte  jedes  beliebige  Diffe- 
renzial  einer  jeden  der  Funktionen  Un  u^f  u^,  u.  s.  w. 

Fiir  n  =  l   hat  man,   wie  bekannt: 

8'"t«i 


da^ 


=  t«,  =  c*; 


für   71  =  2: 


8^2 

'dx 


Q_    — «2  »^T*  2  9 


dx^         dx  Sx 

+  /^2^ 

^i»~    dx^  ^^    8ar« 

8*M9         B'P^"        .    8»/»2l 


—    8a:8  a:  + 
8ai»a«> 


8a:*—    8a:8   -t -g^ 
+  **  8a;»   ' 
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für  n  =  3: 


du, 

Bx 


5  =  P,öd;a  +  P,»x  + /»j«. 


Sx^—  dx  '^  ^  Sa  ^^  dx 
+  2P,0x  +  P^K 

dx'  —  8j:«  ^  ■•"  dx^  ^  ■*■   S:r« 


Sar*  ~  a^»  "^  "^  Bx'  ^'*"   3a;3 


Die  Einfachheit  4ind  Gesetzmässigkeit   dieser   Formeln   fällt  nun 
zur  Genüge  in  die  Augen. 

zur   Reihenentwicklung    nach   Maclanrin's   Theorem    brauchen, 
80  erhält  man: 

+  (».-l)(m-2)  (^    3^™-8    A+    •+(^^^  (.  Bx-n-n  ); 

Gibt  man 9    der  Anschaulichkeit   des   sich    ergelienden   Gesetzes 
wegen,    der  Reihe    für  2i|  =  6^  die  Form: 

tli  =«0    ■   Tf^  TÖT^    TöT^    T««»»> 

worin  natürlich   atq  =  a^  =  02  =  . . . .  =  1   ist ;  setzt  man  ferner : 
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(15) 

so  sind  die  Coefficienten  a,  ß,  y,  ...*v  nichts  anderes  ^  als  die  ent- 
sprechenden DiffereDzial(|uotienten  der  Funktionen  Ui,  u^»  tis»  ...•  ««• 
wenn  man  darin  x=0  setzt,  und  kOnnen  unmittelbar  aus  (14) 
erhalten  werden.    Zuvorderst  folgt  aus  (4): 

«0=  1^0  =  yo  =  *0  =  «  •-••  =  Vo  =  1. 

Mit  Hilfe  von  (13)  und  (14)  erhält  man : 

-  (16) 

(S„=^[("'-^)^„_p_i « J  +  (m- 1)  £  [('"^^)  U»-e-«  « J . 

+  («,^l)(,„-2)-s[^=|->,./J».«,[|, 

*" = ^  [(V)  *"-^^  ^ J + ^"^  '^  ^[S'-'y"-^'] 

./    IV    0^5-^"*— ^)'a     «    "i.('»-^)i.^r(»»--4)!,     g    "1 

+(m-l)(m-2)Z[_^j^,-,Ä*y«./J^«„J+^-^j:^,^;|_^j3j^j^«<,.y..|J».«.J 
allgemein : 

(m-l)!^r(w-3)!  ,      -1 


+ ...  + 


+...+ 


(»»— 1).'  ^r  (»»— *)t    ,     ,       1 

(m-«)!  r  Ln!m,!fl*U.''"'*'"'*^*--J 


(»«-I)!  ^r    (»»--«)!  -| 

(iJi:^  -^  Ln!m,!....6i^''-'*r''-P*''Ü* 


tief  Bienen  Reclmutigastufe  i; 


■n 


«,  =  1+1,  a; 


«■•'  +  5 


worin  jedesmal  die  Stimme  der  innerhalb  des  Zeichens  £  im  INon- 
ner  aU  Faktorielleii  rorkomni enden  Zahlen  gleich  sein  muen  der 
im  augehürigen  Zähler  als  solche  vorkommenden  Zahl,  nbo: 
m, +T(  +  /  +  Ä+ ....=m  — *.  Auf  diese  Weise  erhiilt  man,  auf 
fünf  Glieder  berechnet : 


=  I  +  n*+öi*''  + 


=  '+ri^  +  9l^^  +  ä 


«4=*  +  n^  +  9r^''+3 


,^IOI    .236    ^, 


<5^I  + 


rr 


Wie  aus  den  angeführten  Reihen  zu  ersehen  ist,  wiederholen 
sich  in  jeder  cpäteren  Reihe  einige  anlängltche  CoC'fäcienten  der 
frflheres  Reihe,  und  swar  in  jeder  nächst  folgenden  um  1  mehr 
als  in  der  unmittelbar  vorhergehenden  ;    diese  befolgen  das  Gesetx : 

53, 


3>,     42, 


6*,..., 


dabei  ist  in  der  Reihe  iin  der  Coäfiicient  t 
der  letzte,   der  diesem  Gesetze  folgt. 
Für  n=oc  erhält  man  somit: 


'  (gleich 


("+1)"- 


Ma3  =  l+Tt*  +  y 


+  5r*'  +  zr^*+ 


^^3! 


4r 


:»+....  ii 


in  f.. 


welche  Reihe  augenfällig  für  jeden  reellen  positiven  Wertb  von 
st  divergirt,  wie  zu  erH'arten  war.  Die  anfänglich  erscheinende 
Divergenz  der  unter  (17)  angeführten  Reihen  geht  in  den  späte- 
ren Gliedern  in  Convergenz  über. 

Eine  andere  Entwickelung  der  Funktion  »„  nach  dem  Salze 
der  unbestimmten  CogfScienten  erhält  man  mit  Zuhilfenahme  der 
Formel  (II)  auf  folgende  Weise. 

Diese  Formel  nimmt  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung 
Pf  =Un*in-i----UT  folgende  Gestalt  an: 
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(18)    g— =  t«nMfi-l(l +t«n-2[a:  +  M»-8(ar®  +  t«n-4{a?'  +  ....))]}.     . 

Setzt  man: 

ti|=l  -f  «10:  + cf^o;* +  «30:3 +  ...., 

tia=l+Aa:  +  /32.r«  +  /38a:8  +  ...., 

«3=1  +  yi-^  +  ya^* +y8^^  +  •— » 

w„=  1  +  v^ar  +  v^pc^-i-v^x^  +  ...., 

so  erhält  man  aus  (18) 

für  ?i  =  1 : 

«1  +  2cfa^  +  Sofga:*  +  ....  =  1  +«1^:  +  «ja?* +  ....; 

für  w  =  2: 
A +2fta: +  31530:« +  ....  =  {1 +  «10:  + aaar2  +  ....}.{l  +  fta:  +  ....l; 

für  w  =  3: 

yi  +  2ya^  + 3^30:2+.... 

=(Hyia:+y20rH ...)  (l+ftar+i^a^H ....)  [1  +  (1  +  a,or +«20:«  +  ....)  a:]  ; 

für  n=:4: 
5i+252^  +  3^3a:2  +  ....  =  (l  +  ^ia:  +  52a:H....)(l  +  yia:  +  y20r2'+....) 
X{l  +  (l+fta:  +  l5aa:2  +  ....)[ar  +  (l  +  aia:  +  a2a:«  +  ....).r2]}, 


Führt  man  die  angezeigten  Rechnungen  aus  und  setzt  die  Coöffi- 
cienten  der  gleichnamigen  Glieder  einander  gleich,  so  findet  man 
leicht  folgende  Relationen: 


«1=1, 

A=l. 

2^2=«!  > 

2/Ja=/Si+2«,. 

3^3  =  «2» 

3iSs  =  /Ja  +  /*i'2«i  +3a2. 

4cf4=0f3, 

4/S4=/Js  +/J,.2«i  +  ft  .3cf3+4«„ 

■ 

yi=l» 

«1  =  1, 

2ya    yi+'^Ä. 

'2da=ö,+2yi, 

Sys— ya  +  n-^A+S/Sa, 

•3Ö8  =  *a  +  «i.2yi+3y2, 

^4=^8  +  y2.2Ä  +y,  .3/?a+4iS3, 

404=^3  +  «52.2n  +  <J,  .3ya +4ys, 

•             •••••••••••• 

der  vierten  RechnungssH/fe  in  eine  Reihe.  29 


allgemein : 


Vi  =  1 , 

3V3  =  ^2  +  Vi  .  2fti  +  3fi2* 

4v4= Vg  +  va  .2fii  +  Vi .  3|[ia+ 4fi3 , 


Diese  Relationen  unter  den  Co^fBcienten  der  Reihen  für  Ui, 
^29  u^9  ••••  sind  eben  so  einfach^  als  sie  leicht  zu  handhaben  sind 
bei  der  Berechnung  derselben. 

Noch  einfacher  und  in  ganz  independenter  Form  erhält  man 
die  Co^fBcienten  der  Reihe  für  Un  auf  folgendem  Wege  der  In- 
duction.     Es  ist: 

1111 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  statt  x  überall  x,e',  so  erhält  man : 

«2=6*- =öf+i!lffi"+"Tr+"2r +••••; 


■*^2!  V  ü!    +    1!    +"2r+-7 
"*^3!  V  0!    +   1!    +"2r+-7 


and  wenn  man  diess  ausführt  und  ordnet: 
1       P  /)»         20  \ 

/ 1«    2^   ^^  ^  3  f^^    2«    31   40  \ 

+  U12!+2rf!  +  3!Ö!y^  +  VTI3! +  2!2!  +  3!lT+4!Ö!j'^ 

+  Vl!4!  +  2!3!  *^3!2!+4!I!+5!ö;7'*^  +  •• 
Man  hat  ferner  * 
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.*.«' 


'*'=*  =Ö!  +  — ir-  + 2f + —3!— +-!!—+•••• 

«].  i. 


*»  — Ö+l'V     0!      +      I!      +  ~2r~  +  "~3f  ~  +    "/ 

+2!^  Ol   +~~Tr~+~^r"+   3!   +-7 

x^fX^afiifi*     3>a;'c^     S'ai'c«'     3»j;»e»«  \ 

+  3!V~S!      +      1!      +     2!      ■•"     3!      +  "-V 


und  wenn  man  so  fortföhrt: 


1.1«      .  fVV>  ,    ^\   ,     /W      1*20.  2'0«».  30%  , 

"»-'w'^m'^^  \uim '*'  2m J"  +  Viiüh  iJ2töP"2!i!or3!0!/* 

/in»      1«2»       1^      24»      2^     3M0      4»\ 
+  VTHIS + IM!  + 1  !3!0!  '*'  2nni +2I2!0!  +311«)!  "*'4!«y  "^ 

.  /  m»  .  1«2«       H3'      l«4o      2'1«      2»2»      i'jo 
+  U!I!3I  ■*■  l!2!2!  +  1!3!I!  ^  )!4!0!'*'2!l!2!'''2!2fl!'*^2l3!0! 

3*1»      3»2o      4»1«  .  5»  \ 
+3!lflf  ■'"3I2HH  ^Im^+öMy  * 

.  /  in*       1«28       l»3a      1*41  ,   l»5o      2»1»      2«2« 
+  Vl!l!4!  '^  1!2!3!  "*■  l!3f2} ^ Mll'^'^^m'^MM ■*'2!SS 

2»3];.  .  2^  ,  3M«      3«2»      3»3<»      4»!» 
+213!«'''  214!  +3!l1S'*^3J5ni'^3l3!ffi+4!lTr! 

4320      5110  .  6ö\   , 
+4i5iÖI+5!lfä+W* 


Entvrickelt  man  «4  auf  dieselbe  Weise,  so  erhält  man  nach  ge- 
höriger Redaktion  und  Ordnung : 


Her  vterlen  Recfmum^styfe  In  eilte  Heike. 

|i|i|o     1.20  ^  2110 


imiiO!''I!3iÖr2ll!0!'^3IOI. 
li]S2ii     ISJU»       1«3°    ,  i'l'l«     2'ä"     a'l" 
miW'^rBli«)!"''  nSÖ!  "''5iT!IiÜ!"''2!2IO!'''3!l!ü! 


»7" 


/Ulli'      li|a-2i       11133" 
+  (,liin!ä+I!lBll!"'"Iil!3!ül 


1*4" 
TÜiü! 


111130     1^2'!'      P^gy      l'3il° 
l!2im!+ll2.™ur  l!3niO! 
yipp     2'l'2o     2*2110      2^30 

ärifiin+ämäffl+ränoi+'iM)! 


3ni["       3>2o 
"'"3!l!l!0!"''5ri!0!"' 


50  \ 


llll3liriIl!4!ü!Tm!l!2r  1B!-2!1! 


1»2'3«  .   P31I1  .  1»3»2»  .  l'Jil«  .   W 


Ii3niiri!3BIO!^I!4!l!0!"^l!5IO! 


um)' 


'^l!2!3!0! 

äilM'     

^2!1!1!-2!"^2!I12!1!' 


^2I3!1!0!^2!4!0!   ^3mi!r^3ill2!öi^3!2llrO! 
3S30     41IJI0     4^     aqo 
+  3!3!0i"'"4!  1  lüO!"''  4!2!0r  5!l  101+ 6!01, 

+ 

Setzt  man  allgemein ; 

w„  =  I  +  ^i3:  +  A^x'^^A^x^  + ....  +  Ai^  + ., 
60  hat  man ; 

,/  „>.f1.f>....,,'  \ 

in  welchem  Ausdrucke  a,  ß,  y jt,  v  der  Anzahl  nach  u  nicht 

übersteigen  dürfen  und  an  die  Gleichung 

«+?  +  7+-..  +  l'  +  v  =  8 
gebunden  sind :   den  Werth  0  kann  jedoch  nur  v  erhalten. 

Aus  der  ganzen  Enttvicklung  dieser  Funktion  utrd  man  ent- 
nommen hahen,  dass  sich  dahei  eben  so  schöne,  als  einfache 
Gesetze  für  die  Cogriicienten  der  Reihe  ergeben  haben,  die  der 
Buiptsache  nach  von  den  sogenannten  Polynomial-CoSIlicienten 
ibbSngigsind,  sowie,  wenn  auch  in  anderer  Weise,  die  Cotilhcienten 
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der  ihr  analogen  Funktion  der  dritten  Stofe  (a-fo:)"*  durch  die 
davon  benannten  Binomial-Co^fBcienten  gebildet  werden.  Eine 
tiefere  Untersochnng  der  CoefBcienten  jener  Reihe  wird  noch 
manche  interessante  Gesetze  zu  Tage  furdern,  iind  es  lässt  sich 
hoffen,  dass«  wenn  auch  die  beiden  anderen  Funktionen  der  vierten 
Rechnungsstufe  eine  ähnliche  Bearbeitung  werden  erfahren  haben, 
dadurch  nicht  bloss  die  Analysis,  sondern  auch  die  Elemente  um 
eine  nicht  uninteressante  Partie  werden  bereichert  sein. 


III. 

Ueber  die  merkwürdigen  Eigenschaften  der  drei  simul- 
tanen Gleichungen: 

U — VW 

a=4- 


(1)  <  ^=± 


c=± 


V  —  uw 

V(l--«2)(1— w^)' 

W  —  uro 
Von 


Herrn  Franz   ünferdinger 

an  der  k.  k.  Marine -Sternwarte  za  Triest. 


Indem  wir  für  den  Anfang  in  der  Auswahl  der  Vorzeichen  kei- 
nerlei Beschränkung  festsetzen,  erheben  wir  die  vorstehenden 
Gleichungen  zum  Quadrat  und  ziehen  sie  von  der  identischen 
]  =  1  aby   wodurch  wir  alsbald  erhalten: 
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.        .^_(l-P')(l-tl>«)-(tt-C«>)« 
~  (l  — ü2)(l-W>)  ' 

W  ^  1-6  =  (1- «4)  (!_«,») ' 

1      ,8  -  (!-«»)  (l-t>»)-(«i>-«t>)« . 

oder,   wenn  man  der  Kfirze  wegen 

(3)  Zs=(l—o«)  (!—«)«)  —  (« -MC)» 

=  (1  —  ««)  (1  -  tc*)  -  (e  -  aw)» 

=  (1  —  »««)  (1  —  C«)  —  (W  —  MP)« 

=  1  —  «•  —  c* — tc'  -f^fo«' 


setzt : 


l-a«= 


(4)  ^  1  —  6»= 


l-c»= 


(1  -  C«)  (1  -  10«)  ' 

Z 

(1 -«»)(!-«)«)' 


(1 -««)(!—»»)' 
aus  diesen  letzteren  folgt  unmittelbar  durch  Division : 
fKs  l-flg       1—6"       1-^ 

V 

und  diese  Gleichung  besteht  also,  es  mag  in  den  Gleichungen  (J) 
was  immer  für  eine  Auswahl  der  Vorzeichen  getroffen  werden. 

Machen  wir  jetzt  die  Voraussetzung,  dass  in  den  zweiten 
Theilen  der  Gleichungen  (1)  die  Zahl  der  Minuszeichen  ungerade 
sei,  so  .dass  also  entweder  alle  drei  Vorzeichen  —  oder  zwei  -f- 
und  eins  •-*-  sind,  so  wird,  wenn  man  zur  Abkürzung 

setzt,   immer 

abc  Ü^ = —  (t£  —  vw)  (v — uw)  (w  —  uv) 
oder 

.    vf      (w^^ — w*)  (^^^ — ^*)  (^^^ — ^^) 

abc  V^  =  — ■ 

uvw 

^  uvw 

=  (utw)*  —  (ifi  +  v^  +  vP)  uvw  +  (m^p«  +  uho^  +  vhv^)  -  udw  ; 
Iheil  XXXV.  3 
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nun  ist 

r 

t/a  =  1  —  (a*  +  ü« + to«)  +  (M«t?«  +  tt^io« + 1>%«) —  ««!>%©? , 

folglich,  wenn  man  von  dieser  Gleichung  die  vorhergehende  sub-. 
trahirt : 

I7«(l  —  a6c)=(l-- «^•to«) +«010(1  -  iiw)--(i«a+i>«+ to«)  (l -- ttw) 
=  (1  —  uow)  (1  —  u^ — v^ — 10*  +  2uvw) , 

und  man  hat  also,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (3)  die  Relation : 

(7)  C7a(l-aÄc)=Z(l-«oto), 

welche  immer  Giltigkeit  |iat,  sobald  in  den  Ausgangsgleichungen 
(1)  die  Minnszeichen  in  ungerader  Anzahl  vorkommen,  was  offen- 
bar auf  vier  verschiedene  Arten  miiglich  ist. 

Nun  geben  die  Gleichungen  (4)  mit  Leichtigkeit : 

1  — fl*        Z        1^6*        Z        1— <;»        Z 

1— w«"^  r;«'   1— «j«  -  (72'   i-fo«""  17«' 

also 

1 «#2  1  f,2  1— .«i)2 

ersetzt  man  hierin  ü^  durch  seinen  ans  (7)  folgenden  Werth  und 
kürzt  ab,  so  erhSlt  man: 

1— 1£«  ^  ^""^^  _  ^--"fjo^  _  1 — «goto 
dann  ist  aber  auch 

1  — U«_  1  — O^l-tO«  1  —  «g  — t?«  -  tO*  +  2tff?tO 

1  — a«""!  — 6«"^1  — C*  •""   1— a2-Ä«-c«  +  2a*c' 
oder,  wenn  man  analog  mit  (3) 

(9)  Z'=:l-a*-Ä2—c«  +  2fl6c 

setzt : 

1— tt«       l~t?g_A-to«       Z 

(1")  rz^2— i-Ä^—r^^-z'* 

und  die  Giltigkeit  dieser  letzten  Relation  ist  wieder  nur  an  die 
Bedingung  gebunden^  dass  in  den  Gleichungen  (1)  die  Anzahl  der 
Minuszeichen  ungerade  ist. 

Aus  der  ersten  der  Gleichungen  (4)  findet  man  leicht: 

Z        _  (1— a*}(l— t?^)(l— to«) 
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k     oder,  weil  nach  (8) 


(1  —  1««)«        "^        (1— a«)« 


ist: 


(,^6.)(l_,_5^    ebenso  wird; 


(l  —  uS)«—         l_a« 
Z  (1— a»)(l-c») 

Z  (l-aa)(l-»«) 

(1_«,2)«-         l-c«         ' 

da  nun  aus  den  Gleichungen  (10)  folgt: 

{1-«»)^=!-«», 

(1-C»)^:i=l_6«, 

(l-tpa)^=sl-c»; 

so  erhält  man  durch  reihenweise  Mulliplication  dieser   drei  Glei- 
chungen mit  den  drei  vorhergehenden: 

jj^ä:(l~6>)(l-c«).       . 

j-J^=(i-a«)a-o. 


oder : 


^.=  (l-««)(l-6») 


1  g' 

'*    — (1-Ä«)(1-C»)* 


(II)  l  l_e2  ==  ^ 


l-«c»= 


(1_«»)(1_C*)' 

Z'      

(l_a»)(l_6«)- 


Vergleicht  man  diese  dret  GleichungeD  mit  jenen  (4),  so  sieht 
man,  dass  sie  darans  durch  einfache  Vertauschuug  der  Unbe- 
kannten Ui  ty  w  mit  den  Bekannten  a,  b,  c  abgeleitet  werden 
kSnnen;    Oberhaupt  bleiben  alle  vorhergehenden  Relationen,    wie 

3* 


3G 
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(Ö),  (S),  (10),  auch  dann  noch  giltig,  wenn  gleichzeitig  n  mit  b,  I 
b  mit  D,  c  mit  w  vertauscht  wird,  imd  diese  merkwürdige  Bezie-J 
huDg  wird  immer  elattßnüen,  sobald  in  den  Gleichungen  (1)  < 
AiiKohl  der  Alinuszetchen  ungerade  ist. 

Werden  die  Gleichungen  (4)  und  (II)   der  Ordnung  ni 
einander  multiplicJrt,  so  gibt  jedes  Product  nuch  die  Relation: 


(12)   ZZ'  =  (l-»=)(l-S«)(l-c!')(l-«')(l-»')(l- 


■>'). 


und  wenn  man  die  Gleichungen  (4)  für  sich,  die  Gleichungen  (11^ 
'  i'ür  sich  mit  einander  mulli[ilic]rt,  so  folgt: 

1  Z'  =(l-a'')(l-S')(>-01(l-o')(l-i.')(l-»'>P, 
(13) 

(  Z'>=(l-,,«)(l-.>)(l-»>)l(I-,,')(l-S«)(l-c»)?. 

BeBtimrat  man  aas  den  drei  Gleiclinngen  (11)  die  Unbekannten 
M,  r,  10,  ao  ergibt  sich,   iveii 

,  (l-(,«)(l_e«)-Z'  =  („-fc)^ 

(14)  j  (l-««){l-e')-Z'  =  (4-ae)«, 

(  (I-a")(l-6«)-Z'  =  (f-„(,)» 


»=± 


(15) 


*^ä 

-4>)(1- 
b — ac 

-c«) 

V(l 

-a>)(l- 

^ 

"V"(I-o<)(l-6»)' 


wobei  jeducb  xur  richtigen  Auswahl  der  Vorzeichen  noch  folgende 
Betrachtung  notbwendig  ist.  Da  dieses  Endergebniss  unserer 
Rechnung,  an  die  Bedingung  geknüpl^  ist,  dass  die  Anzahl  der 
Minuszeichen  in  den  Gleichungen  (1)  ungerade  ist,  so  kann  man 
zu  denselben  nur  dann  gelangen,  wenn  man  von  einem  der  fol- 
genden vier  Gleichungeneysterae  ausgeht: 


\f(l_,S)(I_,„zj 


(A)    <  »  =  - 


V(l-«')(l-«.=) 


»fd-ii-Kl-r") 


V(l-t»)(l-„a) 


\^(l—iiä)  (!_„«)' 
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5  «— 


—  VW  /  ^     .  « t'W 

/!=  + 


f^>    \  V'CI— f|2)(l--/r«r      ^^M  "*"  V(J-w*)(l-»r«)' 


V(l-i|2)(l-r2)  '  V(l-tt«)(I-t?«) 

Umgekehrt:  da  die  GleichungeD  (15),  a,  6,  c  als  die  Unbekannten 
betrachtet 9  mit  den  Gleichungen  (!)  ganz  übereinstimmen,  so  wird 
man  von  jenen  zu  diesen  nur  dann  zurückkehren  können  >  wenn 
in  (15)  die  Anzahl  der  Minuszeichen  ungerade  ist;  man  hat  also 
zQ  den  vier  Systemen  (A),  (B),  (C),  (D)  folgende  vier  Auf lösungen: 

/  a  —  hc  I  a  —  bc 


V^(l_^a)(l-c«)'  l  %^(l-ft«)(l-c*)' 

Ä  —  ac  )  0 — ac 


V(l~a2)(l-c«j  ^     M  V(l-a2)(l-c«) 

c — ab  I  ,  c — ab 


V(l— flaj(l— 6-^)  l  V^(l-fl^)(l-Ä*) 


a — 6c  /  a — bc 


--  > 


V(l  --6a)(l'-c2) '  l  V(l— 6*-«)  (1  -c«) 

6  —  ac  1  6 — ac 


V(l-««)(l-c«)'        ^     M  V(l-a«)(l-c*) 

c  —  «6  I  e—ab 

TP  —  -|-  I   «1=  — 


V  (!-««)( J-A^j  \  V"(l— a«)(l-6«) 

Das  System  (A)  bleibt  ungeändert,  wenn  mdn  gleichzeitig  u 
mit  o  und  a  mit  6  oder  t£  mit  w  und  a  mit  c  oder  t?  mit  ti;  und 
b  mit  c  vertauscht,  und  da  diese  Eigenschaft  offenbar  auch  den 
Auflösungen  dieses  Systems  zukommen  muss,  indem  die  Auf- 
iSfiuugen  nur  als  eine  andere  Form  der  gegebenen  Gleichungen 
zu  betrachten  sind,  so  sieht  man,  dass  nur  (A')  als  Auflösung 
des  Systems  (A)  gelten  kann.  —  Das  System  (B)  geht  aus  dem 
System  (A)  hervor,  wenn  man  gleichzeitig  — b  und  — c  an  die 
Stelle  von  6  und  c  setzt.  Nimmt  man  dieselbe  Vertauschung  in 
dem  System  (A')  vor,  so  erhält  man  jenes  (B'),   folglich  gehfirt 
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(B')  als  Auflüsung  zu  dem  System  (B).  —  Ersetzt  man  io  dem 
System  (A)  gleichzeitig  a  und  c  durch  — a  und  —  c,  so  erhält 
man  das  System  (C)»  und  dieselbe  Vertauschung  in  (A')  vorge- 
nommen gibt  (C)»  folglich  ist  (C)  die  Losung  des  Systems  (C). 
Auf  ähnliche  Art  findet  man  (D')  als  Losung  des  Systems  (D). 

Um  nun  auch  auf  diejenigen  Fälle  zu  kommen «  in  vrelchen 
in  den  Ausgangsgleichungen  (1)  die  Anzahl  der  Miouszeicheo 
gerade  ist,  setzen  wir  in  den  vier  Systemen  (A),  (B),  (C),  (D) 
—  a  an  die  Stelle  von  a,  dadurch  verwandeln  sich  dieselben  In 
die  folgenden  vier  neuen  Systeme  (E),  (F),  (G)»  (H)»  and  nimmt 
man  dieselbe  Verwandlung  in  den  Systemen  (A'),  (B'),  (C')f  (D') 
vor,  so  gelangt  man  unmittelbar  zu  den  ihnen  beziehungswel«« 
entsprechenden  Auflösungen  (E')*  (F')>  (G')>  (H')»  womit  alle 
Zeichencombinationen  der  Ausgangsgleichungen  (1)  ersehCpll  sind. 


U — VW  I  ,  u — vu> 

«  =  +  77=====^»  I    ö=  + 


V"(l-r*)(l-«?^) '  l  V^(l^«)(l-io«)' 

(L)     \   Ä  =  ~77==iz==r=,         (f)     <   6  =  + 


V(l— M*)(l-w2)  *  1  V^(l  -tt«)(l-tC«)  ' 


10— tir  f  .  w^uv 


V  (l—t««)  (1-r«)  V  V(l"-tt«)(l-c«)* 


/  u  —  VW  '  tt  — wo 


V(l-.r2)  (l-to«)  *  i  VTT^«)  (1-to») ' 

(G)    (Ä=:-— ^=?^==,      fH)       6=.+  ^-"" 


V(l-M«)(l--10*)  ]  V(l— l««)(l— W«)' 


W — IIP  I  to — ttO 


—  I  o+6c  /      __  g-f  &c 


\ 


V  d-a«)  (J-c*)  J         ^V'(l-a«)(l-«^ 


c  +  oÄ  f  e-\-ab 


^'^O-o'XI-ft«)  V(l-a»)(l-««) 
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^  a-{-bc /      ^  a'\rbc 


V(l-a2)(l-c2)  '  )  V(l-a«)(l  — c«) ' 


^  ^  VTT-a«)  (1-6«) '  ^  V(l— a«)(l--6«) 

Auch  die  vier  letzten  Systeme  (E)«  (F)>  (6),  (H)  habep  eine 
gemeiDscbaftliche  Auflösung,  welche  aas' jener  (14)  der  Systeme 
(A),  (B)y  (G)»  (D)  hervorgeht,  indem  man  — o  an  die  Stelle  von 
a  setzt.    Dadurch  verwandelt  sich  Z'  in 

« 

(16)  Z,  =  1  -  a«— 6«-  c«— 2a6c, 

und  man  hat: 

■ 


1  -  «9  = 


(l_6«)(l_ca)' 


"  ~(I-a*)(l-6*)* 
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Eine  Notiz  über  Wendelinien. 


Herrn    E.   Bacaloalo 


Dte  Fläcben,  deren  Hauptkrüiumungsradien  entgegengesetzt! 
Vorzeichen  haben,  bieten  in  allen  ihren  Funkten  wirkliche  Wende 
punkte.  Nimmt  man  nämlich  die  Beriihrungsebene  parallel  i 
der  der  Figur  an,  bezeichnen  Off,,  OR^  (Taf.  I.  Fig.  3.)  die  Rieh 
tungen  der  Hauptschnitte,  OP^,  OP^  die  der  normalen  ScbniHt! 
fiir  welche  p^c»  wird,  O&i,  OS^  die  Durchschnittscurven  ds 
Berübrungsebene  mit  der  Fläche,  so  befmden  sich  in  der  Umgt 
hun^  des  Punktes  O  alle  liogenelemente  der  durch  O  gelegt« 
normalen  Schnitte  in  dem  spitzen  Winkel  a  z.  B.  (=90", 
ff,  =:R^,  über  der  Berübrungsebene,  und  wenden  dieser  ihre  cob 
vexe  Seite  zu;  dagegen  befinden  sich  unter  dieser  Ebene,  d 
ben  wieder  die  convese  Seite  zuwendend,  alle  Bogenelemenffl 
die  in  dem  Haume  ß  liegen;  das  Element  der  Curven  ^S,^S,,  S^i 
einen  Wendepunkt  bei  O  darbietend,  dient  als  üebergang  Ton  dfl 
einen  dieser  Systeme  zu  dem  andern,  nnd  desshalb  mCgen  dia 
t'urven  Wendelinien  heissen.  Von  Interesse  sind  dieselben  f 
die  RotalionsUfiche  der  Kettenlinie 


Vff« +  i'- 1  («-+'' 


wenn  die  Beriibiungsebene  durch  den  Scheitel  der  Kettenlin) 
gelegt  wird.     Die  lileicbung  der  Wendecurve  lautet: 

weon  iVP=^i  gesetet  wird.  Also  sind  die  Ordinaten  Pi 
der  Curve  0<S,  gleich  den  entsprechenden  BogenISn 
gen  Olf  der  Kettenliiite.  Hie  Differenz  MN=y~y^,  welcfc 
bei  O  Null  ist,  w.icbst  unil  erreicht  Rir  3;  =  oe  den  Wertb  5—3 

Denn  es  ist 
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jl    1.1.3.5/     o     V 
■"24  1.2.3.4Va  +  yi/  ""'••'' 

der  rechte  Theil  dieser  Gleichung  reducirt  sich  auf  a  fiir  y^  =  oc. 


V. 

Ueber  Fusspunktcurven  und  Fusspunktflächen. 

Von 

Herrn  E.  Bacaiogio 

•    in  Leipzig*. 


» 

'    I.    Man  bestimmt  bekanntlich  die  Fusspunktcur^e  einer  gege- 
benen Curve 

(1)    .......     .     y  =  f(:^) 

durch  Elimination  von  x  und  y  aus  dieser  Gleichung  und  denen 
der  Tangente  und  einer  auf  dieser  Senkrechten 


(2) •  y-»=^(^'-x). 


(3) ^=-p"' 

WO  die  Gleichung  (2)  durch  folgende: 

(4)  ar'a:+yV=^'«+y« 

ersetzt  werden  kann  und  der  gegebene  Pol  als  Coordinatenanfang 
angenommen  wurde.  * 

Wendet  man  dieses  Verfahren  auf  die  Linien   zweiten  Gra- 
des,  deren  Gleichung  wie  folgt  geschrieben  werden. kann: 

(5)  .     .     .    .    y^+Ax^  +  2Bifi^2Cx+D=zO, 
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nu,  so  Bildet  man: 

oder  durch  Anirendiing  von  Polarcoordinaten : 

(7)        Ar''^\1{ABsia(p'  +  Ccos?;')/  +  (fl— ß«)<;osV^ 
+  (^0— C*)sinV  +  2ßCsin9.'co8  9)'=0, 
welche  Gleichung  die  Fiisspunktciirve  einer  Ellipse,  Parabel  o&m 
Hyperbel    darstellt,    jenachdem    ^  —  0  ist. 


\l.  Bezeichnen  m,  n  dieToordinaten  des  Mittelpunktes  (EllipseJ 
Hyperbel)  oder  die  des  Scheitels  (Parabel),  so  ergeben  sich  foll 
ge'nde  specielle  Gleichungen: 


(8) 
(ü) 
{10) 


=  mco8  9'  + wsi 
=  mcosv'  +  nsi 
=  mcosip'  +  nsi 


I  <p'  ±  V'a^cos  V  +6'sin  V . 
I (p'  J;  %^o*cosV^6*8"nV. 


Hieraus  folgt  zunächst,    dass  die  Fusspunhtcurven  der  EllipSA'l 
und  Hyperbel  geschlossene  Curven  sind,  die  der  Parabel  aber  ia's 
Unendliche  lortschreilende  Zweige  besitzen.    Eine  Symmetrie  dn 
Gestalt    findet  nur  dann  statt,    ivenn   »(  =  0  oder    n=0;    für  dl«l 
Parabel  muss  k  =  0   sein.     Die  Anomalie  qi'   ist  zwischen  getvi»-f 
sen,  leicht  zu  berechnenden,  durch  die  Gerade«   TT',  W  (Taf.  I 
Fig.  4.)  angegebenen  Grenzen  entlialten,   welche  Geraden  auf  dettj 
vom  Pole  gezogeneu  Tangenten  senkrecht  stehen;  für  die  Hypet 
bei  ist  überdies   rp'  absolut  genommen    kleiner  als    die   Neigung^ 
der  Asymptoten  gegen  die    F-Acbse. 

Die  Gleichungen  {%),  (9)  zeigen  noch,  dass  ein  auf  der 
bind ungsli nie     des    Pols     mit     dem    Mittelpunkte     derl 
Ellipse    oder    Hyperbel,    als    Durchmesser    genommen 
beschriebener  Kreis,   dessen  Gleichung 

(11) r,=mco8  9.'+Mßin9>' 

ist,    den    zwischen    beiden    Curventheilen     enthaltene 
Theil   MN  jedes    Vectore    ON   halbirt.      Dasselbe   findetl 
auch  dann  statt,    wenn   der  Pol  auf  der    gegebenen    Curve   oder| 
innerhalb  derselben  liegt. 

Aus  der  Gleichung  (10)    oder  in   rechtwinkligen    Cnardinateal 
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(12)    ....    a?'«  +  y»=«M;'+ny'— |.^, 

ergiebt  sich,    dass    die   Fusspuoktcurve  der   Parabel»    wo 
auch  der  Pol  liegen  mag,   immer  eine  Asymptote  hat» 

welche  in  der  Entfernnng  k»  links  vom  Pole»  senkrecht 

auf  der  Parabelachse  steht  und  im  Allgemeinen  die  Foss- 
punktcurve  noch  in  einem  gewissen  Punkte  schneidet. 

Man  sieht  leicht  ein»  dass  alle  Fusspunktcurven  der  Linien 
zweiten  Grades  quadrirbar  sind.  So  flndet  man  für  die  Fusspunkt- 
curve  des  Kreises»   wenn  der  Pol  auf  dessen  Umfange  liegt: 

(13) 
r*  =  Ä  (l+cos  <p') = 2Ä  cos*  1^ . 

Fläche  =y*Vw=Ä«)¥+2«iDv'  +  ?i5^^-j"  =l«fi». 
Umfang  zsziR ß      cos  ^d(p' =:SR(8\n^f  =  SR. 

0 

Der  Inhalt  der  Fusspunktcurve  der  Ellipse»   wenn  der  Slittel- 

a^  +  b* 
punkt  als  Pol  betrachtet  wird»  ist  :=zn — ^ — .  In  demselben  Falle 

findet  man  für  die  Hyperbel: 


a 

cig 

0 

a 


Fläche  =  a'^(amq>'co8q>'  +  (p'f'^''^^^  +  &^(s\n  (p'coBtp'—tp'f'''^^^ 


=  aft  +  (a* — 6«)  arctg  t  . 

Für  die  Lemniscate  redncirt  sich  dieser  Ausdruck  auf  a^. 
III.    Betrachtet  man  den  Mittelpunkt  der  Hypocycloide 

(14) a:5+^*  =  c» 

als  Pol»  so  findet  man  für  deren  Fusspunktcurve  in  Polarcoordi- 
naten  die  Gleichung 

(15) r  = ^, 

wo  c=zOX=ST  (Taf.  I.  Fig.  5.)»  und  für  die  LSnge  des  Bogens 
den  Ausdruck 


(16)  «y 


nijlii :    l'eber  t'iissjiiinlucurseu 
'ü^.drp  oder  r,  f ''Wl^'^m'*^.(lil.', 


weon  man  4'=:29>  itl«  die  Viiiia1i{?le  betrachtet,  ivelclier  Ausdruck 
bekanntlich  die  Hfiirte  des  Bogctis  eitiei'  Ellipse  darstellt,  deren 
grosse  Achse  ^2c=  i'Y' ,  die  kleine  aber  ^c=BB' ,  wo  dl» 
Büßen  von  B  aus  nach  Y  gemessen  werden.  Der  ganze 
fang  der  Curve  (15)  ergiebt  sich  hiernach  gleich  deon 
Umfange  der  in  Rede  stellenden  Ellipse. 

Da  der  Krümmungshalbmesser  der  Hypocycloide(U)if/iV=^j.Of 
ist,  also  0Q=\ON,  eo  folgt,  dnss  der  geometrische  Orl 
der  Durchschnittspunkte  der  Evoluten vectoren  ON  und 
der   Evolvententangenten    ST    wieder    eine    HypocVj 

cloide  ist,  deren  Parameter  =^   und  welche  die  Uypsl 

cycloide    ¥MX   zur   Evolute  hat. 

IV.  Das  Product  rr'  aus  den  Vectoren  einer  Curve  und  ihrfl 
FuBSpunktcurve  ist  nur  dann  constant,  wenn  die  fiasis  eine  gleidn 
seilige  Hyperbel  ist,  und  zwar  gleich  dem  Quadrate  a^  der  Halb- 
achse, vorausgeaetzl ,  dass  der  Pol  im  Mittelpunkte  liegt.  Denn 
es  ist 


<")--"-='-^r= 


•""yf^ 


r  Constatitcn  n^ 


V.     Die  lileichung   der  Kusspunkt^i 
Polarcoordinaten   durch    Elimination   von 


dlrect   M 
den  Glei-1 


chungen 

(18)      r'  = 

rcosf,.- 

P')> 

r  = 

fW 

tang(? 

-<?')  = 

dr 

bestimmt   w 
Lemniscate 

rden.     So 

ergielit 

sich 

für    die 

FuKspu 

ktnirv 

=  flVc^ 

Icp, 

tan 

?(?-- 

-9')  =  - 

tangStp 

cp  = 

,f' 

..nU 

r'- 

^«cosn 

v'- 
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Die  Relation  fp'z=Zfp  gfebt  ein  leicbtes  Mittel  zur  Construction 
der  Tangente  in  einem  Lemniseatenpunkte.  Ebenso  ist  fiir  die 
Fusspunktcurve  der  logärithinischen  Spirale : 

r  =  ae"»5P,    tangCy  — 9')  =  iii,    9  =  9>'-f  arctgm^ 

eine  der  gegebenen  Sbnlicbe  Spirale.  Auf  dieselbe  Weise  erglebt 
isich  für  die  Fiisspunktcurve  der  Linie  rcoa'l9>  =  a  die  Gleichung 

r'=«cosV. 

VI.  Bemerkt  man^  dass  die  Flächenelemente  einer  Curve, 
ihrer  Fusspuhktcurve  und  des  zwischen  der  gegebenen  Curve  und 
ihrer  Evolute  enthaltenen  Raumes  respective  durch 

(19)  .     .     iiÄ=^— ,    dtt=: — ^> — 9    dc^^-^ 

dargestellt  werden  und  dass 

Qd(o=^ds9    dg>'^=:dio,    r'  =  r.-T— > 
so  folgt : 

(20) dSl^  =  da.diS. 

Betrachtet  man  ^,  a,  6  als  Variabele  und  integrirt  durch  Ein- 
führung der  willkiihrlichen  Function '9>(c),  so  ergiebt  sich,  wenn 
man   identisch 

4crfÄ2  =  {da  +  cday—  (da--  cda)^ 
setzt  und  daz=icd6  annimmt^   zunächst 

(21)  .     .    2t/cÄ  =  a  +  c(y  +  g)(c),    a  =  c(y  +  if^(c), 

und  durch  Differentiation  in  Bezug  auf  e : 

Ä=:Vc(<y+y(c)),    0=(y  +  if;'(c). 
woraus 

^{c)  =  -  q>{c)  +  2c9'(c) 
und  zuletzt 

(  Ä=-2cV(<?)»    tf=  — 9>'(c)— 2cg)''(c), 

(22)  .  . 

{  a  =  —  q>(c)  +  C9'(c)  —  2c«g)''(c) ; 

welches  System  von  Gleichungen  der  Differentialgleichung  (20) 
genügt;    denn  eä  ist: 


^ 


46  Bncaloglo:    Veher  PuMpunHtcnrvtn 

I  rfJi=:— [39)''(<r)+2c9/"(c)]Vcrfc. 

(23)    .     .      \  da=-[37."(c)  +  2c9."'(c)]cdc. 

'  dff  =-[.3y"(c)  +  '2c9)"(c)](fc. 

Als  Folge  des  Obigen  ergiebt  sich,  dass  die  votn  Leitstrahl 

der  FuBspunktcurve  beschriebene  Fläche  nicht  in  einem  constan- 

ten  VerhSIlnisse  zu   derjenigen  steht,    welcbe  der  Leitstrahl   der 

Basis  beschreibt,  denn  man  gelangt  alsdann  auf  constante  Wertha 

von  Sl,  <s,  a.     Man    kann   wohl  aber  den   Pol   so    wählen,    dau 

bestimmte  Flächentbeile  in  einem  constanten  VerhSltnisse  steheo* 

So   Gndet  man  z.  B.  durch    directe  Rechnung  (Formel  (8)), 

die     GesammtCläche     der    Fusapunktcucve     einer     £!• 

lipse    das    A-fache   der   der    Ellipse    ist,    wenn  der  Pot! 

(»I,  n)  auf  einem  Kreise  Hegt,  dessen  Gleichung 

(21)  w"  +  ««  =  Ikab  ~  («a  +  A*) 

ist,  tvo  der  Coordinatenanfang  im  Ellipsenmitlelpunkte  liegt  and  ffir 
einen  äusseren  Pol  das  Stück  OKBJUO  (Tut.  I.  Fig.  4.)  noch  be- 
sonders gerechnet  ist. 

VII.     Die  oben  aufgestellte  Formel  (21): 

fahrt  gleichfalls  zu  den  bekannten  Sätzen  über  die  Constanz  des 
Flächeninhalles  einer  Fusspunktcurve  bei  varürendem  Pole.  Be- 
zeichnen nämlich  m,  n  dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  einen 
festen  Punkt,  so  stellen  sich  £1  und  ip(c),  milbin  auch  a,  als 
Functionen  von  m,  n  heraus,  die  in  Bezug  auf  diese  Grusseo 
immer  dieselbe  Farm  behalten,  von  welcher  Natur  auch  die  Basis 
sein  mag.     Präciser  ergiebt  sich  dieses  aus  der  Relation; 

^25)  T,  —  m  cos  9  +  11  sin  ?>  +  r, , 

wenn  ri,  r^  die  derselben  Anomalie  <p  entsprechenden  Vectoren 
zweier  Fusspunktcurven  derselben  Basis  und  711,  n  die  relativen 
Coordinaten  der  Pole  bezeichnen  (vergl.  Crelle  Bd.  SO.).  Sn  folgt 
aus  de«  Formeln  (8),  (9),  (10),  nenn  F,  F,,  F^  den  gesammten 
Flächeninhalt  der  respectiven  Fusspunktcurven  bezeichnen: 

(26) 
F=f(mH  «"+«'  +  **)• 
F,  =  j([m-fl»+«»-p=). 
F,=  m«  (aictg^  +  ^^)  +  n^  (arctg  ~  -„^,)+a6+(«''-6«)  arctg^i 


uuii  Fvssptmkt/tticlu-» 
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welche  Gleichungen  die  nölbi^n  Beilin(>ungen  fiir  die  ConBtaiiE 
von  F,  F,,  fj  enthalten. 

VIII.  Eine  von  der  zn  der  Conslanz  des  Inhalts  einer  Fuss- 
punktcurve  zwischen  beslimmti^n  (irenzen  fuhrenden  Aufgabe  etwas 
verschiedene  ist  die  unter  der  Formel  (^4)  enthaltene,  welche 
allgemeiner  durch 

(■27)  tii^  —  k.Slj} 

ausgedrückt  wird,  worin  k  eine  positive  Zahl  ist  und  die  beige- 
setsten  Indices  die  Grenzen  angeben.  Der  entsprechende  Salz  ist 
«beneo  allgemein,  und  man  lindel  für  den  durch  obige  Glei- 
chnnp:  heslimmten  Ort,  wie  auch  die  Basis  beschaffen 
sei»  mag,  eine  Ellipse  (Kreis);  denn  es  folgt  daraus  in  Ver- 
bindsng  mit  (25); 

(2S) 

^^Hk*  /        cos*girfqi -J-n'   /        f\n^q>ii^  ylmn  I         s\ntpcfi&<pd<p 

^^^^der  Kiirze  wegen  die  der  Basis  entsprechenden  rechtwinkli- 
gen Coordinaten  beibehalten  wurden.  Man  kann  sich  dabei  leicht 
Qfaerzeugen,  dass  1)  das  GrDssenv  erhültniss  und  die  Lage 
der  Achsen  der  beiden  Aufgaben  entsprechenden  El- 
lipsen für  dieselben  Grenzen  identisch  sind;  'i)  dass 
die  Mittelpunkte  dieser  beiden  Ellipsen  im  Allgemei- 
nen zusammenfallen;  und  3)  der  Flächeninhalt  derFuss- 
pnnktcurve   variirt,    n-enn  der  Pol  auf  der  Ellipse  (28) 

sieb  bewegt,  dageges  das  Verhältniss  ^  coüstant 
bleibt. 

Der  obigen  analog  ist  die  Aufgabe,  den  Pol  so  zu  bestimmen, 
dass  «,'  =  Jijä  +  ffi*  u.  s.  w.  So  lindet  man  in  Bezug  auf  die 
Ellipse,  dass  der  Inhalt  der  Fusspunktcurve  gleich  Ist 
dem  Inhalte  der  ersteren  zu  dem  ihrer  Evolute  addirt, 
wenn  der  Pol  auf  dem  Kreise  vom  Hadius 


li«gt. 
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IX.    Eliminirt  man  x,  g,  z  ans  den  Glflichungen 

^-^>  dx      -      dy      ~      dl     ' 

(ai)  3^dx  +  y'dy-\-i'di  =  0, 

woran»  x'x+y'i/-i^i'i=x"-\-i/'^-\-z'^,  so  erhält  man  zwei  Gleicfani^ 
gen  Ewiscben  x'.y',i',  welche  die  FusspnnktencurTeein« 
krummen  Linie  von  doppelter  Krümmung  darstelleM 
So  findet  man  für  die  Fusspunktcurve  einer  cylindriscbeN 
Spirale,  vorausgesetzt,  dass  der  Pol  auf  der  Cylini 
derachse  liegt,  eine  auT  einem  einfachen  Umdrehu 
hyperlioloide  liegende  Spirale;  dasselbe  bat  zum  KeM 
kreis  den  durch  den  gegebenen  Pol  gelegten  senkrechten  ScbnMI 
des  Cylinders.     Stellen  nämlich  die  Gleichungen 


i  =  ficos^ 

iR-   3'  = 

«-"si 

die  cylindrii 

sehe  Spirale  dar. 

so  niril 

nach  (30),  (31): 

S^'     ' 

■S-S'a:  =  0fi,' 

Aus  ersferer  Gleichung  folgt 

(32) 

r'x+fy=lP.     . 

i"+a''= 

=  «-  +  <■-'''■, 

woraus 

'4.  «= 

uud  zuletzt 

(33) 

»"+.»' 

«=«•+ 

üV, 

welche  Gleichung   ein    einfaches    Rotationsbyperboloid    dareteUt^ 
Die  zweite  Gleichung  (32)  giebt  übrigens  in  Verbindung  mit  (33)f] 


i-^-,arctang^j^^,33^,pJ, 


Hieraus  ergiebt  sich  für  die  Projection  der  gesuchten  Linie  anfl 
der  Jl!^' Ebene,  durch  Einführung  von  Polarcoordinaten,  folgendel 
Gelichung : 
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(35)     V  r* —  ^=^l~4r"2  arccos  f  -  cos  g> sin  q)\ » 

und,  wenn  /?=:rcostf;  gesetzt  wird: 

(36)    ...    .       ^/^r^-I^  =  Y+^((P  +  ^)• 

Man  erkennt  darin  eine  Spirale  (Taf.  I.  F\^.  6.) ,  welche  aus  der 
Evolvente  des  Kehlkreises  durch  Verkürzung  aller  Kreistangen- 
ten  uro  den    ■rT'~2*®"  Theil  abgeleitet  werden  kann. 


1.     Die  Gleichung  der  Fusspunktfläche  einer  gegebenen  Fläche 
(37) z=f{x.y) 

lässt  sich  durch  Elimination  von  x^y^  z  aus  dieser  Gleichung,  der 
ihrer  Berührungsebene 

(38)     .     .     .     .  z'—z=^p{x'—x)-{-q{y'-y), 

und  den  Gleichungen  einer  auf  diese  Ebene  vom  gegebenen  Pole 
gefällten  Senkrechten 

(39) a:'  =  — ;>2',    y' —— qz' 

finden,  wo/?,  q  die  partiellen  Differentialquotienten  ^— ,  -r-;  x',  y\%' 

aber  die  laufenden  Coordinaten  der  Fusspunktfläche  bezeichnen 
und  der  gegebene  Pol  als  Coordinatenanfang  angenommen  wurde. 
Die  Gleichung  (38)  kann  noch  durch  folgende : 

(40)     ...     .  x'x  +  y'y  +  z'%  =  x'^  +  y*^  +  i'« 

ersetzt  werden. 

IL  Man  findet  durch  geometrische  Betrachtungen  oder  durch 
Rechnung,  wenn  man  das  analytische  Kennzeichen  p  -{-  aq:=z  0 
der  Cylin  der  flächen  in  Betractit  zieht,  woraus 

(41) x'  +  ay'  +  bz'=0, 

dass  deren  Fusspunktflächen  sich  auf  ebene  Curven, 
die  Fusspunktcurven  der  Durchschnittslinie  der  Cylin- 
derfläche  mit  einer  auf  ihre  Erzeugende  senkrecht 
durch   den   P[ol   gelegten   Ebene,    reduciren. 

Theil  XXXV.  4 
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K.S  ergiebt  sicli  feiner  in  Uezug  aul'  die  Kegeiriäclici 

II    (311),   (40)    MgmA 


durch   Combination    dieser   fileichungi 
Relation: 


'iß'+Y 


(42)  (a:'-ij)»  +  (s'  -  L)'^  +  {2'-i)a  =  - 

woraus  der  Satz:  Die  Fdaspunkll'läuhen  der  KegelTISchtf 
reduciren  sicli  auf  sphürische  Curven,  aul  einer  Kug« 
liegend,  deren  Durt  hmcseer  gleich  dem  Abstände  de 
Poles  vom  Kegel  mittelpuNkle  ist,  und  dere»  Mittel 
puulct  in  der  Mitte  der  Verbindungslinie  dieser  beid« 
Punkte  liegt.  Diese  Curven  sind  die  DurchsL-hnittsliiiien  dl 
erwäbalen  Kugel  mit  einem  zu  dem  gegebenen  supplementSn 
Kegel,  welcher  den  Pul  zn  seinem  Miltel|)iinkle  li 


Fi'ir  die  Ke^eltliichen  zmiiten  Grade; 


(r^-y^i^y-a^ 


ergiebt  s 


(43) 


su|)plenu'i)l 


neu   Kejteli 


t*' 


I   (Gleichungen  (42),  (43) 
,    ivelche  ein  sgihärischei 


stellen   die  f^esuuhte  Fusi^pi 
Kegelschnitt  itt. 


1 


Ils  reduciren  sich  allgemeiner  aul  krumme  L.inien 
die  Fussfiunktriächen  aller  alt wickelbaren  Flächen, 
und  zwar  liegen  jene  auf  einem  supplenicntären  Kegel 
zu  demjenigen,  welcher  seine  (Erzeugenden  parallel  zn 
denen  der  gefrebenen  Fläche  haben  u  nrde,  wir  dies  aus 
der  die  ab)vickel baren  Fluchen  charakterisirenden  Relation 


(44) 


P  =  <p('/). 


i=4y 


sich  berauHstellt.     Die« 
punkt  am  Pole  selbst. 


r  fiupplemenISre  Kegel   hat  seinen  Mittel- 


em   Salze    von    Ruabe   (Crelle'»  Journal  Bd.  50.)   zu- 
ii'd  die   DireclrixUäche  einer  Flache  durch   Verdoppelung 


und  Fiisspujikipiichen. 
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<  RadiusvectoTä  des   entsprechenden    F'usspiinktrirte»  besliiunit, 
<  folgt,  das»  auch  erstere,   in  Beiiiß  aiiT  die  abwiclEelbEtrefi 
Flächen,  sich  auf  krumme  Linien  reduciren,  auf  dvriselbe»  Ku^el 
fläche  mit  der  Fusspunktcurve  liegend. 
Das    l'roduct 

tr'  =z  (•  -  p  J^  -  (ty)y^ + y" + '" 

aas  den  entsprechenden  Vectoren  einer  Flüche  und  ihrer  Fuss- 
punktfläche  ist  constant  für  die  Leiden  llotatiutishyperboloide  der 
gleichseitigen  Hyiierbel. 


(45) 


Mbt   const; 


III.  Der  Neigu 
die  Beriihrun^'seb. 
sprechenden  Putikte  M,  M' ....  eine 
Hiicceefiveii  Fugapiinkt flächen,  i 
einem  Punkte  der  FusHpunktfläcb 
durch  die  (Vlttte  des  Leitstrahles 
Punktes    der   Fusspunktfläch  e    de 


Leitstrahles  ReKen 
int  l'fir  alle  sich  ent- 
r  Fläche  >'  und  ihrer 
iid  die  Normale  in 
3  Hter  Ordnung  geht 
des  entsprechenden 
r  («-l)ten'Ordnnnp. 
Man  denke  siih  eine,  die  Flüche  F  in  der  Nähe  des  Punktes  !ti 
nmhüllende  Kegelfläche.  Die  Fusspunktcurve  (11,  (42))  dieser 
letzlern,  welche  eine  sphärische  Cuvve  ist,  liegt  zugleich  auf  der 
Fusspunkllläcbe  F" .  MeM  man  zur  Grenze  über,  so  reducirt  sich 
jene  sphärische  Curve  auf  das  genieinschaflliche  Elfement  M'  der 
Fläche  P  und  der  Kugel,  deren  Durchmesser  gleich  ist  dem 
Leitstrahle  des  Punktes  I\l ,  und  giebl  mithin  die  Hichtung  der 
eemeinschaftlichen  Berührun^sebene.  Daraus  fnigt:  t)  dass  die 
Norraalo  des  Punktes  M'  durch  die  Mitte  des  Leitsirahles  OM 
geht  Xtrenn  O  den  Pol  bezeichnet) ,  und  mithin  der  erwähnte  Win- 
kel Gonstant  bleibt,  und  2)  dass  die  successiven  Normalen  der 
Punkte  M,  M' ....  in  einer  Ebene  Hegen,  vrelche  durch  den  Pol 
geht,   und  gegen  einander  gleich  geneigt  sind, 

Analytisch  läset  sich  derselbe  Satz  du'rih  Ümkehrung  der 
Aufgabe  der  FusspunktUfichen  beweisen,  d.i.  wenn  man  zu  der 
Fusspunktfläche  /"  die  liasls  F  suijit.  F  erfiiebt  sich  alsdann, 
als  Umhüllungsfläche  der  durch  (40)  dargestellten  Ebenen,  durch' 
Elimination  von  x' .  y' ,  i'  ana  (40),  aus  der  Gleichung  der  Flache 
F'  und  den  aus  (40)  diirch  partielle  Differentiation  abgeleiteten 
Gleichungen 

(46)  x-l-p'i=2(j:'+pV),    S  +  f/'i  =  'i(?/  +  7V), 

welche  zeigen,  dass  die  Projectionen  der  Normale  zur  Fläche  F' 
durch  die  Mitte  der  Projectionen  des  Radiusvectors  der  Fläche 
E).^efaeD,    womit  der  Satz  völlig  bewiesen  ist. 
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IV.     Werden    die  Gteichungeii  {39)    nach  x'    und  y'    diSere^ 
sirt,  iadem  der  Reihe  nach  y'  und  x'  als  conslani  betrachtet  v 
üo  ergiebt  sieb : 

(      dx         dy  _p'x'—i'  rf^        äy  _  q'x' 

(47)      ]  ■'  * 

f  f^  +  t^—py,  j''^  I  f''i/  _9'y'  — 

\     dx'        dx'        z'*  '       i/y'        (/i/'  i'* 

hieraus    durch   Multiplication    der    ersten    mit    der   letzten' 
Gleichungen  und  Subtraction  des  Produkte»  der  beiden  mittlere« 


dx^dy^dxdy^_  (p>x'—t'){q'y'—i')  —  p'q'x'ij' _  1+yp^-fggJ 
dx'  dy'      dy'  dx'  i'«(r(—  i»)  —   ^■9(^1  —  ^^'^ 


Differenzirt   i 


luf  ähnliche    Weise    die   Gleichungen    (4C 


2{l+p"f  rV)-r'i, 


(49) 


,,  „  dx  ,  dy 

"«'  S + " + w')  S = ^ " + '" + ''■')  - 


I  dy 


'dy' 


hieraus  folgt  wie  Truher: 

,    /dx    dy       dx  dy  \ 

=  4(1  +  p'"  +  r  V)  (I  +  5»  + !'!')  -  4  (p','  +  .'■')»  +  (r'C  -.")i'"^ 
-2[(l  +  p'"  +  r';')(  +  (l+ 9»+ i'iO>-'-ä.'(pV +<'''))-. 
oder  • 

(50) 


dx  dy      dx   rfj 
dx'  dy'      dy'  dx'  ' 


l+W'  +  9 


<[C^)-- 


Bezeichnen  R,,  R^  und  Ri  ,  R,/  die  respcctiven  Uaupllcrfioi*] 
mungsradien  der  Tiasis  und  der  Fussputikifläcbe,  q,  q'  die  ent-J 
sprechendeD  Vectoren,  so  kann  vorstehende  Gleichung,  da 
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ist,   wie  folgt  geschrieben  werden: 

Daraus  ergiebt  sich  in  Verbindung  mit  (48),  und  da 


cos%== 


V^l  +P*+  9*.  V^l  +;>'*+ 7'*' 


wenn  ^  ^^^  Winkel  (^,  ^0  oder  den  der  entsprechenden  Normalen 
bezeichnet,  folgende  bemerkenswerthe  Relation: 

,«o>  (fi,^-|)(iZa^-|)      ß^^ 

Man   flndet  ferner,    wenn  dF ,  dF'  die  entsprechenden  Fiäcben- 
eleniente  bezeichnen: 

dP-     '    '^'^'^'  -=Ji^!^4ML==dF 

(ß,'_|)(i2,'-|)>^i+;''+v*.VTjyMY*     ' 

oder 

^^^^ 5F  =  -^- 

V.    Wendet  man  die  Formeln  (39),  (40)  auf  die  Flächen  zwei- 
ten Grades  an,   deren  Gleichung 

(54)  Ax^+By^+Cz^+2Da:+2Ey+2F2+l=zO; 

so  ergiebt  sich  successive: 

_      Ax  +  D        _      By  +  E\ 
^-'       Cz  +  F'    ^~""  Cz  +  F' 

Cjc*z  -  Az'x = Dz*  -  Fx* ,    Bi'y  —  Cy'z =Fy*^Ez'\ 


ar  = 


(3?^«  +  y'^  +  2^)  g  Ci;^  +  {Ex' — Z>y  Q  Cy  ^  -  jDz'  -^  Fx')  Bz* 

BCx*^  +  ACy*^  +  ABz*^ 


_  {x*^  +  y*^  +  g^^)  ^  Cy ^  ~  (Ex'  --  %0  Car^  +  {Fy*  -  £iO  Js^ 

_  (ar^^ + y^g  +  z'^  ABz'  —  (Fy  -  ^zQ  Jy^  +  (Pz^  —  Fx*)  Bx* . 
*—  BCx'^^ACy*^+ABz'^ 
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hieraus  liurcli  Substitution  in  (r>4)  und   nach  gehr.nger  Hebung  i. 

(55) 
ABC{x''^-\-y'^^i''^T~A{Fy'-Ei')'^—B{Di'-Fx')^—C{Ex' 
+  '2{ßCf>x-  +  ACEi/-  +  ABFi'){a:''  +  ji'^i^i'^) 

Oller  in  Polarcoordinaten  mit  Wetrlassuni;  der  Striche; 

AiiCr^  +  ^{BCt)smOcosfr  i-  ACE>iiuf)s\nip-i-.lßFci^sß)r 

+  (ßC— /JF*— 6'£^)si.i'§co?aq3  +  (AC-  4F^^CD^)^iu^$^\ffl^ 

+  (AB—  AE^—  BD-^)cQs?Q  +  2(rfl£rsiii  <p  +  ß/;Fcos(p)«B  fic«i 

+  lCDEs\n  <p  cos  (f  sin  "ö  =  0. 


M    die   Cnonlinaten    des   Mittelpunkte^   i 

oder    die    des   Scheitels    der    zwei    n 
ileii    Grades ,    so    ergehen    sich ,    trenn 


Bezeichnen  /,  n 
d;ei  centralen  Fläcbi 
centralen  FISchen  z' 
Ahkiir7,un^ 

(37)  ri  = /sin  flcosip+mginesing;  + neos« 

i;esetzt  \tird,   folgende  speclejlc  Gleichuni;»n : 

=  n  +  V"«*sir»»eco82gi  +  AViii^esinV  +  c*tns*e, 


(38) 
(59) 
(ßO) 
((il) 


:;r,  ±  V'a''»in*äcoa*ijp  ^  t?^'in*Ö8i 


-f^cos'fl, 


r—A"' 


.sV-'i'si'i^ö^inV+c^ 


Es  fnigt  hieraus:  1)  dass  die  FosspaiiklflSchen  der  central 

Flächen  geschlosRene,    die  der  nicht  centraiep    ah^r,    ^pgpp  i 

Nenner  vorkommenden  cos  6,  offene  Flächen  sind  :    3)  dnes  d 

ischen    beiden    Thcllen    der    Fiissf.iinktl'läche    ein 

ntralen    Fläche  ztveiten    Grades   liegende    Theil    dei 

Vectors  t    von    einer   Kugel    (37)    balhirt  wiril,    welcbJ 

dieselbe  Bedeutung  hat,  nie  die  durch  (42)  dart^estellt^ 

VI.  Betrachtet  man  den  Mittelpunkt  des  dreiachsigen  Ellip 
soids  aU  Pol  lind  bezeichnet  mit  r^  den  Vector  der  entsprechet 
den  FusspunbtDäche,   so  wird  nach  (38): 

(62) r-r.+rj, 

und  der  sämmtlicbe  Körpcrinhalt  c 
des  Ellipsoids: 


-  beliebigen  FusspunktflSch« 


und  Fusspunk/flächen. 
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-f- 


II 


bO 
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19 
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19 


19 
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3' 
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*. 

s* 

>9 
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2. 

5' 
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19 
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>9 


93 


10 


o 

OB 
lO 


10 

22 

5 

19 


OD 


2. 
5* 

»9 
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19 

;4 


"« 


19 


OD 


19 


19 

0» 
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OB 
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>w 

5* 

t9 

(^ 

A 

O 

-Q  I 

o 

OB 


19 

;4 


<,        5 


•9 


19 


2. 

19 

<2> 


& 


k9 


^  1» 


1! 

>9 


% 


2. 

s 

19 


I 


»9 

2. 
5* 

'^ 

2. 


2. 
5' 

o 

Ol 

5* 

Ol 

P* 

+ 

o 

Ol 

s 

19 

2. 

5' 

19 

\ 

10 

2. 

5* 

>9 

2. 
S' 


»9 
O 
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09 

10 

OD 
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—  s 

"^  CD 
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o 
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-e  E 
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5' 
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.=10     Hnculogtii:    leöer  Finssj/uiikfcuiTeu  miet  Fiisnnun/it/liicüm. 
I        I  rir^»  sin  edBtltp 

(/sin  öcos  tp  \-  msiti  $  sin  y  +  h  cos  0) 

11    "siii^fiö/     ''(«»sinSecns\+fi2sin2flMn29i+Aos»e)d.8ii 
~Hi/     »in^edO  f     (a'äin20cofi*y+6»sin''flsin'9'+c^coHi'ß)( 

I         „     /»«TT  pn 

uDil  diese  slimnitlichen  iniiereD  Integrale  sind  gleich  Null,  da  i 
neuen  Variabelii  singi,  cosip,  siiiä....  soivohl  für  die  untere,  i 
auch  für  die  obere  Grenze  dieselben  Werthe  erhalten.  Dagegt 
haben  das  erste  und  letzte  Integral  in  (63)  eine  ganz  special 
Bedeutung,  und  wenn  F  das  Volumen  der  Kugel  (42),  (57),  HA», 
der  Fusspunktflache  de»  Ellipsoids  für  den  Mittelpunkt  bezeicl 
net,  so  eraieht  sich: 


(64) 


W= 


r+ß  =  ^(f»  +  j«2  +  w^)*+fl; 


hieraus  der  Satz;  Dasi'onder  Fusspun kt  11  äche  eines  Ellip 
üoidti  be^rrenzte  Volumen  Ist  constant  für  alle  PoIq 
welche  auf  einer  mit  der  gegebenen  Fläche  concentri 
sehen  Kugel  (/*  +  ™*  +  «''=  einer  Constanten)  liegen,  an 
gleich  der  Summe  aus  dem  Viertel  des  Volumens  dies» 
Kugel  und  demder  Fusspunktflüche  für  den  ftlittelpunk 
Uieser  Satz  kann  durch  folgende,  mit  (~25)  analoge  Relatioi 
(fö)  .  .  .  r,^/sinflcosi))  +  msinösinq)  +  McosÖ  +  r,, 

(66) 
V—IP I       f       sin*äcosV<iö'^ip+  i»»'  /       /       sin«ösinVrffld( 

+  ^^^f\f^   cosäÖsinMerf?i+  i/'*'/''''  r,'Bw8ded 

8,  f.  H,  f, 

+  Pml       I        s\v*e8\uipcoeipd8dtp-\- 
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für  alle  Flächen  zwischen  bestimmten  Grenzen  ver- 
allgemeinert werden.  Setzt  man  nämlich  vorstehenden  Aus- 
druck für  das  Volumen  V  einer  Constanten  gleich ,  so  erhält  man 
die  Gleichung  der  Fläche,  auf  der  der  Pol  liegen  muss,  damit 
V  constant  bleibt. 

Diese  Fläche  ist  im  Allgemeinen  vom  dritten  Grade  und  kann 
sich  för  gewisse  Grenzen  auf  den  zweiten  Grad  reduciren. 


VI. 

Einiges  über  sphärische  Curven. 

Von 

Herrn   E.  Bacaloglo 

in    Leipzig. 


I.  Einige  von  den  auf  solche  Curven  sich  beziehenden  Auf- 
gaben, welche  unter  andern  hauptsächlich  von  Gudermann  für 
ein  specielles,  dazu  geeignetes  Coordinatensystem  behandelt  wur- 
den, lassen  sich  auch  direct  für  gewöhnliche  sphärische  Coordi- 
naten  auflösen. 

Bezeichnet  zunächst  a  das  Azimuth  der  Durchschnittslinie  der 
Ebene  eines  grossen  Kreises  mit  der  .¥F-Ebene,  ß  den  Neigungs-» 
winket  dieser  beiden  Ebenen ,  so  ist  die  Gleichung  desselben: 

(l) tangi/>'  =  tangjSsin(g)'  — a). 

Soll  dieser  Kreis  die  in  gemeinen  sphärischen  Coordinaten 
gegebene  Curve 
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(2) A9.tp)=0 

berübr^Dy  so  gelten  die  Gleichungen: 

1     diD 

(3)  tangaf;  =  tang/58in(9>— «),    —  ä^ 5^=taDg/Jeo8(9)-«), 

woraus  die  Gleichung  der  sphärischen  Tangente  zu  der  Curve  (3): 

sin(g)'— ep)  d^ 

(4)  .    .   tang i|;'= tangi^ co8(y^  -  y)  +     ^7a«t|;      rf^' 

I 

Für  die  sphärische  Normale  in  demselben  Punkte  (g),  ili),  d.i. 
den  zum  Kreise  (4)  senkrechten  grossen  Kreis,  gelten,  wenn  9>i,  ^i 
die  laufenden  Coordinaten,  of| ,  ßi  die  Constanten  desselben  be- 
zeichnen, die  Gleichungen: 

(5)  (6) 

tang ß tang ft  cos  («  —  «i)  + 1  =  0,    tang ij/j  =  ^.^^^^^^^ sinC^),  — «i) ; 

von  denen    erstere  die   Bedingung   der   Perpendicularitat  zweier 
grossen  Kreise  ausdruckt.    Die  Gleichung  (6)  giebt; 

tangtf;i  =tang^{cos(9,  — 9) +  sin(9)i  — 9)cotaBg(9)  — aj)  j. 

Es  folgt  aber  auch  aus  (5)  in  Verbindung  mit  (3): 

_         tane*i/fcos(cif — «,)     ,  _       .  »       ^      ,        v     x       ,  v    , 

0  =  8i..(y-«)8.n(y-«-n + '  =  «"''^«•^"«(•P-  «)cotang(v-«,  )+l. 

so  dass 

(7)  .    .    .    .  ^tangi^cotang(9--i5fi)+ 1=0. 

Es  wird  demnach  die  Gleichung  der  Normale: 

dw 

(8)  tang  of^i = tang  t(i  cos  (gj^  —  9))  -  sm  {q>^  —  ip)  g^. 

Differenzirt  man  diese  letztere  Gleichung  in  Bezug  auf  9  oad  % 
indem  man  tf;  als  die  independente  Variabele  betrachtet,   so  cir- 
ält  man: 


(9)        sec 


**+33^=*^"S(9»i -9)  j^-tang^lj  j  . 


Einiges  über  sphüTisehe  Ciirren  ÖÖ 

Die  Elimination  von  ip  und  i^^  aus  (2),  (S)  und  (U)  würde  zu  der 
Gleichung  der  Evolute  führen. 

II.  Zur  BestimmunE;  des  sphärischen  Krümmungshalhmessers 
Q  dient  die  Formel:  ' 

(10)        cosp  =  sinijjsinil'i  +  cosif'coaijji  008(911  —  tp). 

Ee  ist   laicht   nachzuneisen: 

Ersten«:  Aass  der  Krümmungshalltmesser  die  Evolute  jederzeit 


berührt.     Der 

91,  und  -Pi : 


:  ergiebt  ( 


i  (8)  durch  Differentialio 


(hh 


'^i:xr=—^^"S'V^'"(fi—<p)—<:°»i<Pi—'p))i 


und  durch  Elirainalion  von   -7-  aus  dieser  Gleichung  und  (8): 

(II)       tangi[.  =  tat.g^,cos(9-9,)+  —^„^--^' 

welche   (ileic|iun§  nach  (4)  die  Tangente  zu  der  Curve  (9,,  iftj) 
darstellt. 

Zireitens :  dass  dan  liogepelement  der  Evolute  gleich  der 
Differenz  zweier  successiver  Krilmmungshalbiuesser  isf,  und  zwar 
wfichst  jenes,  >yenri  der  Krilmmungshalbmesser  abiiiionit  und  um- 
gekehrt.    ft|tt!i  ^iidet  nämliL'h  mit  Hülfe  der  Formeln  (10),  (II): 


-«'"p  «!«,:= 


dp coa^ 


Es  folgt  aber  auch  aus  denseltii 


dTii, 


(,-,.)^(I  +  co.V,2>)- 


^  dip, 

,  Formell 


rfipi^ 


rfTfl,* 


.■„„=£^...„-,.,,^V'i+-*.^:. 


woraus 

(12)     ....      dQ=- 

and  in  der  That  drückt 
Curve  (9,,  i/Zi)  aus  *). 


-Vf/lfli'+COS^ifi?-,«, 

der   Theil  rechts   das   Bogenelement   der 


■)  Icli  will  liei  dieser  Gelegenheit  in  Heziig  auf  die  Ktümmunga- 
halliniciiser  der  Flävlieii  Fiiljrcnrleg  lieinerbeo,  wbh  auch  nU  Znaals  xu 
meinem  frühem  Aufsätze  ,,Ueher  die  Krümmung  der  Flächen" 
(Seh  ir>  milch 's  ZeiUchr.  für  Mathe  m.  11.  Phys.  IV.  S.  312.)  be- 
tracblet  werden  kann,  ßeieinhnet  p  den  KrümninngshalbmesBer  einea 
normalen  Schnilie«  im  Azimnth»  ^,  sn  i*t  hekannilich: 


Eliilße$  über  iphäiisclie  Ctirven. 


\ 


III.  Man  kann  leicht  mit  Hiilfe  iler  Gletchungeo  (8),  (9),  (10) 
n  VVerth  des  ürümmungshalbniessers  in  ijp  und  tj)  ausgedrucict, 
e  folgt,   erhaltea : 


fPfp  dai        .  da)  ^dqfl  .   \ 

,.<,.c..(,p,-rtai?~"°"3*~'"°*°°"^rf?(.5ir'-^"°^y 


dtp  fdai^  \ 


>  dass 


(13) 
vPvp  dtp  dw  fdip^  _    \ 

T     -2»»'C""*3s(S-''"s'*Ä)(s'+'«°'») 


hieraus  Tnlgt  abei 


«■'"^-S^ijäcos^si 


inen  KcffeUirhniUi'a , 


deuBH  S'O**^! 


Ä,H-J?,'     /^  +  fi. 


des  Kegels chnitlea  dnppelt  an  schnell  i 


e  das  Azimuth  q 
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oder 9  wenn  man  (p  für  die  independente  Variabele  nimmt: 

(cos>+^) 
(14)        tang^  =  ± ^^ ^. 

sin  i/;cosV  +  2sini/;^-2  +  ^*^*^'*;/^ 

Das  Doppelzeieben  entspricht  den  beiden  supplementären  Krüm- 
mungshalbmessern^ da  jede  sphärische  Curve  offenbar  zwei  gleiche, 
aber  entgegengesetzt  liegende  sphärische  Evoluten  hat. 

Die  Coordinaten   des  Krümmungsmittelpunktes  werden  durch 
(8),  (9)  oder  durch  die  daraus  folgenden  Gleichungen: 

d^     l  +  «^^>5^« 

(15) *ang(9>i-9>)  =  -"rf^-ä^^ir— 5^«' 

^  +  tangi/;^. 


bestimmt. 


Wendet  man  die  Formel  (14)  auf  die  Curven  an,  deren  Glei- 
chungen respective 

(16)  i\)^imq>,    sint/;=:msin9,    co8i/;=nico89 

sind'^),   so  ergiebt  sich  für  die  entsprechenden   Krümmungshalb- 
messer  ^|,   ^2^   ^3* 

1       (nfi  4-  cos»l 
taogei=±^-^-  2m2+cos>' 

(17)  /  _  1  (m^  —  sinV  -f  co8^)l 
V    )        ^  tang^-+  sint/;cos'V;*  1— 3m«+28in2i/;~cos\;' 

_  (m^  —  COS^l^)a 

tang  P3  -  ±  ^2  _.  3m2sin«i/;— cos*t/;  * 


♦)  In  Bezug  auf  ihre  Projectioneii  von  Herrn  Prof.  Dro bisch  in 
«einen  „Neaen  Zusätzen  zum  Florentiner  Problem"  (Berichte 
der  1r.  sächs.  Ges.  der  Wissen  seh.  18.  März  1854)  in  sehr  eleganter 
Weise  behandelt.  Es  nia^  mir  erlaubt  sein ,  zu  den  darin,  unter  andern, 
angeführten  interessanten  Relationen  zwischen  den  Leitstrahlen  r,  r',  r" 
der  orthographischen,  stereographischen  und  centralen  Projection  einer 
sphärischen   Cnrve   [No.  4.  Formel  (1) . . . .  (9)]   noch   folgende,    zwar  ein 
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Für  die  sphärische  Ellipse»  deren  Gleichung: 

(18)      ....         c08«,^(^-^  +  _?J  =  l 

I 

oder 

%vo  a,  b  die  beiden  sphärischen  Halbach'elen  bezeichnen,  and  der 
Mittelpunkt  derselben  mit  dem  Pole  der  JTF-Efaeh^  ^samiiien- 
failt»  ergiebt  sich: 

(19)    ........      taug  Q 

(tang>  +  \  [ii--J^]' co8>sin«2<3P)l 


=4 


=4 


=4- 


cotang^acotang^^ 
(sec*a  sec*&  sin^i/;  — 1)1 


tangatang6 


tan&^6 
Die  Kiximmungshalbmesser  der  Scheitel  sind  folglich und 

tang^a 
tangl^ ' 

IV.  Für  den  Durchschnittspunkt  der  Tangente  (1),  (4)  mit 
einer  auf  sie  vom  Pole  der  JtF- Ebene  gefällten  Senkrechten  gilt 
die  Gleichung 

woraus  nach  (3) : 

(20)    .    .    .       tang(9)'— 9)  =  -r—^ .  -^ ; 

^     ^  ö\^       -r/       sinif;cosi/;    dq> 

hieraus  in  Verbindung  mit  (4):  * 


geringeres  praktisches  Interesse  darbietende,  doch  ihrer  Einfachheit  wegen 
erwähnenswerthe  Relation    „        =  -,-   hinsusufügen ,    wo  a  den  Eadiu» 
'    der  Kugel  bezeichnet. 
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</**  „  a  2tangi(f  dvi 

Die  Elimination  vpn  qn  und  V>  aus  (i?)  und  zweien  unter  den  Glei- 
cfaunt^en  (4),  (^),  ('21)  führt  zu  der  Gleichung  der  sphärischen 
Fus.spunbtcurve.  iSo  ßiidei  man  dureb  Anwendung  der  ersten  und 
letzten  der  Formeln  (21)  in  Verbindüflg  mit  (18)  die  Fuaspuntt- 
corve  der  sphärischen  Ellipse. 

Die  letzte  Gleichung  (~21)  giebt  in  Verbitiduiig  mit  (18): 

sinV-'unst'V 

^'cosip'tang^ijj' 


D'tang*'!^' —  (cotang^ 


cote'a— coB*(J>'tans!*V'-<c'>t£;'A— 


•-■«  ■^  sin?.'cos,p'langV  -.»»5^-.-«. 

Man  lindet  aber  auch  aas  der  ersten  Gleichung  (21)  und  (18), 
wenn  man  erafere  qu.idrirt: 

2sinqi'coB(j)'tan!;=jp'  cot^^ra  — cos*qp'tang*iii'     ., 

Man  kann  vorstehenden  Gleichungen  folgende  Gestalt  geben: 
tangV p — tang9?  — 1  =  0,     tang^— jq  •angq)+  'b  =  0 

und  sich  leicht  überzeugen,  dass  die  daraus  gezogenen  Werthe 
von  tangg)  identisch  w«rden,  wenn  zugleich  J=0  und  B=0, 
oder  wen»  C=0,  oder  (J  -  ß)«  +  4C*^0.  oder  C^-'Aß=0; 
da  die  drei  ersteren  lieilingungen  nicht  heeEehen  kcinnen,  so  bleibt 
die  letzte  allein,  woraus  die  Gleichung  der  gesuchten  Fusspunk- 
tericurve ; 

C22)      .  .      U,,g«*'(-^°'|;+j||!^|;j)  =  l. 

bezeichnet  R  den  Ualbmesser  der  Kugel,  so  ergiebt  sich  leiefit 
dtiTch  Anwendung  der  bekannten  Formel 


Iliicnliiglo :    Eitiigef  über  spMrlscfie  Cnnen. 
*  die  centralt;  Projedion  der  vorstehenden  Curve  die  Gleichonj 


('23) 


(3;' +  »")=- 


cotaiig*(] 


cotang^Ä''   ' 


»eiche  die  Fuf^spu  n  ktcu 
Elli|>se  (18)    selbst,    v< 

Die  Curve  (22)  kann  noch  all 
vom  Radius  R  mit  der  FISche 


der  centralen  Projection    dei 

Mittelpunkte    aus,    darstell: 

die  Ourchschnitlslinie  der  Kugi 


(24) 


cotaiig^      cotang'Ä  t' 


betrachtet  werden.  Diese  Fläche  ist  symmetrisch  gegen  die  XV' 
Ebene,  ihre  Asyniptotenebene;  hat  denCoordinatenanlangz: 
Mittelpunkte,  schneidet  die  Kugel  nach  den  zwei  gleichen  Curv« 
(22),  welche  die  beiden  Fusepunktencurveii  der  sphärischen  Ellips 
sind,  und  hat  überdies  mit  Jener  noch  die  beiden  Pole  der  XX 
Ebene  gemein.  Ihre  ebenen  Schnitte,  parallel  zur  JF- Ebene,  sin 
Ellipsen;  dagegen  geben  alle  durch  die  Z-Achse  gelegten  Ebi 
nen  ein  System  von  zwei  Hyperbeln,  welche  in  Taf.  I.Fig. 7.  dal 
gestellt  sind.  Der  supptementäre  Kegel  zu  demjenigen,  dessa 
Scheitel  der  Kugelmittelpunict  und  dessen  Uireclrix  die  Linie  (22| 
schneidet  die  Fläche  (24)  und  ist  zugleich  ihr  Asymptotenbegd 
der  Mittelpunkt  dieses  letztern  l^llt  auch  mit  dem  Kugelmittej 
punkte  zusammen. 

Die  durch  Formel  (23)  ausgedrückte  Eigenttcbalt  der  sphäij 
sehen  Fusspunktc'urve  der  sphärischen  Ellipse  kommt  nicht  — * 
ciell  dieser  Curve  zu,  sondern  es  gilt  allgemein  der  Sati : 
centrale  Projection  der  sphärischen  Fusspunk tcarvi 
einer  jeden  sphärischen  Curve  auT  der  durch  <: 
gelegten  Berührungsebene  der  Kugel  lallt  mit  de 
Fusspunktcurve  der  centralen  Projection  der  gegebv 
nen  sphärischen  Curve,  in  Bezug  auf  denselben  Po 
zusammen.  Man  braucht  daFfir  nur  zu  bemerken,  dass  die  aA 
den  Beriihrungskreis  der  gegebenen  Curve  durch  die  Achse  f 
legte  senkrechte  Ebene  zugleich  auch  auf  der  Projectionsebei 
und  mithin  auf  der  Durchschnittslinie  dieser  beiden  Ebenen,  d.  i 
auf  der  Tangente  an  die  centrale  Projection  der  sphärischen  Cum 
senkrecht  steht.  Es  wird  dadurch  das  Aufsuchen  der  spbäriscbel 
Fuaspunktcurven  auf  das  der  ebenen  zurückgefQhrt. 


Es  sei  z.  B.   gesucht    die   sphärische    Fusspunktencnrve    d 
sphärischen  Ellipse    in  Bezug'  auf  den    einen,  ihrer   Brennpunbi 
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Bezeichnen  a,  b  die  beiden  Halbachsen,  c  die  Excentricität  die- 
ser letztem,  12  den  Kugelhalbmesser,  seist  bekanntlich  die  Fuss«- 
ponktcurve    ihrer    centralen    Projection    ein    Kreis    vom    Radius 

«  tang  (g  -f  c)A'  tang  ja  -  c) 
=  K. 2 

Trägt  man  diesen  Kreis  auf  die  Kugel  zurück,  so  ergiebt 
sieh^  durch  rein  geometrische  Betrachtungen,  dass  die  gesuchte 
Fnsspunktcurve  wieder  eine  Ellipse  ist,  deren  kleine  Halbachse 
=  11,  die  grosse  aber  b*  durch  die  Formel 

♦ 
tang  6'  =  cos  c .  V  [tang  c  +  tang  (a — c)]  [tang  {a-^^^c)  —  tang  c] 

sina  siua 

V^co8(a+c).cos(a — c)      V"cos*c — sin*a 

oder 

sina 


sin  b'  == 


cosc 


gegeben  Ist,  was  auch  von  Guderraann  auf  anderem  Wege 
gefunden   ist. 

Als  zweites  Beispiel  diene  die  Loxodronie 
(25) cos^(e5P+«-SP)=2, 

*  

deren  orthographische,  stereographische  und  centrale  Projection 
respective  durch  die  Gleichungen 

i 

r,  (e9 + er9)  =  2Ä ,    Ar,  («9  +  e-v)  =  Ä«  +  r«« 
und 

(aO r(«5P— c-9)==2Ä 

dargestellt  werden.  Bestimmt  man  die  Fnsspunktcurve  dieser 
letztem,  nach  einer  an  anderm  Orte  gegebenen  Methode,  durch 
Elimination  von  ^,  fp  aus  der  letzten  Gleichung  und  den  beiden 
folgenden : 

dr 

r'==r  cos  (9  — 9').    *»"S(9>--9')=y-^» 

so  ergiebt  sich  zunächst: 

(26) 

tang  ^2  +  9>' —  ^y  =  —  ^^^T^-l^  = '^  — '  •  *»"g(9^  ^  — ')• 

Theü  XXXV.  '  5 


■^ 


(KJ  Bacolosli»-    Einiges 

Hietaus  erhellt,  dass  die  Differenz  ^ 
=  ■5  für  qp^O  und  =-^  für  ip^cx 
Werth   von  (]s  =  /"(i))'),   so   ivird 


/■  tplidrise/if  Ctirteu.  I 

-  ^  <  ^   und  5»  -^  und  zn  a[ 
Ird.    Hat  man  aus  f^)  dm 


rcos(9>  — 9')  = 


urid  durch  Uebertragung  auf  die  Kngel : 

cotangifj' (c/ir)  —  e-M'))  =  iReoa[fl<p')  —  g)'J , 

welche  tileicbung  die  gesuchte  ^phSrieche  Fus^punlctcurve  dar- 
stellt. Die  iiühere  Bestimmung  von  /l^')  hängt  von  der  Auflü- 
sung  der  Gleichung  (26)  ah. 

V.  Man  kann  ähnliche  Untersuchungen  über  sphSrische  Evo- 
luten anstellen.  So  flndel  man  in  Beeug  auf  die  stereographiscbe 
Projeclion,  dass  die  entsprechenden  Krümniungsmittelpunkte  einer 
sphärischen  Curre  und  ihrer  Projection  ehat  auf  demedlien  Me- 
ridiankreise liegen,  nicht  aber  auch  dieselbe  Breite  baben.  Man 
findet  Rüniiich  durch  Annendung  der  bekannten  Formeln. 

(27)  A  =  fang (|-g-) cos  a»,     K  =  tnng0  -  |)Bin  <P; 

krenn    der  Kürze    n  egen    der  Kugelradiue  =  1   gesetzt  wird  wu) 
X,    y,    q),    1^     die  Coordinnten    eines  Punktes  der  gegebe- 
nen sphärischen  Curvei 
x' >  y\  '?'•    '(''    ""ß    ^^®    entsprechenden  Krummungsmittd- 
punktes    der    stereographischen     ProjectioD 
dieser  Cnrve: 
-^i>  ^1'  91'  ^i    diedesspbSriBcbenKrüminungeniittelpunbtes, 
ivelcher  demselben  Punkte  x,  y  entspricbt, 
bezeichnen : 


tang(9J' 

-"'=; 

'siD?.+ 

VC, 

S(f' 

Es 

ist  dann  n-eiter : 

•+^: 
,.  g  ^  '- 

'-% 

in 

dx 

dt  . 

-cosi^ciisq: 
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I -j- COS  9  +  CO«  i(r  8in  «p  I 


und  hieraus  folgt: 


rfV 


4-i;  «•-•'f+(i+«««i')^, +€081^3^ 


2cos«^j  — 1^    «>s>  +  (l  +  riiitf;)^4  +  cosi^2^ 
so  dass  zuletttt 

welche  Form«)  ttit  der  im  Frühero  int  BesUmmmif;  der  geogra- 
phischen LSnge  des  spfatrisolieD  Krfimmiitigsmittelpanktes  (91 ,  ^i) 
gegebenen  vollkommen  übereinstimmt.  —  Die  Bestimmung  von  tP' 
ist  complicirter,  und  da  das  Resultat  keiin  hesonderes  Interesse 
bietet»  so  mögen  hier  ganz  kurz  nur  die  Bauptrmneln  angegeben 
werden.    So  fo%t  dnreh  Anwendung  derselben  Formeln  (27) : 


68 


Ba-caloglo:    Einfge$  iSöer  »pAärische  Curten, 


OB 

O 


s 


II 


^ 


04 
M'    19 


o 

OB 


S' 


Hl 


«• 


+   f^ 


OD* 


OB 

10 


» 


o 


%\4 


M" 


» 


19 


-6- 

10 


OB 

9 

10 

»0'     M 


OQ 


o 

OB 


OB 


1it 


+ 

OB 
CD 

«Im 


2. 

5' 

II 

s 

OQ 


9 
10 


I        I 


O 
OB 


S?  ^ 


2. 


o 

Ol 
10 

I 

•e 


I 


OB 

D 

o 

OB 
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welche 
bar  ist 

Formel   mit   der 
Da  (1  +  sinif;)« 

a.  a. 

rfrp 

>.  fBr  ta«gtfi  gegebenen   yergleich- 
<2(l+6inv.)  oder  -(co8>+^')<0 

ist,   so 

kunnen  ^' 

nd 

/,    nie 

Identisch  werden. 

On  der  sphärische  Kriiramungsmittelpuiikt  auf  demselben  Meri- 
diankreise mit  dem  entsprechenden  der  stereograpbischen  Projec- 
tionecurve  liegt,  so  folgt,  dass  der  geomelrische  Ort  der  Verhin- 
dungslinien  dieser  beiden  Punkte  eine  Keililäche  ist,  deren  gerad- 
linige DirectrJx  die  Achüe  der  Kugel  ist. 

Man  kann  sich  nach  dem  Vorangegangenen  die  Frage  titeilen, 
ob  es  nicht  einen  andern  Punkt  aiiT  der  Achse  giebt,  für  welchen 
zugleich  9' =; 9,  und  if'^^i  wird;  die  Antwort  ist  jedoch  vcrnei- 
Dsnd.    Man  geht  dazu  von  den  Transrormatinnsrormeln. 

■*—  a+s\nW  '"'**•     ^  =  a  +  sin  ^^"'  * 
aus,  wo  a  eine  gewisse  Länge,  Fom  Kugelmittelpunkte  aus  gemes- 
sen,  bedeutet.     Die  Rechnung  ist  der   frühem  ganz,  ähnlich,    nuF 
sind  die  Formeln  länger.     Man  gelangt  zu  dem  Endre.sultafc  : 


tang(ip' — ip)= 


dip    I  +  osi 
d(p'  n  +  sif 


(a  +  sin  i(,)«  +  secV  ^^  (1  +  asin  i>)^ 

(1 +asioi(>)  (a+slni|;)  4  secif. '^  (n*- 1) 


l-r-^+  tnsU-^1  (l+a6ioibHa+slniül4secif>  jtL 


woraus  man  erkennt,  dass  die  Identität  von  ^'  mit  97,  die  Bedin- 
gung 0^=1  erfordert,  so  dass  diese  Eigenschaft  der  Etereographi- 
sehen  Projection  ausschliesslich  zukommt;  alsdann  ist  aber  i^i' 
von  ■^1  verschieden. 

Der  geometrische  Ort  der  Berührenden  an  eine  krumme  Linie 
von  doppelter  Krümmung  ist  bekanntlich  eine  Abwickelungsfliichc, 
■leren  Charakteristik  die  erwähnte  krumme  Linie  ist;  der  geome- 
trische Ort  der  successiven  Durchschniltslinien  der  Nnrmalebenen 
(lereelben  Curve  ist  ebenfalls  eine  Abwickebngsfläche,  deren  Er- 
zeugende respective  senkrecht  zu  denen  der  ersleren  sind.  Da 
die  Normalebenen  einer  sphärische«  Curve  durch  den  Mittelpunkt 
Her  Kugel  gehen  (die  Gleichung  derselben  ist  a:'rfar+j'(/y+i'rfi=0); 
>to  reducirt  sich  für  diese  die  zweite  der  genannten  Flächen 
auf  eine  Kegelfläche;  denkt  man  sich  eine  zu  dieser  supplemen- 
täre Kegelfläche,  so  sind  ihre  Erzeugenden  parallel  zu  den  Tan- 
genten an  die  sphärische  Cnrve ;  auf  der  ersteren  Kegelflüche  liegt 
noch  die  Fusspunktcurve  der  von  diesen  Tangenten  gebildeten 
Abwickelungsiläche. 
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va. 


Ueber  das  bestimmte  Integral 


1 

in 


o 

Von 


Herrn  E.  Bacalaglo 

in   Leipzig. 


Dieses  Integral  kann,   unabhängig  von  den,  Integralen  dieser 
Form   zukommenden   Transformationsformeln»   allemal  direct  be- 

stimmt  werden,   wenn  -  und  m  positive  Zahlen  sind.  Es  ist  näm- 
lich,  wenn  man  bx^:=zu  setzt: 


(I) 


1 

u 


{a^baH^yaf^-^dx^i-^  t     (a— le)^«*     du 


0  nbn     0 


wo  die  Bedingung  • 

«  +  »^  a 

hinzugefügt  werden  muss.    Daraus  folgt  nach  einem  von  Dir  feh- 
let gegebenen  Satze: 

"^  *«6--     ^(l  +  "  +  |) 

wo  T  die  bekannten  Eul  er 'sehen  Integrale  bedeutet. 


/ 


©• 


(a-(>.V)''x''-^th:. 


Zusätze.  I.  Vorstehende  Formel  läast  sich  auch  dann  an- 
wenden, wenn  -  negativ,  zugleich  alier  — >I  und  -<l  ist. 
Denn  es  ist,  wenn  man  a  —  bx''=ti  setzt: 


/'"-»'■ 


I)    vx 


-^  fia-zi'r     S^-p-'t/i, 


woraus  die  Bedingung    —^1  und  g^p. 

U.     Die  Formel  (1)  bann  durch  folgende: 


f\. 


-6^)'  X"-'*^ilx  = 


^iMDj^; 


ersetzt  werdei 


welche  für   dei 


I   Fall,   wo   m  =  n,   anwendbar  ist. 

III.     Wenn   die  Grössen  a,  b   die  unter  dem  /Zeichen    ste- 
henden Factoren  des  lieslimmten  Integrales 

(2)  f' fix)q>(x)dx 

respective  auf  Null  rednciren,  ao  Ifann  in  manchen  Fällen,  vor- 
ausgesetzt, daes/^x),  9>(j:)  algebraische  Functionen  sind .  Tobende 
Bemerkung  von  Nutzen  sein.     Man  kann  nSmIicb 

IXx)  =  {x-a)r.F{x),    <p(x)  =  (x ~  b)i .  <I>(x) 
setsen ,    indem    man ,    grösserer  Allgemeinheit    wegen , 
vielfache  Wurzeln    der  Glelclinngen  fXx)^0,  ip{x)=0  betrachtet. 
Wird   ferner  zur    Abkürzung    F(x)<Pix)=V,    (x—a)r{x-b)i=  " 
fresetzt,  so  folgt  nach  bekannten  Sätzen: 

S/lx}9ix)dx==  UiV-U^V  +  ütV  - 

woraus,  wenn  man  '/>p  voraussetzt,  was,    ohne  die  Allgei 
heit  dieser  Zahlen  zu  beeinträchtigen,   auch    den  Fall   der  Gleich- 
heit nicht  ausfichiiesst ,  und  mit  Rücksicht  auf  die  Grer 
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Jedeiit'alls  bietet  diese  Forme)  nur  dann  einen  Vortheil, 
p^q  eine    kleine  Zahl  Ut;    denn   alsdann    briclit  die  rechts  et»! 
hende  Reihe  bald  alt,   ivae  bei  der  qewühnlichen  Etitmcklung  i 
{%  im  Allgemeinen  nicht  otattlindet. 


Die    Zahlenformel    für  den  mitlleren    Krürnrnuagshalb-i 
mesaer  des  Erdsphäroids. 

Von 

Herrn  Theodor  andres, 

k.  h,   lluu|)tniiinn  im   16.  Linien -Infanleric- Regiment- 


Bessel  hat  in  den  astronomiechen  Nachrichte 
und  438.  numerische  Formeln  zur  Berechnung  der  Krümmungsfaally 
niesser  des  Erdsphäroids  entwickelt.  —  Bei  Berechnung  der  hiei 
nuthigen  Erddimensionen  aus  den  bis  dahin  vorgenommenen  Gri 


messungen  ging  derselbe  von  der  Relation  j  =/ V  (c£r)* -|-  ((fyjl 
aus,  während  Brünnotv  in  seinem  Werke  über  die  sphäi 
Astronomie  einen  anderen  Weg  einschlägt,  um  die  grosse  Erd 
achse  und  deren  Excenfricität  zu  finden,  leb  wiederhole  hier  kiu 
diese  Entn'ickelung,  um  dann  zu  zeigen,  ivie  aus  den  damit  gH 
wonaenen  Gleichungen  die  Zahlenformel  des  mittleren  KrümroungM 
halbmessers  abgeleitet  werden  kann. 


Setzen  wir  wie  gewühnlich  die  halbe  grosse  und  halbe  kleiu 
Achse  des  Erdsphäroids  ^a  und  b;  ferner 


h'rümmun§8halöme$ser  des  Erd$phäroid8,  T6 

Bezeichnen  wir  ferner  die  Coordinaten  eines  Punktes  Ä  (Taf.  1. 
Fig.  8.)  auf  der  Erdoberfläche  mit  x  und  y^  wobei  die  Achse  der  X 
in  der  Aequator-Ebene,  jeoe  der  F  in  der  senkrecht  darauf  stehen- 
den und  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Ebene  liegt»  |io  ist  die 
verbesserte  geographische  Breite  ANM=^q>'  und  die  beobachtete 
ARM=:(p  gegeben  durch: 

tang9'=|. (1) 

dx 
tang9  =  -^^. (2) 

Aus  der  bekannten  Gleichung: 

a^^+b^a^=zä^b* (3) 

findet  sich: 

X  a*    rfy'  '    *   *   ! ^  ' 

Mit  Zuziehung  von  (2)  und  (4)  ergiebt  sich  aus  (3): 


ar«  = 


a« 


I+-5tangV 


a^ 


und   fiar    6*   den    Werth   aus  (0)  und    tang'g)  = ^  gesetzt 

und  reducirt: 


gcosy 
^  =  VI-e*sin«9 ^^ 

Ebenso  findet  man: 

.         ,      a(l  — e>)sin9  -_^ 

y  =  a?tangy^=     ,         '     ^:. (II) 

In  der  bekannten  Formel  ffir  den  Krfimmunghalbmesser  r  der 

Ellipse  = -T den  in  (I)  ßbr  x  gefundenen  Werth  gesetzt^ 

gibt: 


*^  — (|--e«sin*(p)l' ^' 


V)l 

Ist  g  die  mittlere  Länge  eines  Meridiangrades  in-  irgend  einem 
Längenmaass  und  q>  die  Breite  seiner  Mitte»  so  ist: 


^H 
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■ 

»fl(l-e-) 

■    (6) 

"-  i80(!-fl*sinV)f 

^H           E'ar  einen   zweiten    Meriaiangrad ,   dessen   mittlere   Länge 
^^H           dessen  mittlere  Breite  qi,  sei,  hat  man; 

5,   a.4 

7.«(l-e«) 

-  m' 

■9'  ~  180(1  — e'sinVi)' 

^H            l>aher  a 

US   (fi)  und  {7): 

.•71 '—5' 

nii) 

^l^Bin'^l — jflsin'qi       

■ 

II. 

^^^^^    Sind 
H              sten    K 
^H-            =<p  ist, 
^B            segeben 

r'  und  r"  die  Halbmesser  fflr  den  grÜBsten  und 
nimmungskreis    irgend    eines    Punktes,    dessen 

durch : 

klstn-' 
Polhsl» 
euer  R 

;.     '"+-'. 

.    (8) 

Der  Halbmesser  für  rfen  kleinsten   Krümmungekreis, 
den  Meridian,  folgt  aus  der  Gleichung  (5),  nemlicfa : 

d.i.  tU' 

^ 

T''  =  a{\-f^){\~^äm^)-i.    .   .   -   - 

■    (9) 

^H                   Zur  Entwickelun^  des  Halbmessers  r'  für  den  grüssten  KrOiif  fl 
^m           mungskreis,    d.i.   für  die  auf  dem    Meridian    senkrecht  stehend^ 
^^H          Gurre,  ist  nur  zu  bedenken,  das«  derselbe  die  Normale  ac  ist.     ^H 

^B                  Setzen  wir  in  Taf.  1.  Fig.  9. 

1 

■ 

ab  =  n,  bc  =  n',  tth  =  y,  oh  =  x,  bh  =  m; 

■ 

und  Winkel  abk=ip  =  AeT  PolhShe; 

1 

BO  ist: 

■ 

1 

^H 

4 

1 

^H          Für  .T  den  Weitfa  (1)  gesetzt:                                            ^ 

1 

ffrümmungslMibmesser  des  ErditpHärafds.  75 

r"=  ^,      ^  .  ==:  =  a(l-e«mnV)-^.    .    .    .    (10) 
VI  —  e^sin^q)  ' 

Verrichten  wir  nun  in  (9)  und  (10) 

Isten«  die  Potenzirong    i    behalten  aber  nar  noch  die  4te  Potenz 
2ten8  die  Multipiication    (    der  kleinen  Grosse  e  bei 

und  setzen    ' 

3ten9  statt  sin V  =  i -~  ieo82q> , 

„    8io^9:^|--icos29>  +  icos49>; 

so  erhalten  wir,  Alles  gebOrig  reducirt: 

(11) 

r"  =  a[l  —  -j  — ßi^'  •  •  •  — (j^*  +  ¥3e*)co82g?  +  gjc*cos49. .. .], 

(12) 

e*      9  13  3 

r'  =a[l  +-J  +gje*....— (2e*+ jgC*)cos2g)+gj6*cos49....]; 

hieraus  folgt  als  arithmetisches  Mittel: 

03) 

3  13       9 

R  =  a[l  +  gl^--**  — cos2g?(2«*  + |5)  +  52^^®®'^""]» 

worin  nach  den   von    B es  sei  nach    der   Methode  der   kleinsten 
Quadratsummen  bearbeiteten  zehn  Gradmessungen  ist: 

loga=l514  8236    oder  a  =  3272077.14  Toisen 

und 

log«  r=: 8. 912  2052. 

Führen  wir  diese  Werthe  in  (13)  ein,  so  ergiebt  sich: 

/2  =  a[l. 0000021— 0.0033455  cos  2^-1-0. 0000063  cos  49. ...] 

oder 
«  =  3272141  ToU.*-10946.73co829  4^20.61cos49>, 

oder  logarithmisch  dargestellt:  f     /|^\ 

R  t=  ^.5148321  -  4.039  2845000294-^.314 1640eo849) 


I 


76  Miäres:  >Ole  '/.nhleiiriniiiel  für  ileii  minieren 

Geben  wir  (tieseii  Pormeln  die  fnigenile,  zum  Gebrauch  beqnt 
inere  Form,  indem  (i=  dem  bekannten  Factor  '206204.800  durch  di«- 
f^ellien  divlUirt  »iril,  so  haben  wir  mit  Zuziehung  von  (Ü)  und  {Vfy^ 

P        e    (1  -e'sin'qj)) 
.?>=a- Y^^^- <**>" 

und 


'=^(l- 


.»V);. 


(16) 


Erbeben  wir  weiter  zur  Potenz,  verrichten  die  angezeigte  Divi- 
sion in  (15),  behalten  die  4ten  Potenzen  von  e  bei,  setzen  stall 
sin^g;  und  sin^g:  die  gleichen  Ausdrücke  der  vielfachen  Winkel 
und  reduciren,  eo  erhalten  wir: 


(15') 


^=l„+i,-+S,.+^..4^,c, 


»4»....J 


1 


(1«') 

Hierin  die  numerischen  Werthe  von  o,  e  und  9  substitnirt  gibt: 
^  =  0.063  1442+ 0.000  3171  cos -2q;+0. 000  0001  cos4?. 

^,  =  0.062  9352  +  0.000.  I054COS 291 -0.0000001  cos  4g.; 

woraus  für  den  mittleren  Knimmungsbalbme^ser  folgt: 

i=zi0", 0630384+0". 0002112cos29,   .    .   .    (17) 

oder  logarithmisch  dargestellt: 

^  =  8.71)9  6045  +».324  6930 cos 2<p. 

Beim  Gebrauch  dieser  Formel  (17)  ist  nicht  zu  übersehe! 
dasB  das  R  in  Toisen  ausgedrückt  ist,  oder  daes  die  in  Gradmai 
zu  verwandelnde  Dreiecksseite  in  Toisen  gegeben  sein  mufis. 

Aus  (17)  folgt  durch   Differentiation: 


Krümmuttgs'iolömesaer  äea  EriUpäftroHls.  "7 

d.(^)=(— 0.0002112sin29<f9>.6inl'').2.  .    .      (IS) 

'''(ß)  ^"^''^^^'  abgesehen  von  dtp,  (Öt  7^43"  seineo  gTussIeTi 
Werth.  —  Setzen  wir  daher  ^^43*'  und  rfq>=  10  Mimifrn,  sn 
ist  nur: 

rf(^)= -0.0000012: 
für  dip^  I  Minute  ist: 

rf(^)= -0.0000001. 
woraus  man  erkennt,  nie  wenig  ein  Fehler  von  q)  auf  die  Richlif;' 
keit   von  ^  influirt,  und   dasä  es  genügt,   wenn  man   bei  der  Be- 
rechnung von   ^  die  Minute  von  cp  sicher  gestellt  hai. 

In  der  unten   milgetbeilten   Tafel   habe   ich    daher  die  ^     l'ür 

alle  Orte  Deatschlands,  von  43"  bis  56"  Polh«he  von  10  zu  lü 
Minuten  berechnet   und   tabellarisch   dargestellt,    indem    man    lär 

die  daznischen  liegenden  Minuten  interpolirt,  und  j,  bis  auf 
sechs  Dezimalstellen  ganz  sicher  erhält. 


Zur  Berechnung  der  Länge  irgend  eines  Grades  im  Meridian 
benutzt  nian  die  Gleichung  (6),  worin  9)  die  mittlere  Breite  iles 
Meridianbogens  für  irgend  einen  Grad  bedeutet,  und  worin  der 
Ausdruck 

iet;  daher  mit  Hinblick  auf  (II): 

und  ttir  a,  e  und  n  die  Zahlwerthe  substituirt: 

G  =  57013.11Tois.— 286.34cos29)  +  0.61cc.s4q>. 

Die  hier  abgeleiteten  Formeln  stimmen  mit  jenen  von  Beseel 
auf  eine  andere  Art  entwickelten  vollkommen  überein. 
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Anäresr    Die  X a/tteti forme/  fit r  ilen  mfitterfn 


Die  Gewichte  repetirtet  Winkel.  Hat  man  für 
»iTache  Repetition  erhalten  an  Winkelina§a  =  O] ,  für  n^r=za^,  (ir 
Rs=:r,  d.  ».  «/.;  so  ist  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrat 
summen  der  wahrscheinlichste  Werth  des  Winkele: 


.=M.,. 


daher  das  Geviicht  desselben: 


-[,]•■ 


(1)' 


(2) 


Würde    aber    nur   Bine    Repetitionsbeoliachlnng    gemacht,    od«. 
H'ürde  überhaupt  nur  Eine  Repetitionsbeobachtung  zu  Grunde 
legt,  so  folgt  aus  (2)  g  =  «*. 

Es  ist   daher  naturj^oraässer,  die  Gewichte  repetirter  Wlolcrf 
den   Quadraten  der  Repetitions zahlen,  und   nicht  wie  es  bishi 
fast  alle  Autoren  gethan  haben  und  noch  tbun,  den  Isten  Polei 
zen  derselben  proportional  zu  setzen. 

Dafür  spricht  auch  noch  der  Umstand,  dass  ein  a 
reu  RepetitionBbeoliachtona;en  nirklicfa  berechneter  Wiiilc«!, 
dem  man  die  Gewichte  den  (Quadraten  der  Rapetitionszi 
len  proportional  setzt,  gezogenes  Resultat  mit  dem  aus  (1)  geso- 
genen Resultat  vollkommen  übereinstimmt;  im  entgegengesetzten 
Falle  aber  nicht.  — 

Ich  habe  beobachtet: 

I  Nach  (])  hat  man 


4facher  Winkel  =287"  19'  5" 
6    ,.  „  430    58   0 


«3' 20" 


"    ■'  "  '       "'    "'■'^1  ar  =  7l»49'41''(ö 

Die  Gewichte  den  Quadraten  von  n  proportional  geset^ct  gibt, 
da  man  für  die  einfachen  Winkel  bekommt: 


71"  49'  46''.25 
40.00 
40.31 


„_a2Sxl6  +  0.0x36 +  0,31x64 
"^   —  16  +  36  +  64 

:i;''  =  1.03,  daher 
«  =  7P49'4r.03  (wie  obeii) 
Die  Gewichte  hingegen  den  Isten  Potenzen  von  u  proporlional 
gesetzt,  liefert: 

a25x4  +  0.0x6  +  0.31x:8        „ 
4  +  6  +  8  -•'^ 


also  um  0''.49  zu  gros»'. 


r 


KTaintHttiiffsltaltimenser  ties  Erdspliäroitis. 


^mttlerer  Hrämtnnnfcshalbiiiesser  (A) 

fiir  alle    Urte   Deutschlands  und   zvvnr  innerhalb  d«r  Polhübe  von 

X^"  Ms  56°;   p    bedeutet  den    Factor  -i06264.S06;   die   Differenzen 

fSr  I  Minute  »ind  negativ  su  nehmen. 


M 

"'s- 
d~  II  il, 

Htnnih:» 

1 

a  m  Tillen 

m 

/fin  Meiern 

'<■■ 

S  in  W(«n. 

Klf[. 

43"  0 
10 
20 
30 
40 
50 

a063  0531 
51'J 
507 
4»S 
482 
470 

-1.2 
-1.2 
—1.2 
-1.3 
-1.2 
12 

8.799  7065 
6981 
6899 
6817 
6727 
6644 

-8.4 
-8.2 
-82 
-9.0 
-8.3 
-83 

9.089  5265 
5181 
5099 
6017 
4927 
4844 

8.811  5475 
5391 
5309 
5227 
5137 
5054 

44"  0 
10 
20 
30 
40 
50 

4S8 
445 
433 
421 
408 
396 

—1.3 
-1.2 
—1.2 
-1.3 
-1.2 

6561 
6473 
6390 
6307 
6217 
6134 

-8.8 
-8.3 
-8.3 
-9.0 
-8.3 
-«« 

4761 
4673 
4590 
4507 
4117 
4334 

4971 
4883 
4800 
4717 
4627 
4544 

45"  0 
10 
20 
30 
40 
60 

384 
372 
360 
347 
335 
323 

—1.2 
-1.2 
—1.3 
-1.2 
—1.2 
-1.3. 
—  1.2 
-1.2 
-1.2 
-1.3 
-1.2 

6052 
5Ö69 
5886 
6797 
5715 
5632 

-8.3 
-8.3 
-8.9 
-8.2 
-8.3 
-9  0 

42S2 
4169 
4086 
3997 
3916 
3832 

4462 
4379 
4296 
4207 
4125 
4042 

46"  0 
10 
20 
30 
40 
SO 

310 

298 
286 
274 
261 
249 

5542 
5459 
5376 
5294 
5204 
5122 

-8.3 
-8.3 
-8.2 
-9.0 
-8.2 

3742 
3659 
3576 
3494 
3404 
3322 

3952 
3869 
3786 
3704 
3614 
3532 

47»  0 
10 
20 
30 
40 
SO 

237 
22S 
212 
200 
188 
176 

-1.3 
-1.2 
-1.2 
-1.2 

B039 

4957 
4867 
47S4 
4701 
4618 

-8.2 
-9.0 
-8.3 
-83 
-8.3 

323» 
3157 
3067 
2984 
2901 
2818 

3449 
3367 
3277 
3194 
3111 
3028 

48»  U 

10 

_  20 

t  30 

163 
151 
139 
127 
115 
102 

-1.2 
-1.2 
—1.2 
-1.2 
—1.3 

4629 
4446 
4364 
4281 
4199 
4109 

-8.3 

-8.2 
—8.3 
-8.2 
—9.0 

2729 
2646 
2564 
2481 
2399 
2309 

2939 
2856 
2774 
2691 
2609 
2519 

Die  y.nhlenfifr mel  für  ä  niillt.  hriimmnitgslmlbm,  etc. 


BO 

Sl»     0 
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Bdhien:    Üeber  homofbhaie  Paraboiofde,  gl 


Ueber  homofokale  Paraboloide. 

Von 

Herrn  Doctor  Otto  Bohlen 

SU   Sulz  B.  N.  im  Königreich  Wärtemberg. 


Diese  Gleichungen  stellen  drei  homofokale  Paraboloide  vor,  deren 
Parameter  q^  fi,  v  sind ;  die  Flächen  iäelbst  sollen  durch  {g),  {{k),  (v) 
bezeichnet  werden.  Ein  Punkt  (g,  (ly  v)  ist  durch  elliptische 
Goordinaten  bestimmt,  wenn  die  Parameter  der  drei  durch  ihn 
gehenden  faomofokalen  Paraboloide  gegeben  sind,  p  und  q  sind 
eonstant.    Uureh  Elimination  ergibt  sich  aus  (1): 

(2)  ar=:  — e—f^-v— f  —  2' 

(3)  y*  =  ^-(p+2g)(p+2ii)(pi^2v), 

1 

(4)  ^*  =  ^:Z^(9  +  2p)(^+2^)(^+2v). 

Wenn  In  (2)  a:=  const.  ist,  so  ist  auch  p-|-|ii4-'i'=  const.,   oder: 

Bewegt  sich  ein  Punkt  in  einer  Ebene  senkrecht 
zur  Hauptaxe,  so  ist  die  Summe  der  Parameter 
der  drei  durch  ihn  gelegten  homofokalen  Para- 
boloide  constant. 

riieil  XXXV.^  6 


(Je&er  homofokale  Faratiotolttt- 


Da  sich  durch  zwei  Punkte  im  Räume 
holoide  legen  lassen,  so  erhält  man  ein 
Diagonale  die  Verhindungslinie  beider  F 
sehen  Coordinaten  derselhen  sollen  (p,  ^, 


e  drei  homofoliale 
Parallelepijied,    il< 

unkte    ist.     Die    elliptb 
0  und  (e  +  rfp,  (i+rfJ 


v^dv)  sein,    während   drei  anstossende  Kanten   des   ParallelepU 
peds  mit    ds' ,  di" ,   ds""   bezeichnet   werden.     Nud    erhatten    ■ 
durch  DifferenKiation  aus  (2),  (3),  (4),  indem  x,  y,  z  und  p, 
auf  X,  y,  I  und  ^  und  endlich  x,  y,  z  und  v  als  Tarialtel  betrat 
tel  werden  : 


rtr  = 


V/'  +  '^e' 


(5) 


ds'-- 


Auf  analoge  Weise  erhalten  wir: 

(6)  ^.",^w.._yEi>5= 


0) 


di"'^%dv- 


Die   Werthe    von    d^'    und    d^"    brauchen    nicht    besonders 
wickelt  au   werden,    sondern   ergehen   sich  zufolge  der  (ileichid 
gen  (I)  aus  (5)  durch  blosse  Vertauschung  der  Buehslaben  4 
fi,   Q  lind  V. 

Die  Winkel,   welche  die  Kanten  4»",  ds" ,  di"  mit  den 
der  x,y,  j  bilden,  bezeichnen  wir  mit  a,a',a":  et,  o',  a";  a,  af,  t 
so  ist : 

dx  ,      dy  „dl  , 

coso^-j-,.     co80^=T^,.     cosn*  =  -i-7  u.  s.  f. 

dt  ds  ds 


V^p — j  V  p— (*  V  j— V 


BSHien:    Veber  homofokalt  Parabiilntdf. 


,  \^p4-VVg  +  2>t 


,  Vy+2gVp+-->v\^y+2f. 


(10) 

Vtj—pyfv — f4  Vv— p 

Ans  (8)  and  (0)  folgt : 

cos  a .  cosa+  coB  a'.  cos  «'  +  cos  n" .  cos  q" =0. 

Mitbin  stehen  die  Kanten  ds'  und  ds"  auf  einander  senbreclit ; 
«benso  schliessl  man  auch,  dass  die  Winkel  zwischen  dt'  und 
df™.  ds"  und  rfi"  Rechte  sind,    oder: 

Drei  homofolfale  Parabotoide,  »eiche  sich  i  ii  einem 
Punkte  achneiden,  stehen  auf  einander  senkrecht;  also 
schneiden  sie  sich  nach  dem  Satze  von  Dupin  in  ihren 
Krfimmungslinien. 

£8  sei  ABCD  ein  von  vier  Krümranngsl inten  auf  dem  Para- 
boloid  (()  gebildetes  Viereck;  die  Coordinaten  der  Ecken  bexeich* 
neD  wir  mit  Xg,  ya,  ta\  Xi,  yt,,  ti,'.  Xä,  ye,  :o;  xd,  yd,  id;  die 
Punkte  ABCD  werden  der  Reihe  nach  durch  die  in  denselben  z»- 
s  am  men  treffen  den  bomorokalen  Paraboloide  bestininit  mit  (p,  f<,  v): 
(*.  f.  *'):    (9,  »('.  V);   (q,  fi',  V);    so  Ist: 


,     P       9 


-p-fi'- 


=  xi,  +  Xd. 


In  einem  von  vier  K  rilmmungslinien  gebildeten 
Vierecke  auf  einem  Parabnioid  isl  dte  Summe  der  Ab- 
stände zweier  Gecrenecken  von  irgend  einer  zur  Haupt- 
are  senkrechten  Ebene  gleich  der  Summe  der  AbstHnde 
der  beiden  andern  Gegenecken. 


BSHttn:    Vebtr  hmnofahnlc  f'nrahiitoldt. 


yo.yo  =  S».S<l'    ebenso   ia.:!c=i».icl- 

In  dem   genanaten   Vierecke   bilden    die   Ent rernnffi 

I    der    Ecken    von    zwei    durch  den  Ursprung  gehen 
I  Hauptebenen  je  eine  Proportion. 

BD^  =  {xi—a:df  +  d/^—j/d)'  +  (i»  —  ij)^. 

Xtt,  ya.  iaX  u. s.  n.   findet  i 


Mit  Hülfe  der  obigen  Werthi 
bieraus  nacb  einigen  Hedukti 


AC=  BD. 

In  einem  Krüniniungsiinien- Viereck  auf  eineio  Pl 
raboloid  sind  zwei  Gegenecken  von  einander  so  wei 
entfernt,  als  die  beiden  andern. 

Solche  (jegenecken  tjind  also  dasselbe  bei  den  Paraboloidi 
wie  die  korrespondirenden  Punkte  de^  Ivory  bei  den  homofol 
len  centrischcn  Flachen  zweiten  Grades.  Man  vergleiche  ChaA 
les,  Rur  l'attractian  des  ellipsuides.  (IVIemoires  d«l'Iif 
atitnt  de  France,    tome  IX.) 

Aus   dx^ — dQ   folgt: 

Die  Projektion  des  Stücks  der  Normalen  ztviscbei 
zwei  unendlich  nahen  homofokaJen  Pnraboiniden  an 
der   Hauptaxe   ist   constant. 

Aus  (5),  (6)  und  (7)  l&sst  sich  schliessen: 

Die  Entfernungen  der  vierEcken  eines  KrCiinmung» 
tinien-Vierecks  von  dem  unendlich  nahen  einschliäsf 
senden   Paraboloid    bilden    eine   Proportion. 

Bertrand  bat  im  Journal  von  Ltouville  eine  Shnliche  Eigen 
schalt  der  Ellipsoide  nacbi-eniesen. 


Ve^er  homofokale  Parabotoläe. 


Aus  (8),  (9),  (10)  ergibt  sieb: 


tvelche  die  No 


den  Ecken  e 
Paraboloid 


ngslinien. 
e   bilden. 


Aus  der  bekannten  Fnrmel  für  die  Hau p t krüm ni n ngs  ■  Halbmesser 
R  und  ß'  eines  Paraboloids  Ündet  man  dorch  Einlühtung  ellip- 
tischer Coordinaten  leicht: 


(11)     ß  = 


MT—v-'^Q—v 


ge-Halbmessei 
lerecks  auf  ei 
ruppen;    die  f 


len  Ecken 
I  Parabo- 
Hatbmes- 


Hieraus  lässt  sich  der  Satz  ableiten: 

ÜieachtHauptkrÜmmun 
eines  KrQmmungslinien- V 
loid  theiIeD  sich  in  zirei  < 
aar  in  jeder  Gruppe  bilden 

Aus  (8)  und  (11)  folgt: 

(12)         ß'.cosa  =  — i(e— fi),     fi.co8(i  =  — i(e  — 1/). 

R  ist  der  Halbmesser  des  Ereiaes,  welcher  die  Kriimmungslinie 
p^const.,  fi=const.  berührt,  und  R'  der  Halbmesser  des  Krei- 
ses, welcher  die  Krünimungslinie  (  =  const.,  v^const.  berührt. 
Wir  babeo  also  nach  (12)  den  Satz: 

Längs  einer  Krümm  ungsli nie  auf  einem  Paraboloid 
ist  die  Projektion  des  Hauptkrämmungs-Hal  bmessers. 
dessen  Ebene  die  Kriimmu  ngsiinie  senkrecht  schnei- 
det, auf  der  Hauptaxe  constant. 

Da  nun  zwei  Gegenecken  eines  Kruromungalinien- Vierecks 
von  einer  zur  Hanplaxe  senkrechten  Ebene  zusammen  so  weif 
entfernt  sind,  als  die  beiden  andern,  so  theilen  sich  die  acht 
Krümmungsroittelpunkte,  welche  den  vier  Ecken  eines 
KrämmungBlinien-Vierecks  auf  einem  Paraboloid  ent- 
sprechen, in  zwei  Gruppen,  wovon  jede  ein  Viereck 
bildet.  Die  Summe  der  Entfernungen  zweier  Gegen- 
ecken eines  solchen  Vierecks  von  einer  zur  Haupt- 
t  gleich  der  Summe  der  Ent- 
ern Gegenecken. 


axe  senkrechten  Eb 
fernungen  der  beide 

In  der  Abhandlung : 


,Ue 


et    lii 


US  secundi  gradus"  (Jour- 
nal für  reine  und  angewandte  Mathematik.  XXVI.  p.  155.) 
bat  Joachimsthal    die    Gleichung    der  geodätischen  Linien   auf 


M  Höhlen;    leöer  homofokaie  Faiaboluide. 

den  Flächen  zueiteii  (iradea  ant;egeben,  woraus  sich  tur  das  Part- 

bnloid    —  +—  =a:  diese  Form  ableiten  läsat: 


Um  anf  eliiptiHche  Cuordiiiateii  Ülicrzugehen,  eeUen  wir  hier  nach  (1) 

fli=2p  +  4p,     »  =  29  +  4e 
und  für  y  und  i  ihre  Werthe  aus  (3)  und  (4),  aa  hahen  wir  zunScfail 

Wenn  die  geodätische  Linie  auf  der  Fläche  (p)  lie|;t  und  dt  e 
Element  derselben  ist,  so  haben  wir  rf»=  V~5a:*  +  fiy'+(/i*.  O 
Werthe  von  dy  und  <h  erhält  man  aus  (3)  und  (4),  indem  y  und 
H  und  V  als  variabel  ungesehen  werden,  also: 


((;i  +  2v)(/|»+{p+2ft)</tp). 


{(9+2v)dfi  +  (9+2(i)rfv). 


'nT^  n  ~S^+4^"^2y+4p        (p+2^)(9+2ftr'*   '  {p+2v)(9+2v)^ 


Somit   haben  wir  für  die   (ileichui 
elliptischen  Coordinaten: 


der  geodätischen    Linien 


f.__M-v)i\t-^)(.(^—^)(  rfft' «i        

*'-    *(p+2e)(9  +  2e)dsH(p+2^)(?+2^)    (p+ai-x^+Sv), 


Im  Punkte  (^,  p,  v)  auf  (p)  schneiden  sich  die  beiden  Krüm 
mungslitiien  p  =  const.,  f(:=con8t.  und  (i=^coiisl.,  v^coost.  Oai 
Element  der  ersten  Krüramungslinie  haben  wir  mit  d^  und  dMi 
der  zweiten  mit  ds"  bezeichnet.  Der  Winkel  zwischen  cü"  onf 
di  sei  gleich  t,   ho  ist 


Ii'/irr  ItomiifliHnle  Paiabololtle. 

,.       dV  (g-v)»-v) 

.  j. du*  (e— fi)(fi— V)   . 


c= 


g-l* 


(p+artC  +  if)" 


oder 

(13)  ,.. 

Die  neue  Conslante  C 


+  (p  +  2e)(y+2e)'*' 


(t  gleich  p— r(p  +  2p)(9  +  2e). 


Die  Gleichung  (13)  enlspricht  der  Liouv'iila'scbtüi  Gleiultunf; 
fi'cos't -f-  «'sinf  =;  coiist.  für  die  centrischen  Fläche»  zweiten 
Grades.  Wenn  die  geodätische  Linie  uuf  (p)  gehüri^  verlängert 
die  KrüiDinungslinie  a  =  cnnst.   berührt,    d.  h.   die   Durchschnitts- 


Ijnie  der  bomorekalen  Paraboloide  (;)  i 


■H«. 


§^+4B^29+4a- 
so  ist  im  Berübrungspunlcte  i=0;    (13)  verwandelt  sich  in  a^C, 


(U) 


fi  caffli  +  V 


Aas  dieser  Gleichung  lassen  sich  viele  Oonsequenzen  ziehen  ffir 
die  geodätischen  Linien  des  Paraboloids,  ivte  aus  der  Liouville- 
scfaen  Relation  für  diese  Linien  auf  dem  Ellipsold  and  den  Hyper- 
boloiden    (Journal  von  Liouville.     1846). 

Wir  können  aber  noch  eine  allgemeinere  Beziehung  auflinden, 
welche  die  Gleichung  (14)  aU  speziellen  Fall  in  sich  itegreift. 

Es  ist  eine  Ebene  Ax  -t'  By-y  Cz^j  gegeben,  auf  welcher 
sich  ein  Punkt  JJI  benegt,  dessen  Coordinaten  {x,  y,  i)  oder 
(*>  f*j  »")  *'"''!  •'"'^  Normalen  von  (p),  (fi),  (v)  oder  die  Elemente 


dt\  df",  rf»*  bilden  in  Wmit  der  Ebene 
I 


2  Winkel  l 


;  rio  ist: 


^---=  {A  cos  n  -I-  ß  cos  fl'  +  Ttos  a") , 


■  "ifWA^^B 

1 

1 


«+ÄC. 


(,4c.«a  f  ßcsa-  1  6-c. 
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QBiülH  +  fisinV  +  vsinV 

=  I  I  J24.  mI     (QC08^a^iiCoe!*a  +  vcoaH)A^ 

-h  (pcosacosa'  -f  (icoBacostZ+vcoBacoBa^iAB 
+  (Qcoaaeo8a'''{-iicoBacoBa"+vcoBaeo8a'')2A 

+  rp^pTjTß«'     (^co8«a'  +|»cogV  +vcos«aOÄ* 

+  (q  coa^a"  +  fi  cos««'' + v  cos V) 
•f  (^  cos  o'  cos  a''  -f  fA  cos  a'cosa^  -|-  v  cosa  cosa'^lSA 

Man  findet  nun  mit  Benützung  der  GleichuDgen  (8),  (9)  and  (10) 
durch  einige  Rechnungen ,  deren  Detail  ich  unterdrfieke: 

pcos*a  +  f4Cos*a  + vcos*a=^  +  o  +  ^  +  f*+ v=— ^» 
^  cos  a  cos  a' -f  fA  cos  a  cos  a' -f  i' cos  a  cos  o' 

Q  cos  a  cos  a"  -f  f^  cos  a  cos  a'^  -f  i'  cos  a  cos  a" 

=- « V  j;z:^ v7+2^ W+2ii Vf+S» = - i*» 

^  COS*«'  +  fACOS*«'  +  VC0S*4'  =  —  J  * 

^cosV +  |»cos«a'' +  vcos*«''=— ?•, 

Q  cos a cos a''  -f  f^cos a cos a'^  -f  vcos acos a"  =0 ; 
also 

^sin^  +  fisinV  +  vsmV'=|    ^^  i  gat  —  ^^'^T-^^-^'^f  "'I^' 

Da  sich  der  Punkt  auf  der  Ebene  Ax  +  By  rf-  Cz  =  y  bewegt, 
so  ist: 

(15)       Q sin^t -f  jxsin^t'  +  vsinV  =  —  ,  ,    A%t^=^cot%BX, 
Die  Bestimmung  der  Constante  ist  sehr  leicht;  unter  allen  homo- 


lur    die  centrtschen 


ihlen:    Veber  homo fokale  Pantboloiäe. 

roltaleii  Paraboloiden  ist  Eines,  welches  die  Ebene  langiit, 
(lesseQ  Parameter;  uo  ist  im  BerithruDgspunhte  i^iK)",  i'  =  (' 
inithin  verwaoilelt  sich  (13)  in  «t^^canst.,  somit  ist: 

(16)  0sin*(  +  fisinV  +  V8lnV=«. 

Dae   eiitf'prechende   Theorem    von    Chaslei 
Flächen  heisst: 

e»8in».-  +  f.asinV  +  v'^eSx^i' =i<t^. 

Aus  (16)  findet  man  für  die  Gleichung  des  Kegels,  dessen  Spitze 
dei  Punkt  (ß,  ft,  v)  ist  und  welcher  die  Fläche  (a)  tangirt,  wenn 
die  Normalen  der  Paraboloide  (p),  C^^),  (v)  als  Coordinalenaxen 
angenommen  werden : 


(17) 


fi-a 


=  0. 


Die  Gleichung  eines  konzentrischen  Kegels,    welcher  ein    ' 
res  homofokales  Paraboloid  (|})  tangirt,  ist: 


(18) 
Beide   Kegel  j 


nd  homofokal,   die  Gleichung« 


tV'E^ 


sind  von  (k)  und  (|!)  unabhängig,  also  haben  wir 
Alle  konzentrischen  Kegel,  welche  fai 


den  Satz: 
mofokale  Pa- 


raboloide   berübri 


<ind    homofokal. 


Die  Fokallinieii  sind  die  geradlinigen  Erzeugenden  eines  der 
drei  durch  die  Spitze  der  Kegel  gehenden  Paraboloide. 

(17)  und  (IS)  sind  die  Gleichungen  einer  gemeinschaftlichen 
Tangente  der  Paraboloide  (c)  und  (^) ;  da  sie  der  Durchschnitt  der 
homofokalen  Kegel  ist,  welche  sich  senkrecht  achneiden,  und  die 
dnrch  die  Tangente  gelegten  Tangential- Ebenen  der  Kegel  zugleicÜ 
die  Paraboloide  berühren,  so  schlieeet  man; 


n  durch  eine  gerne! 
ofokalen     Parabolo 


ischaftliche  Tangente 
de  eine  Tangential- 
[gleich   Normal-Ebene 


Zieht  r 
zweier  ho 
Ebene  det 
des   andern. 

Die  scheinbaren   Umrisse    heider  Flächen  stehen    senkrecht 
ftiif  einander ;    letztere   erfüllen   somit   alle   Bedingungen ,    welche 


$0  Bßkifn-    leöfr  hamofiikaU  ParabiHotde. 

nUlhlg  sind,    am    itie   eivei  Mäntel   dor   Flüche   der   KrtinimaB|» 
miltelpunkte  «iner  dritten  Flücfae  (l)  vorstellen  zu  kllnneii.    Betreft 
»ich  nun    eine  Uerade  so,   daas   sl«  eine   ^meinsc haftliche 
genle  von  zwei  solchen  Mänteln  Ut,  so  beschreiht  dir  Berübrnngs- 
punkt  auf  dem  Einen  Mantel  eine  ^eodatiHche  Linie  und  auf  di 
andern  eine  Linie,  die  in  sehr  naher  Verbindung  steht  mit  eie 
rer  und  die  wir  desshalb  knnjuglrte  geodätische  Linie  nennen. 

Aus  der  Gleichung: 

psio^E  +  ft  ainV  +  y  sin*i"=:  cnnsL 
lassen  eich  die  Relationen 

fisinV  +  vsin'i"'=^confit. 
iils  spezielle  Fälle  Tür  die  geodätischen  Linien  sowohl,  als  aucb 
für  die  koiiju^irten  geodätischen  Linien  auf  den  Paraboloiden  ab- 
leiten. Da  alle  Tangenten  einer  geodätischen  Linie  auf  (u)  da« 
hoHiofohale  Paraboloid  (^)  berühren  und  zwei  aufeinanderfolgenr 
Taugenten  in  einer  Normalebene  von  (n)  liegen,  eo  lut  i'^O,  aW, 


/'  und  t"  sind  die  Winkel,  nelche  die  Tangente  der  geodätieoba 
Linie  mit  den  KrilmntungsMnien  \i.  =.  conet.  und  v  ■=.  const.  auf  (i 
bildet.  Legt  man  aber  durch  die  gemeinsamen  Tang«nlea  n 
(q)  und  (j3)  Normal-Ebenen  an  letztere  Fläche,  so  ist  ebeDfaU 
1  =  0   und 


(19) 


iV  +  vsi 


die  Gleichung  der  houjugirten  geodätischen  Linie  auf  (^,  i 
t"  sind  die  Winkel,  nelche  die  konjugirte  Tangente  dieser  LinI 
mit  den  Kriimmungslinieii  n  =  const.  und  v^const.  auf  (|3)  bilde 
Man  vergleiche  den  ganz  ähnlichen  Beweis  von  Chasles  (Ur  di 
Gleichung  fi5sin'/''  +  T*Bin»t"  =  a*  der  konjuglrten  geodSlisch« 
Linien  auf  den  ceiitrischen  Flachen  (Journal  von  Liouvillt 
tome  XL).  Wir  ziehen  aul'  (c)  beliebig  viele  geodätische  Lini« 
welche  gehörig  verlängert  diejenige  Krünimungslinie  der  FlSch 
tBDgiren,  die  ihr  Durchschnitt  mit  {§)  ist.  Alle  Tangenten  einf 
solchen  geodätischen  Linie  berühren  (^)  in  einer  linnjugirten  gel 
dätischen  Linie,  die  gehürig  verlängert  die  genannte  KrOmraung* 
Hnle  senkrecht  triffi;.  Also  haben  alle  konjuifirten  geodStiache 
Linien,  für  welche  die  Constanfe  a  in  (19)  denselben  Werth  faft^ 
die  Eigenschaft,  dass  sie  auf  Einer  Kriimmungslinie  der  FlS^bt 
senkrecht  stehen.     Aus  (lü)  scbliessen  wir  nun  : 

Zwei  konjugirte  geodätische  Linien   eines    PsrKbo-< 
Inids.    welche    auf  Einer  Krflmmungslinie   der   Fllob« 
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senkrecht  stehen,   bilden  in  ihrem  Durcbücbnitlspu 
mit  eineT  zweiten  Krümmuiigsltnie  gleiche  Winkel. 

In  dem  Parallelepipeil,  dessen  Kanten  dt' ,  ds" ,  di"  sind,  und 
dessen  Diagonale  =:ds  ist,  eoll  letztere,  gehDri^  verlSn^erl,  die 
homofokalen  Paraboloide  (a)  und  (ß)  berabren;  die  Winkel,  welebe 
d$  mit  dt' ,  dt",  d^'  bildet,  seien  gleich  t',  t",  i*";  so  haben  wir 
nach  (17)  and  (18) : 


Durch  Verhiudung  mit  cos'^i' +  cos'i" +cos'i'"=  I  ergibt  t 


(e— fK?-")  (e— (*)((^— v)' 

Da  Dun  die  Projektion  der  drei  Kanten  dj',  dt',  ä^  auf  die 
Diagooale  dt:=dt  ist  oder  r^r=(/f'.C0Hi'-(-ifr''.casi''-f  dj^.cosi", 
M  finden  wir.  mit  Benützung  von  (5).  (6),  (7); 

(21)  d,=2d,y  (p^.s,,„+2J,+^.icV  (p+ärt(,+ärt 

+  ■'•"»  (p  +  i,)(,  +  2v)- 

Diese  Gleichung  drückt  das  Element  einer  beliebigen  Curve  tm 
Rjiiini«  in  elliptischen  Cnordinsten  aus.  Die  Tangente  im  Punkte 
(Vr  l^>  v)  der  Curve  berührt  die  homol'okalen  Paraboloide  (c)  und 
(ß),  wobei  natürlich  die  Parameter  a  und  ß  im  Allgemeinen  nicht 
als  konstant  angenommen  werden,   sondern 

o  =  9(e,fi,v)   und  j9  =  ij'(e,  fi,  vj 

zu  setzen  ist.  g;  und  if  sind  Funktionen,  die  von  der  Natur  der 
Curven  abhängen.  Liegt  die  Curve  auf  (p),  so  wird  dif  =  0  und 
p  =  a,    also  bezieht  sich 

auf  jede  Linie  des  Paraboloids  (q).  Bei  den  geodätischen  Linien 
t»t   t^(e,  (1,  v}^|3=coast.,    mithin: 
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(23)    ds-2d^y  __^^^^^,^^^+2rfvY  (p+2v)(,+2v)- 

Bei  den  Krümroungslinien  endlich  iat  entweder  ^=tcoiist.  oder 
v  =  con6t.9   ß=^fi,    mithin: 


Da  in  dem  oben  betrachteten  Parallelepiped  auch 

dt'        •  ds'  df 


dt  sz: n  = »  = ^ 

cos  i        cos  t        cos  v" 


ist,   so   haben   wir: 

*        ^(^)  ^        J(fi)  J(v) 

A(f)=  V  (/»+2c)(9  +  2rt(p-«) (?-■«, 
^(f») = -  V  (;»+2,»)  (9+2,») (^-«)(^-"^ , 
^(v)  =     V  (p  +  2v)  (y +2v)  (v— o)  (v  -  ß). 

Aus  diesen  Gleichungen  ergibt  sich  unmittelbar: 

d^       dg^       dv 


(25) 


Qdg    ,  J»dfi    ,  vdv  __ 
^(rt  +  ^(,.)  +  ^(v)  -"• 

p^d£      ft*df*      v*dv  _ ,  . 
^(rt  +  ^(<t)  +  ^(v)-*'^- 
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X. 

Untersuchungen  über  einige  Arten  von  Flächen. 

Von 

Herrn  Doctor  Otto  Böklen 

zu  Sulz  a.  N.  im  König^reich  Wiirtember^. 


Die  Flächen^  von  deren  Eigenschaften  zunächst  hier  die  Rede 
sein  soll,   sind  in  der  Gleichung 

begriffen.     Die  Azen  des  Coordinatensystems  sind   zugleich  die 

Azen  der  Flächen,  deren  Grösse  gleich  Va,  Vb,  Vc  ist.  In 
der  Gleichung  (1)  kann  n  eine  beliebige  ganze  oder  gebrochene, 
positive  oder  negative  Zahl  sein.  Ebenso  lassen  sich  die  nach- 
stehenden Formeln  auch  auf  den  Fall  ausdehnen,  wenn  in  der 
linken  Seite  der  Gleichung  der  zweite,  oder  der  zweite  und  dritte 
Sammand  negativ  sind;  man  darf  dann  nur  statt  6  oder  b  und  c 
besiehongs weise  — 6  oder  — 6  und  ^c  setzen. 

Die  partiellen  Differenzialquotienten   -j-  und  ^   nennen  wir 
p  and  q^  so  ist: 

M^enn  man  hier  p  =  const  setzt,  so  ist  auch  —  =  const.    Nun 

ist  p  die  Taugente  des  Winkels,  welchen  der  Durchschnitt  der 
Berdhruogsebene  auf  der  orz- Ebene  mit  der  x-Aze  bildet.    Alle 


U4  B6klen:    tniersuchnngtn  Sbfr 

Berühningaebenen ,  ffir  welche  p  konstant  ist,  hQllen  einen  CylW 
fler  etn,  der  die  FIHche  (1)    lieruhrt  nnd   dessen  Erzeugende  f 
rallet  der  irz-Eliene  sind;    die  Berührungscurve  hat  also  die  Gle 

chung    —  =  eon8t.,    niilhin    liest   sie   in    einer    durch    die    j-Al 
gehenden  Chetie.    Hierauf  beruht  der  Salz: 

Wenn  man    d«n  PUcben  (1)  einen    Berührungscylii 
der    unischreibi,    dessen    Erzeugende    parallel    eine 
Hauptebene  sind,  so  liegt  die  Berflbrungscurve  in  i 
zu  {lieser  Hau|>tcbene  senkrechten  Ebene. 


Wen»  r 


i  der  Gleichung 


X,  s,  I  als  konstant  ansteht  und  x',  y',  i'  als  variabel,  so  stri 
sie  die  Berübrnngsebene  des  Punktes  {x,  y,  i)  vor.  Sind  abi 
umgekehrt  x' ,  y' ,  x'  konstant  und  x,  y,  t  variabel,  so  sleMt  di 
Gleichung  den  BerQbrungskegel  der  Fläche  vor,  dessen  Spitze  di 
Punkt  {x' ,  y',  :'}  ist.     Mit  Benützung  von  (I)  und  (2)  erhalten  wii 


(3) 


=  1, 


Diess  ist  die  Gleichung  der  Fläche,    auf  welcher  die  BerfihriHj^ 
curve  des  Kegels  liegt,  der  seine  Spitze  in  {x' ,  y',  i*)  hat.    Matl 
kann  diese  FlScbe  die  Polarfläche  und  die  Spitze  des  Kegeli 
den  Pol  nennen.     Bewegt  sich  der  Pol  auf  der  Geraden 

(4)  a^+tti'  =  ff.    y+^i'^A; 
80  gehl  die  Polarflgche  durch  die  Curve 

(5)  |.t:"-'  +  Jy"-'  =  l; 

denn  man  findet  durch  Substitution  der  Wertbe  von  g  und  A  in  (it) : 

n  rouss  die  Rela- 


fSf-'-l-g^ 


Soll  diese  Gleichung  von  i'  onabbängig  h 
tion  (5}  statt  ßnden. 

Die  Curve  (5)  kann  man  die  konjugirle  Polare  der  Gera- 
den (4)  nennen.  Da  in  (5)  die  Grössen  «  und  ß  fehlen,  so  folgt J 
daraus,  dass  allen  Geraden  (4j,  bei  welchen  fj  und  h  dieselbw 
Wertbe  haben,  oder  die  durch  Einen  Punkt  der  ^cjf-Ebene  gebei 


Eotche  konjagirte  Polaren  eiilsprechen ,  die  »ich  auf  dieser  Ebeiut 
ia  £iner  Corve  (5)  projiciren,  und  also  auf  einem  Cyünder  l)e);en: 
oder: 

Die  knnjugirten  Palaren  von  allen  Geraden,  irelche 
durch  Einen  Punkt  in  einer  Haupfebene  gehen,  liegen 
aaf    einem    Cylinder,    dessen    Erzengende    auf   dieser 


Haupteben 


cht  stehen. 


Wir  ^^< 
Ebene 

(6) 

80  erhalteu 


illeii  annehmen,   der  Punkt  (aft/'t')  bewege  sich  in  der 

f+^  +  h-. 

wir  darch  Elimination   von  a:'  aus  (3)  und  (6): 

— "+(V-Vf-">+(-r-Tr«)==' 

^'  und  :'   unabhängig  sein    soll,    au 


Wenn    diese   Gleichung 
muss  sein: 


Bewegt  sich  der  Pol    in  einer  Ebene. 
Polarflächen  durch  Eine»  Punkt. 


Jedem  Punkt  entspricht  also  auf  st 
man  seine  Polarebene  nennen  kann. 


eben  die 
liebe  Art  eine  Ebene,  die 


Setzen  wir  in  (6)  a  =  conet.,  so  gehl  die  Polarebene  (6)  durch 

Einen  Punkt  auf  der  x-Axe,    und  da  in  (7)  x  nun  auch  konstant 

'       ist,  so  bewegt  sieb  der  Pol  in  Einer  zur  ^-Axe  senkrechten  Ebenei 

Uie  pole  aller  Ebenen,  welche  dnrcb  Einen  Paukt 
einer  Axe  gehen,  liegen  in  einer  zu  dieser  Axe  senk- 
reoblen  Ebene.  Ganz  teicbt  folgt  aus  (6)  und  (7):  Die  Pole 
unter  sich  paralleler  PoUrebenen  liegen  auf  einer 
durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Geraden. 

Betrachten  wir  in  (3)  x",  y' ,  t'  als  variabel,  so  bezieht  sich 
diese  Gleichung  auf  die  Tangentialebene  des  Punkts  {xyi).  O  sei 
der  Ursprung  oder  Mittelpunkt  der  Fläche;  die  x-,  y-,  i-Axen 
werden  von  der  Tangentialebene  in  den  Pankten  T.  f.  V  ge- 
troffen ,  so  haben  wir  aus  (3) : 


6  c 

„B-l  ,n~\ 


Bfiklen:    Cntersudiungen  über 

Uurch  Vergleicbung   dieser   Forinetn  mit  (?)   finden   wir   8ogletcb( 
dass  OT=tt,  Of^ß,  OT"  —  y  ist,  wenn  der  Punkt  (xi/t)  n 
atir  der  Flache  liegt.     Nun    lolgl  aus  (6),    dass  a,  ß,  y    die 
Abschnitte  sind,  welche  die  Polarebene  des  Punkts  (xyi)  auf  den 
Azen  bildet,  mithin  stellen  die  Gleichungen  (8)  allgemein  die  v 
einer  beliehigen  Ebene  auf  den  Axen  hervorgebrachten  A-bscbnitt 
ÖT,   OT,   OT"  dar,  ausgedrückt  durch  die  Coordinaten  x,  y, 
ihres  Pols.     Aus  (8)  folgt  sogleich : 


(9) 


Tetraeder  OTT'T"  = 


abc 


ist  auch  der  Inhalt  dieses  Tetra« 


Setzt  man  hier  ar^iT^const-, 
ders  konstant: 

Bewegt  sii:h  ein  Punkt  oder  Pol  auf  der  Ffäelt 
xyi=.cQ\\al..  so  ist  der  Inhalt  Aas  von  eieiner  Polareben 
hinsichtlich  der  Flächen  (I)  von  den  drei  Axen  abgq 
achnitteneii  Tetraeders  conslant.  Diese  Polarebei) 
tangirt  also  ebenfalls  eine  Flüche  :r^: :=: const.  Wir  kvl 
nen  leichl  auf  die  Ebene  übergehen,  indem  wir  z.B.  t  =  0  setzen 
dann  haben  wir  den  Satz: 

Bewegt  sich  ein  Punkt  auf  einer  gleichseitigen  U 
perbel  i^^^^^const.,    so  ist  der  Inhalt  des  von  seiner  F 

lare  hinsichtlich  der  Curve    ^  +  -^=1    von    den     Ax 

abgeschnittenen  Dreiecks  constant;   diese  Polare  ta 
girt  also   selbst  wieder  eine  gleichseitige  Hyperbel. 

,  ,,,  Ein  spezieller  Fall  der  Gleichung  (t3)  ist: 

,  Wenn  sich  ein  Punkt  auf  dem  Durchschnitt  A 
Flächen  (1)  mit  der  Fläche  ^^i  =  con8t.  bewegt,  so  i 
der  Inhalt  des  von  seiner  Tangentialebene  auf  d 
Axen  abgeschnittenen  Tetraeders  constant. 


lehnen  das  vom  Urspi 

e  Perpendikel  mit  P,  so  ist 


if  die  Ebene  ^%-{^=\ 
«    P     - 


Wl 


Die  Gleichung  (3)  gibt  & 


eMge  Arten  von  Fiächen. 


'"'fWüm^i-y' 


Wenn  der  Punkt  (ary:)  nicht  auf  der  FIfiche  (I)  liegt,  so  ist 
P  dks  vom  Ursprung  auf  seine  Polsrebene  «ei^llte  Perpendikel; 
liegt  der  Punkt  auf  (1),  so  ist  P  das  vom  tlrsprun^e  aul'  seine 
Tangentialebene  gefüllte  Perpendikel.     Setzt  man  in  (10): 


r^)^e-^')^(^7=" 


8o  ist  auch  P  constant,  d.  h. : 

Bewegt    sich    ein    Pnnkt    oder    Pol    auf  der    FIfiche 

5 — h    ■  ^  -  + — ä~^='''"'^*-'  *°  berBhrt  «eine  Polarebene 

hinsichtlich  der  Fläche  (I)  eine  Kagel.     Bewegt  er  sich 
aber    auf  dem    Durchschnitte    beider    Flächen,    so    be> 
I      rührt  seine  Tangentialebene   eine  Ku»el. 


man  nach  Analogie  der  FlScben 
,    die  Gleichungen  dieser  Curve 


Diese  Durchsclinittetin 
ziveiten  Grades  Poloide 
sind  also: 

Aus  (9)  und  (10)  erhält  man  sogleich : 

(12)  l>,.»ck  TrT'  =  ^^^p 

Wir  wollen  annehmen,  der  Punkt  M[xyi)  liege  auf  der  Fläche  (1) 
und  seine  Tangentialebene  schneide  die  Äsen  in  T,  T",  T" ;  man 
ziehe  die  Geraden  MT.  Ml''.  JUV ,  so  haben  wir  folgende  Glei- 
cfanngen : 


(13) 


'  Dreieck  JUTT'  =0T  .OT  .p=      "^l^p, 
..        MTT"=OT.OT".^f,=  r-^ 


p-{:tiY-^P' 


jarr"=oT'.0T".~ 


p-iyi)"ip- 

Wenn  Op  das  von  O  auf  die  Ebene  TT?"'  gefällte  Perpendi- 
kel ist,  Bo  haben  wir  ferner: 


UH  Bökien:    Cnierwmekmngmi  über 

Die  Gleichungen  der  Monnale: 

werden  fflr  den  Punkt  M  der  Fläche  (1): 

(15) 

Die  Norinale  von  ilf  schneide  die  xff-,  xt-,  yz-Ebenen  in  dea 
Punkten  N.  A»,  A",  so  ist: 

(16)  ^^=5^.    *iV=p^.-p.    *A*=55=I:p- 

(17)  MN.lllN'.MN"=.-^^^-p,. 
Aus  (13)  erhalten  wir: 

(18)  /^iuTr.^MTr'.^Mrr'=:^^^^^, 

aus  (14): 

(19)  iPTr.^9Tr'.^prT"=r-^^P*, 


(*yz)> 


a         «9         2* 


^j.J?! 


^^  ilf iv*  +  Ä A' + Mir-  '*' 

Wir  bezeichnen  die  partiellen  Differenzlalquotienten  -n »  -^^  , 
■j^  mit  r,  t»  I  and  erhalten  aus^  (2): 

(21)    r=-(«-l)-j3j^i(6-y.),    ,=_(„_1)J^Ä_. 
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(22)  k=\riTi?W-^^' 

(28)  y=rt-^=l»-lfä^^' 

(24)  '         Ä= (1  +  9«^r  +  (1 4>«)  <  -  "^9* 

Die  beiden  fiattpt&rfinnmibgs-Halbmei^aer   i\n    Punfkte  (j^)    der 
Fläche  (!)  sind  R  und  /2'; 

(25)  -*g,=^=Öil^'(^4^»,/M. 

(^) 


r  -|  •■  -       ,  ■   — 


2 


Xabc 


Die  allgenfeine  Differen2fäf^<cKung  d^r  KrfirrtiMdflgdfitficftf  rst: 

(j+y«)*-ps*«(»-i>^.4^&(s^ — ^). 

(H-9»)r-(l+p«)«=(»-I>jg^ldr-*-  6^-* 

-(l+p«)«  +  P?r=:i-(n-l)^-^5;;rr(^-J g-^- 

Die  Gleichong  der  Rrfimmongsiinien  der  Fläche  (1)  ist  ako: 

•  7» 


1U0     Bökleii:    Vtitersvcliwigeii  tlbfr  einigi'   \rien  ton  FliJefi 

-(»»)"-■  (-^'-'-^')=o. 

Für   H  =  'i   erhält    mau   hieraus: 

hier  veischirindet  also  z,    vcessnegen  diese  Gleichung  leicht  int« 
grabet  ist.     IJei  jedem   anderen  Wertbe  von  n  ist  diess 
nicht  der  Fall.    Z.  B.  ffir  n=3  verwandelt  sich  (28)  in 

+-»a'-?)i--v(f-;)= 

hier  hätte  man  den  Wertfa  von  i  aus  (1),    nämlich 

einzusetzen  und  dann  zu  integriren,  iras  wohl  mit  den  bisfaerigH 
Mitteln  unausführbar  ist.  (Mau  vergleiche  die  Preisaufgab. 
der  Berliner  Akademie  für  das  Jahr  1861  tni  Literar.  Be 
Wr.  CXXII.  S.  1.) 

Die  Gleichung  der   geodätischen   und  KrauimungB-LiDien  1 
allen  Flächen  ist  diese: 


m) 


Xdx  +  Tdy 


dXtPx  +  d  Ydhf  +  dZd^t 
dXdx^dTd.y\dZdi 


-+L+  =1  ii„d., 


iÜti).,.-, 


Böki^n:    üeber  die  geodätischen  Unten  auf  dem  Ettipsotd.  ^01 
setzen  wir  diese  Wertbe  io  (29)  ein  und  integriren,  so  erbalten  wir: 


(30)  log 


^="(«-'/- 


^11— 2  41»— 2  Z"~^' 

a  0      ^         c 


ds  ist  ein  Element  der  geodätischen  (Kriimmungs)linie  und  P  das 
vom  Mittelpunkte  auf  die  Tangenttalebene  im  Punkte  (xyz)  ge- 
fällte Perpendikel. 

Ich  hoffe,  spätrer  auf  diesen  Gegenstand  zurückzukommen. 


Ueber  die  geodätischen  Linien  auf  dem  Ellipsoid. 

Von 

Herrn  Doctor   Otto  Böklen 

zu   Sulz  a.  N.  im  Königreich   Würteniberg. 


Man  ziehe  durch  einen  Punkt  der  Ellipse,  in  wel- 
cher ein  Ellipsoid  von  dem  umschriebenen  Drehungs- 
cylinder  berührt  wird,  die  beiden  Krümmungslinien, 
welche  die  zwei  durch  die  mittlere  Axe  gehenden  Haupt- 
schnitte  in  zwei  Punkten  treffen,  so  ist  die  Differenz 
der  von  einem  Nabelpunkt  nach  diesen  Schnittpunkten 
gehenden  geodätischen  Linien  eine  algebraische 
Grösse,  nämlich'  gleich  dem  Produkt  der  grossen  Halb- 
axen  von  den  durch  die  Krümmungslinien  gehenden 
homofokalen  Hyperboloiden  dividirt  durch  die  grosse 
Halbaxe   des   Ellipsoids. 
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iif  dem  Eltip8oid,  durch  dtv 
reiche  die  durch  die  niitllenr 
id  G   schneiden;    N  ist  dst 


5  (Tof.  li.  Fit;.  1.)  sei  dec  Punkt  i 
iWe  beiden  Krümniuiigsliinen  gehen, 
Axe  gelegten  HaupUL-bnÜt«  in  f  u 
Niibelpunbt  dee-  Ellipsoids,   so  ist: 

Q  —  OA  und  fi,  und  v  sind  die  Halhaieo   der  homorokalen  Hypon 
boloide,  welche  durch  die  Krümnmngslinien  GSM'  und  FSJU  geh« 
Dm  diess  zu  beiveisen,  nebinen  wir  an,  S  sei  ein  l>eliebi^er  Pual 
des  Elltpeuids  und  N'  ein  zweiter  Nabelpunkt.    Da  nun  die  Sumi 
der  von  iV  und  IV'  iinch  irgend  einem  Punkte  auf  der  KriimtnuDgi 
linie    IH'G   gezogenen    geodätischen    Linien    konstant    und    gleit 
ICJH'  ist,    nährend  die  Differenz  der   von  N  und  N'  nach  ei 
Punkte  der  Kriinimungslinie   JVF  gezogenen    geodätischen  Li 
ebenralU  konstant,    und  zwar  fjlmimk  1CM  ist,  so  haben  wir: 

NS-{-N'S=:.WM', 


Diese   Gleichung   gilt   Tür  jede   Lage    von    S,    also  auch    (lir  lUi 
Punkte  G  und  F;»\t  haben  somit: 

NG=CM\    NF  =  4M,    rfG-NF=CJ^'—Aia  =  CM~JM'. 

Wir  haben  also  auf  dem  Quadranten  der  durch  die  ; 
und  kleine  Axe  gehenden  Ellipse  ANC  Punktenpaare  M  ui 
zu  bestimmen,  welche  ihoin  drei  Theile  tbeilen,  wovon  die  UiffereU 
der  äusseren  eine  algebraische  Grosse  ist.  In  einem  früheren  Aufsatit! 
dos  Archivs.  Tbl.  XXX.  S.436.  (Ueber  eine  Eigenacbaf 
der  Ellipse)  habe  ich  verschiedene  Itlerkntale  dieser  Punkte  aogC 
geben,  wovon  das  bemerkcnswertheste  ist,  dass  die  Differene  die 
ser  Bügen  gleich  dem  Abstände  des  Mittelpunkts  von  der  Nor 
male  eines  solchen  Punktes  ist.  a:  und  x'  isind  die  Abseist 
AO^—OC^ 


W  und  ,1/', 


r  ist  A*  = 


AO" 


I  haben  wir: 


°=f'^~. 


^*-'V£igi' 


Aus  <!en  tileichungen  des  Ellipsoids 


Bäkien^    09^er  ^^  geoädUMCkem  Unien  0Uf  dem  SUipseid.  103 
und  der  bomofokaleo  Hyperboloide: 


findet  man : 


X  =    -T • 

oc 


Für  die  Punkte  M  und  Jf'  ist  sonach : 


setzen  wir  diesß  Wertbe  und  U^^-e  in  den  Ausdruck  für  CM— AM* 
ein»  so  erlalten  wir: 

bitrairs  findet  man  ferner: 

Q 
und  ferner: 

Es  sei  P  das  von  O  auf  die  Tangentialebene  von  5  gefällte 
Perpeodikely  so  ist:        , 

Mithin    liegt    S   auf  dem    Drebungscylinder^    welcher   sich    dem 
Eilipsoid  umschreiben  lässt. 


Leber  die  ftäche  des  spUäriscUta  \'ie 


Ueber  die  Fläche  des  sphärischen  Vierecks. 


Herrn  Uiiector  Professor  Dr.  Strehllte 

..»    Händig. 


Der  Aufsatz  Aee  Herrn  Professor  Küiiig  über  das  sphä- 
rische Viereck  im  ersten  Hefte  Hes  34.  Theils  diesei 
Archivs  *)  brachte  mir  einige  Resultate  über  denselben  GegeK 
stand  in  EriDiieruii^,  die  ich  schon  vor  16  Jahren  gefunden  hab) 
und  jetzt  erweitert  hier  vorlegen  ivill. 

Bezeichnet  man  in  dem  sphärischen  Viereck  die  auf  einaodi 
folgenden  Seiten  mit  a,  b,  c,  d,  die  Winkel  ztvischen  a  und 
mit  B,  b  und  c  mit  C,  c  und  d  mit  D,  d  and  a  mit  A  und  seti 
zur  Abkürzung: 


t^  =  Ci 


i^.cy 


die  Diagonale  AC= 


=  sin  5.  sin  u? 


die  Fläche  des  sphärischen  Dreiecks  ABC=f,  FlSche  des  Drei 
ecks  ACD  =  f',  die  Fläche  des  sphärischen  Vierecks  ABCi 
=  f-\-f'  =  F;   so  ist  bekanntlich: 


r^ß:«^D, 


•)  Uer  in  Till.  XWIV.  Hefllll.INr.  XXIIl.  S.35&.  abgedrucLle  Nad; 
trag  konnlE  Herrn  Prnfessnr  Strehlke  bei  Abfasaung  vDrlJcgenden  AaJ 
BBtzu  nii^hl  IiGb^iinl  sein.  C 
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Da  aber  allgemein: 

SO   erhält  man  für  die  Fläche  des  sphärischen  Vierecks»    wenn 

ff  ff 

man  fiir  cos^,  sin^»    cos^,  sin'^    «hf«  Werthe  setzt: 

\^      (of^— tt+/ycosZ>— <3cosJg)(/3sinJg  +  ysin/>) 
tang]F  —  („'^a  +  |5'cos  Z>  +  |?  cos  ^)(/3  sin  J5-/3' sin />)• 

Wenn  das  sphärische  Viereck  in  einen  kleineren  Kreis  der  Kugel 
beschrieben  ist,  so  wird: 


cos 


Dieser  Ausdruck  in  Factoren  zerlegt  giebt  den  L  ex  eil  sehen '^). 
Auch  folgt  daraus: 

^     __  af*  +  a* — (P+y)^__  i  (cosg-t-cos6-t-cosc4-cosd) 

•^-"  2Si?  ""*  a         6         c         d 

cos  s*  •  cos  ä  •  cos  »*•  COSq- 

— tang^^.tang^.tang^.tangg- 
Um  aus  dem  oben  gegebenen  Ausdrucke  für  tangjF^  auf  diesen 
besonderen  zu  gelangen ,  ist  die  Kenntnbs  der  Sinus  und  Cosinus 
von  B  als  Functionen  der  Seiten  a,  b,  c,  d  nothig.  Man  gelangt 
dazu  auf  folgende  Weise. 

In  dem  sphärischen  Dreiecke  ABC  ist 

_      (1 — 2sinie^) — cos  a  cos  6 

cos  D  =  1 ; — 7 • 

smasino 
Soll  e  Diagonale  eines  Kreisvierecks  sein»  so  ist: 

6    .    c           a    .    d      .  a    ,    c  .    .   b    ,    d. 
(sin  2  »in  o  +  sm  «  *'°  2^  C****©  »""  5  "l"  ®*"  9  •"*  2") 
sin  ic«  = j:^, . 

folglich : 


")  Klägers  Wörterbuch  von  Granert  Thl.  5.  Abth.  S.  S. 879. 
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iß  4-  ß')  cos  Baiaaamb 
=  (ß  +  ß')(l  - cosoco86)-2(^'(sin^+8ln^)  +  /»(«In^  +  «n^))- 

4 

Da  aber 

sin ^  +  sin  2^  =  1  —a«  +  /?«, 

siii-2  +Bin|=:l-a'Hi5'*, 

1— eosaco86=2(l— a>— 13>), 

Bia  a  sin  b  SS  liaß; 
90  ist: 

4co8ß.(/J+/3')«jS=2(/J+/J')(«-«'-/J*)-2(/J'(l-«H/J«)+^(l-«'*+/J'*;), 
(/J+^').2co8Ä.a.ß  =  ^(««-«•--OJ+IJO«). 

<«>**=  ä«(^  +  ß') 

Durch  Vertauschung  von  a  und  6  mit  c  und  <2  erhält  man : 


cos 


Werden  diese  Ausdrucke  von  cos  jS  und  cosZ>  zu  1  addirt  und 
von  1  subtrahirt,  so  hat  man,  wenn  noch  zur  Abkürzung  ß-i-ß'=^p 
gesetzt  wird : 

l+eosÄ^ 2^—^s 

1  —  C0S/>= 5 f 

l-cosD= ^ 

Führt  man  die  folgenden  Bezeichnungen  ein: 

a+b+c+d 
-"2 =  *' 

a+b+c+d 

2  ' 

so  gelangt  man  zu  den  Aasdrücken: 
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sini(5— c)  sin  i(s—d)  cos  „  cos  l{s'  —  c) 

cos  JB«= 6       .  c  .   d a 6 ^ ' 

(sin  Q  sin  g-  +  sin^  s\n  g-)  cos  ^  cos  s" 

.    ,  ^      sinUf-q)sinU<--^)cosiy~g)cosiy-6) . 

^'"'^='    .    a   .   6^  ,  c    .    d,       a         T' 
(sin  ,j  sm  ^  +  sln^  am  ^>cos^cos  ^ 

s 
sin  i(5— a)  sin  |(5  —  6)  cos  ^  cos  J(5'  —  c) 

cos  J/)*= :: T z Ij Z.        ^ — » 

(sin^-  sin  5-  +  sin o ''in  ö^ C0S2  ^^®  2 ' 

.   ,  ™  ^  BIP t(s— c)8ini(f — iOcosi(f '->a) cosU^-fe) . 
sinj/i'is r T T-  > 

(siD  5-  sin  c>  +  sin  2  sm  2)  cos  5-  cos  2 


cosiC«= 


sin  4(5 — a)  sin  4(5—  cO  coö ^  cos  4(«^  —  «) 

*'^"""    ,  ,   6   .   c  ^  .  a    .    d,       6         r  ' 
(sin  H-  sin  s"  +  siB  Q  «m  0  ^  ^®®  9  ^®®  ? 

.    ,^^     sini(5— 6)«iD4(«^<j)cos4(5'— 6)co8i(f'--c). 
sinftC^= T 3; T T —  > 

(sin^-  sin  g-  +  sin  ^  sin  ^)  cos  ^  cos  s" 
sin  4(5 —  6)  sin  i(ß — c)  co«  \(s' — a)  cos  ^ 

^''^«i^*^  — 6 — ^ iTTd    ^~r  • 

(sin  2  sin  2  +  ö***  2  *""  2^  ^^®2  ^^®  2 

.    1  ^«      sin4(5-^rt)«in4(*— «OcosK«'— d)cosl(5'— c) 
sin  4-4*  = 7 T X"  5 

(sin  9  smö  +  sin«  sin  ^cos  ^  cos  ^ 

__     sin  U* — ö)  sin4(*—  6)  cos4(*'— a)  cos4(5'— 6) 
tang  {B^  =: ^ 

sin4(s— -c)  sin  i(s  —  d)  cos  ^  cos  4(*'  —  c) 

I  rv»     sinj(s— c)sinj(*— «öcosJ(5'--a)cos4(«'— 6) 
tang  4//= T ^  j 

sin  4(*— ö)  sin  l(s — 6)  cos  ^^  cos  l(s'  —  c^ 

1  ^!»     s*"  i(*-*)  sin  i(*— c)  cos  4(5*— 6)  cos  4(«'— e) 
tang4C"=- — • ■ r ' ! 

sin  4(5 — a)  sin  4(s  —  d)  cos  ^  C08i(s'  •—  a) 

1  ^41      sln4(«'— a)8iD'4(i — ci{)co8U''*"-A>)eM4(*''^c) 
tang  M*  = ^ ^^ ^^^ ' 

sin  4(5  —  6)  sin  1(« — c)  cos  ^  cos  4(5'  —  a) 


ehihe:    Veöer  die  Flüche  des  tplttlrischen  Vierecks. 


Unter  mehreren  vi 
aus  den  eben  erhaltent 
geleitet: 


I  Lex  eil  angefahrten  Relationen*)    v 
Auädrückeii  leicht  die  nachstehende 


iU°+c-fe--tQ° 


"*cosKa  +  ft  +  c  +  d)«' 


Bei  der  Vergleichung  des  Products  von  cqs\B  und  sinifi  und 
des   Products    von   co8\D  und   sinjZ)  sieht  man  sogleich,    Ai 
»if\B  und  sinZ>  einen  gemeinschaftlichen  Factor  haben,  so    di 
der  Bruch 

ßsin  B\^^mD 


ßsinB- 


ihO' 


der  in  dem  Ausdrucke  für  die  Fläche  des  allgemeinen  spbKrischeM 
Vierecks  vorkommt,  für  das  sphärische  Kreisviereck  sich  auf 


Der  Bruch 


sD-ßr. 


(«'  +  «) +  ^' cos  Ö  +  ^cosB 
in  dem  Aufdrucke  filr  das  sphariKche  Viereck  reducirt  sich, 
man  lifr  cobB  und  cos  D  die  oben  gegebenen  Werthe 


c^  —  a^—p 
•2up 
mf  den  Bruch 


-k"*— » 


wird.  Zerlegt  mau  diesen  Ausdruck  in  Factorcn  und  setzt  Für  a  uod  a 


ind  ß'  ihre  Werthe  c 


sin  q. sin ^,  su  nimmt  tang^F^  diese  Form  a 


tangiF» 


_  (cuBKc-ri)-cogi(«+6))(cosUg-&)-coai(c+tö) 
-  ■  (a-6))(cosi(c  +  (/)  +  cosi(<i+6)) 


*)  Ai:[.  Pi-truti.  irB2.  I'.  1.  piiji,. 
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Setzt  man  wieder   ?> =  «,    s — rf=«',    so  erhalten  wir: 


_  sJD  Ijs— a)  sin  i(s  —  6)  sin  Us  —  c)  sin  \(s  —  d) 
tafigit    —     co84(«'— a)cos4(»'— 6)cos4(*'— c)cosJ* 

Zu  diesem  Ausdrucke  von  tangiF^  gelangt  man  noch  auf  einem 
anderen  Wege.    Setzt  man: 

n       .    a     ,   b     .   c     .   d 
Pr=:sin  s-.siUq  .8inn*sin-^> 

-^  a        b        c        d 

Q  =  C68q  . COS^ . COSg* . COS^  > 

jß=cosa  -f  COS  6 -|- cos c -|-  cosä; 

SO  finden  folgende,  für  jeden  Werth  von  a,  6,  c,  d  geltende  all- 
gemeine Gleichungen  statt: 

(1) 

siai(b-i-e-t-d — a)sini(a-|-c-|-(2 — 6)sin{(a+6+rf— c)8inJ(o+6+c— d) 

=IP+IQ-IR. 

(2) 
sin  \(a+b-i-c+d)B\n  i(c-i-d — a — 6)8iD|(a-|-c — b — d)a\Tt  1(6+0 — a—d) 

=  iP-\Q  +  iR. 

(3) 
cosJ(6+cH-rf— a)cosJ(a+c+rf— 6)co8l(a+6+d — c)eo8l(a+b+c—d) 

=  lP+iQ+iR, 

(4) 
COS  4(a+6-f  €-f  d)  cos  i(C+rf— a— 6)  cos  J(a+c~ft— d)cos  iC^+c — a — cQ 

Nun  hat  man   in  dem  allgemeinen  sphärischen  Vierecke  fQr  diß 
Diagonale  e: 

cos  e  :=  cos  0.  cosA  -f  sin  a.  sin  6.  cos  17, 
cos  e  =  cos  c.  cos  dl  -f  sin  c .  sin  «2.  cos  D, 

Durch    geeignete  Addition   und  Subtraction    von   sin  a.  sin  6   und 
sine. sin c2  in  Bezug  auf  die  Gleichung 

cos  a  cos  6 -|- sin  a  sin  6  cos  A  =  cos  c  cos  c{ -f  8in  c  sin  d  cos  Z> 


110       StrfMhe:    Veber  die  FliTehe  iln  ip/tfiriscben  Vigrtrkn. 
erbült  man: 

8inJ(a+c+d-6)8iiiJ(6+c+rf-a)=siiic.siiirf.coslfl'+8ina.8inft.BiiiiB', 
8inS(a+6+rf-c)8inl(ff+64c-rf)— Binc.sinrf.siQiZ)2+8inn.9in6.cci8iB% 
8ini{ü+fi+c+(/)sini(c+<i-a-ft)=6inc.8in(i.co8Sfl^-sina.siii6.co8lÄ*j 
sini(a+c-A— d)sni;{fi+c-a-(i)=-sinc.siu(^8iiiäO'-fsiiifl,8inA.8ini, 
Die  Multiplication  der  heideo  ersten  Gleicbucigeii  ergiebt : 
sini(6  +  cf  d-a)sini(o+c+d— Ä)8inl(a+6+rf-c)aioi(a+A+c- 


=  asina.6in6.E 
f  sina.stn6.s 


™B±i 


die  Multiplication  der  dritten  uod  vierten  Gleichung; 
sini{o+A+c+rf)8i"J(c+d— a-6)sini(a+c— Ä— rf).8ini(6+t— o— 
^  —  {^sina-sinb.  sin  B  +  \n\i\c. sind. smÜ)^ 
-|-  8ina.8ia&.ainc.8int^.eing(ff  ±  Z>)'. 

In    dem    äpexlelten,    einem    ItleiDereii    Kreise    der  Sphäre    einb 
schriebenen   Vierecke   ist  aber 

_co.l(S  +  fl)  =  «D;F,  •)     .ii,i(ß+fl)=oo.lFj 

vieder  mit  derselben  Bedeutung  eingeliShrl 


fulglich,  V 
.  werden,  e 


ist: 


:n(5-(/) 


=  (i8infl8i 


sin  (,s—a)  sin  (i  —  b)  sin  (* —  c) 
^8inB+.\sinc. sin  f^siu  0)3-1- giii 

sinssiii(»'  — a)sin{»' — 6)8in(j'  — c) 
srdsinnsinftsifiB+isincsindsinß)" — sinasinftsincsindcosi/^ 

Die  vier  ullgemeinen  Gleichungen  (1),  (2),  (3),  (4)   künnen  durcl 
Einrübrung  von  s  und  s'  anf  fönende  Form  gebracht  werden: 


8ioi(s— o)sini(s — Ä)8inS(» — c)ain(# — d)  = 
sin  J»  sin  i(*'-a)  sin  \U'-b)  sin  \W-  c)  = 
co8i(i— o)coss(<— 6)coBi(*— c)co84(i — d)  = 
coB  i»  cos  J(«'  —  o)  cOB  i(i'  —  b)  ctis  i(i'  —  c)  = 


-iP-HQ  +  lB=ü. 


*)  Deno,  daas  5-f  0  =  :4-|-C,  wird  IHrhl  durch  die  vier  Radien  de 
Dmachri ebenen  Krrifleii  bewiesen,  wnlrhe  Pnijectiiinen  vun  vier  gleich« 
«pliäriichen  Bni^eii  (rnd. 


1^ 
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Da 

«'°^=<|S  +  y)«>    «''^^  =  (p+|8V    ^«   K^^M.Ü; 
so  ist: 

4sl»«SMl6»lir^+48IBC8lllrfsillZl=5  7gqrgjr-  +  r^^  »Ä 

ftfr  dias  sphSrische  Kreisviereek,  und  da  noch 

sina,&inb.&\nc,6md=^Vkt.ß,a\ß*, 
so  erhält  man: 

16a.p.a'.i3'ainiF«  =  IdMT--  16K^  =  16ilf  (J—  V) 

=  l63iP=l6M.ß.ß' 
und 

.    ,„«      üf      sini(5— a).8in4(5— &).»inj(5 — c).slDj(f— rf) 
sin  ir  *  =  — ,  = 7 j — ^ • 

coSa*  cos^ .  cos^-i .  cos  Xß 
Ebenso  Ist: 

a.j3. «'./?' coslF«=  V(M^N)=  UP=  ü.ß.ß': 

folglkb : 

jj       coS5.cosi(s'  — a).cos^(5' — Ä) .  cos  «(*' —  c) 
^  acr  a         0         e         d 


woraus 


cos  3 .  cos  ^ .  cos  s"  •  cos  ^- 


taogiF«=^, 


Da  cos iF=: cos IF*— sin iF',  so  ist: 


oder 


,_      l(cosa4-cos6  4-cosc-|-cos<2)     .    '«   ,       ö         cd 
eo«i/^= ^^ i 3 tan^ftang^-tang^tg^, 

cos  5" .  cos  ^ .  cos  o .  cos -^ 

wenn  man  für  R,  P  and  Q  ibre  dnrcb  dieBogea  a,6,c,  d  aus- 
gedrückten Werthe  setit. 

Einen  Ausdruck  für  tang^F^,  worin  alle  Seiten  und  Winkel 
dtes  allgemeinen  sphäriscben  VIereek«  vorkommen ,  erbik  man  dnroh 
die  folgenden  Betrachtungen. 


112      srrrh/kf:    Vföff  rf/c  Fl/lrhr  dfn  sp&ilrinehen  Viereck*. 


=  coßi(o+6)»  +  co8i{c  +  *Z)«+8ina.sinÄ.to6.\ß*+8iiic.8iii<tco8ii 


=  coei(ö  +  e)»  +  coaä(n  +  (0'+sinö.sinc.co8;C2+8inff.8inrf.coBj,l»,^ 

wenn  g  die  zweite  Diagonale   des   epbärischen  Vierecks   bezeicb' 
riet;   so  iel: 

2(cc,sie''-cos.i.9»)='2sini(a-c)8iiiU(f-6)co8Ua  +  *  +  c+rf) 

-|-sinasinAcosifi'-f  6incGineZco8i/|l' 

—  sinAsinccosiC*  — ainaBiadcosiA^ 

=    2aini(a-c)siiii(*i-A)co9l(«+6+c+rf)+4«|3co6iB*+4tt'j3'coelO«, 

—  KyS  cos  J  C  —  4y'5'  cos  4  j4'  , 


Da 


_(t.-H3coBg)(g'+fycosO)-|3)3'aingBin/) 


cosi(/'+n=':osif  =- 
80  ist  auch: 

cos  U'.cos  46"=««' +  a'/ScosP  +  ojS'cosO  +  |3ß'co8(ß+ /*), 
co8ir.cosäff''=:eo'  +  /dcosC  +  yÖ'co8^  +  ;3P'cos(C+ ^); 

durch   SubtractioD    dieseT    beiden   Gleichungen   von  einander   wird 
erhallen : 

cos4F(co8ie* — cu8^j^)=B'|5co8fi-|-c[^'co8/>  — /äcosC — fS'cosA 

+  pj3'cos(ß  +  Z>)~cn8(C+^)), 

oder,   wenn  man  die  Cosinus  der  halben  Winkel  einführt; 

cos{fCco8jc»-cosiff')=-B'(3-a^'+/Ä+r^'+2"'/3cosißSf2«(J'cosil>" 
— 2/öcosiC*— 2yä'cos4^H2|S|3'(cos.Uß+0)''-cos;(C+,(l)«) 
=     gin!(o— c)sini(d— fi)+2o'^co8äß»+5o|S'co8iO= 
-2/dcoslC«-2)'Ö'cosM*+2|3^'(co8j(Ä+0)*-co9i(C+^)«). 

Setzt  man  fflr  cosie" — coslp*  den  früher  enlwickelten  Werfh,  so 
erhält  man: 


r 


Slre/ilte:    l'eder  ttie  Flächt  des  sp/iHific/ien  l'fnrtiix.      1|3 

J         sin  Ha  -  cjsiii  l(d—b)  +  2c'j3cos  iß>  +  '-'ajS'cos  ;ÜS  1 

_  I  — 2y'gL'OBiC«-2ya'cosi^'+2)3j3'(c.>8ig+/>)''-co8;(C'+^)')  1 

Zieht  roan  cos^F  von  1  ab  und  legt  ihn  xv  I  hinzu,  kii  gelangt 
man  za  folgendem  Ausdruck  von  langjF^: 

tanglf 

i  ~8ini(«-c)8ini(,i-6)8inJ»H{''-«')(^eo8;ß»-|3'co8;//')  ) 

{  -(y'+y)(öco8iCHÄ'coaU'')  +  l3|3'{cosJ(Ä+0)a-cos;(C+.^)«)  ( 

Wenn  das  ephSrische  Viereck  in  einen  kleineren  Krel«  der 
Kugel  eiaheschrieben  ist,  sa  verschivindet  im  Zlihler  und  Ni<nner 
von  tangJF*  das  in  ßß'  multrplirirte  Clied,  iveil 

ß  +  D=C+A   und   co8l(B  +  D)^^c«sHC-^  Af. 
Das  Letztere  erhellet  auch  aus  Folgendem.     Da 
(UinnsiiiäBinß  +  ^sincsinf^siti/))^ 
+  sinosiii6sinc8ifldcosKß  +  ö3*  =  'W?' 
und 

(i  sin  b ein csin  C-Hc»iua s'id  ds'iu  J)' 
-|-8ina8in68incBinf/GOsUC+i4)^=  /^T, 

^■inasinAsiiiB,  ^Hincsin</Bini>,  ^sinftsincsin  C  [.suinmiulmaA 

nach  einander  den  dreifnchen  Cubikinhalt  der  Tetrueder  SIABC, 
MACD,  MBCD,  MABD  hezeichnen,  «enn  M  der  Mittelpunkt 
ix?  Kugel;    so  hat  man: 

^^  (3r+3Fr+8in«sinfi8inc8inrfcos^(ÄH./>)a 

^^  =<3o  +  3cO''  +  8ino8inA8inc8iiidcosKffvi)«, 

wo  F,  V,  V  und  v'  den  Cubikinhalt'  der  genannten  Tetraeder 
auBdrflcken.  Fallen  die  Punkte  A,  B,  C  und  D  in  eine  Ebone, 
1  Tk«il  XXXV.  8 


tttn§Mmi^Qkem  fir  SetOir. 


wie  es  bei  dem  asf  der  Knfd  beisdbcben,  ät 
eiabecchriebeDen  Vierecke  sUtÜiMlel.  so  ist    F^  V= 
deshalb  e«ii(B  +  0)»  =  «MMi{C+^. 


XID. 

Uebaagsaufgabea  für  Schüler. 


Lehrsatz  and  Aufgabe. 


a  Herr 


llr    Uttu   RÖklcn 


Sats 


o  Kön!ßr.  IViir 


A  ist  ein  beliebiger  Pnnict  einer  Fläche,  AO  die  Nonnal 
O  der  Alitlelpunkt  eines  HaoplkrümmungsbreiGes,  dessen  Ebf 
Howobl  AO  als  auch  die  Tangente  einer  Krümmungslinie  von  i 
entbfill.  Man  ziehe  irgend  eine  Linie  durch  A  auf  der  FlScb« 
die  FlSchen-Normalen,  deren  Fusspunkte  auf  dieser  Lii 
schneiden  die  Normat-EheDe  in  einer  Curve  c.  Da  eich  dura 
A  beliebig  viele  Linien  auf  der  Fläche  ziehen  lassen,  so  i 
man  auch  auf  der  Normal-Ebene  unendlich  viele  Schnittcurven  ^ 
Alle  diese  Curven  haben  in  O  eine  gemeinsame  ' 
gentc,  welche  mit  der  Tangente  der  Krünimungs 
parallel  ist.  Die  Aufgabe  besteht  darin,  zu  bestimmen,  welcfid 
von  den  Curven  e  in  O  den  grüssten  und  welche  den  kteinsta 
KrfimuiungehalbmeBSer  hat;  welcher  Zusammenhang  Bndet  stal 
zwischen  dem  Krümmungshalbmesser  einer  Curve  c  und  dem  Wild 
kel,  welchen  die  entsprechende,  durch  A  anf  der  Fläche  gezffl 
gene  Linie  mit  der  Krümmungslintp  bildet. 


M  i  s  c  e  1  1  e  D. 


*  Auf  Antrag  der  DireclioD  der  k.  (t,  Marine-Sternwarte  in  Tri  est 
n  jetzt  an  den  Ktiaten  des  adriatischen  Meeres  Beobachtangen 
3ber  Ebbe  und  Fluth  mit  selbslregistrirenden  Plutbmessern  ange- 
stellt und  Seitens  des  k.  Ic.  irsteireichiscben  Marine- Obercomman- 
dos  und  der  k.  k.  Central -Seebebürde  krüitigst  unterstützt  und 
gefurdert.  Das  grosse  Interesse  und  die  grosse  Wichtigkeit  die- 
ser Beobachtungen  liegt  klar  vor  Augen  und  fordert  zu  dem  leb- 
baßesten  Datike  gegen  die  genannten  hoben  Seebehürden  auf.  Es 
macht  mir  daber  besondere  Freude,  den  Lesern  des  Archivs  einen 
von  dem  verdienten  Uirector  der  k.  k.  Marine-iSternwarte  in  Triest, 
Herrn  Professor  F.  Schaub,  mir  gütigst  übersandten  Auszug  aus 
der  Triester  Zeitung  (1860.  Nr.  54.)  nachstehend  mittbeilen  zn 
kSnnen,  worin  eine  zivar  kurze,  aber  völlig  deutliche  Beschrei- 
bung des  auf  der  Rhede  von  Triest,  am  äusseren  Ende  des 
Molo  Sartorio  aufgestellten  eelbstregistrirenden  Fluthmessers 
gegeben  ist.  Ausserdem  bin  ich  aber  Herrn  Director  Schaub 
vorzüglich  dankbar  für  die  mir  gleichfalls  mitgetbeilto  besondere 
Abbildung  dieses  Fluthmessers,  welche  die  Leser  auf  Taf.  II.  finden 
werden,  welche  jede  Dunkelheit,  die  vielleicht  die  nur  kurze  Mit- 
theilung aus  der  Triester  Zeitung  noch  übrig  lassen  sollte,  voll- 
ständig beseitigen  nird.  Späterhin  hoffe  ich  den  Lesern  des 
Archivs  weitere  Miltheilungen  über  diese  interessanten  und  nich- 
tigen Beobachtungen,  so  ivie  vielleicht  auch  über  deren  Resultate, 
machen  zu  können.  G. 

Fluthpei^cl     nnd     Ebbe     and     Flath     im     ndriatifichfn 
Ideere. 

In  Anerkennung  der  vrissenschaftlichen  und  praktischen  Wich- 
tigkeit einer  genauen  Kenntniss  des  Verlnufes  von  Ebbe  und  Fluth 


11« 


VisceüeH. 


im  adrialischen  Meere  wurde  als  Anfang  einer  umfasseiiHen  Reiha 
von  Beobachtungen  auf  Antrag  der  Direction  der  Marine-Slers 
Harte  ein  seliiatregifilrireniler  Fluthmesser  in  der  Rhede  von  Triest, 
am  äussere»  Ende  den  Molo  Sartorio  uurgestellt.  Die  Knste* 
(liefies  Apparates,  vieicher  seit  October  v.  J.  in  Thäügkeit  ist; 
wurden  zu  gleichen  Theilen  von  dem  k.  k.  Manne-ObercommanA 
lind  der  k.  k.  Central  Seebehörde  gelragen.  Seine  Einrichtung  L 
im  Weseiitlic'lien  übereinstimmend  mit  der  Einrichtung  der  bekanir 
ten  Aulngrapheii  l'iir  den  Luftdruck.  Ein  senkrecht  stehet 
Rnhr  von  Q  Zoll  Durchnieseer  ist  mit  dem  Meere  derart  in  VeN 
bindurig.  dass  das  Wasser  im  Rohre  stets  mit  dem  Süsser« 
Wasserspieiiel  in  gleicher  Hübe  steht.  Um  eine  Rolle 
Schnur  geschlungen,  »eiche  an  dem  einen  Ende  einen  auf  de( 
Waeserfläcbe  im  Rohre  schwimmenden  Körper,  an  dem  andoi 
Ende  «in  Gei^eilgenicht  trägt;  durch  das  Steigen  und  Fallen  dei 
Wassers  wird  sonach  die  Rolle  um  ihre  Axe  gedreht,  mittel« 
eines  gezahnten  Kaiea  wird  die  Bewegung  der  Rolle  auj'  ei» 
horizontale  Schiene  übertragen  und  im  Verhältnisse  von  6.44:, 
vermindert,  so  dass  ein  'Steigen  oder  Fallen  des  Wassers  < 
6.44  Zoll  eine  Verscbiebung  der  Schiene  nach  links  oder  rec 
um  einen  Zoll  bewirkt.  Durch  ein  Uhrwerk  wird  ein  Cylindor  «a 
S  Zoll  Durchmesser  und  18  Zoll  Höhe  in  24  Stunden  einmal  i 
seine  horizontal  liegende  Axe  gedreht.  Ein  ZeichenPtift,  weldu 
mit  der  früher  erwähnten  Schiene  verbunden  ist,  wird  duidb  < 
Ucwicht  leicht  an  die  Oberfläche  des  Cylinders  gedrückt,  lud« 
einerseits  der  Stift  der  Bewegung  des  Wassers  folgt,  anderersei 
aber  der  Cjiin.ler,  auf  welchem  er  zeichnet,  um  seine  Ase  l 
dreht  wird,  erhält  man  auf  einem  um  den  Cylinder  gewickelt! 
Blatte  eine  krumme  Linie,  von  welcher  die  einer  beliebifjen  2 
entsprechende  Wasserfaühe  mit  Genauigkeit  angegeben  vvUd. 

Als  Ergebnids  der  bisher  von  dem  Fluthwasser  gemaehM 
Aufieichnungen  kann  vorläuf^  erwähnt  werden,  dase  in  Triest  d 
Verlauf  vonEbbe  und  Fluth  im  Allgemeinen  mit  der  Theorie  ti 
Laplace  vollkoniRien  (ibereinstimme,  und  nur  ausnahmsweis«^ 
Bewegungen  des  Wassers,  die  ganz  anderer  Natur  und  hanp 
sachlich  eine  Folge  der  herrschenden  Winde  sind,  gestört  f 

Ein  ähnliches  Resultat  geben  auch  die  während  des  verflo: 
senen  Herbstes  und  Winters  durch  das  k.  k.  Marine-Obere 
an  verschiedenen  Punkten  in  den  Gewässern  von  Venedig  vfir^ 
stalteten  stünrilichen  Aufzeichnungen  des  Wasserstandes. 

Um  aber  d^s  Gesetz  der  Folge  von  Ebbe  nml  Fluth  in  di 
ganzen  Ausdehnung  des  adriatischen  Golfes  mögliclist  genau  kei 
nen  su  lernen,    werden   mehrere  selbstregistrireude  Fluthniesatl 


nach  dem  Moster  des  in  Triest  errichteten  an  Reeigneten  l'onklei 
d«r  KGete  in  iiächäler  Zeit  aufgestellt  werden. 


Bemerkuiigeiküber  d.ts  Raiiniinliniicbeii  derNenuer  der  Brüche. 

Von  Herrn    Dr.  Zehfuas    in    II  eidptlierg. 

Es  sei  Aa,  eine  Summe  oder  sonstige  ganze  rationale  Function 
der  von  einander  unabhängigen  m  Quadratwurzel-AuGdrücke: 


V«! 

V«i, 

Vffa 

Vfln,- 

,     Va„. 

Alsdann 

m 

d  man 

den  Neil 

ler  des  B 

mches 

-j^  stets  auf  die  Form 

ß™- 

+  B-„^ 

■  Vom 

brin^n 
nung  ga 

kSt 

nen.  wo  ß„-i 
Polynome  sind 

itiul  B'„ 
,  welche 

-I  im  Sinne  obiger 
nur  noch  die  m  — 1 

Bezeich- 
Radicale 

Vni. 

Vfl.,... 

Va™- 

, 

enthalten.  Um  also  das  letzte  Radkal  V<im  ganzlich  aus  dem 
Nenner  zu  entfernen,  genügt  es,  den  Bruch  in  Zahler  und  Nen- 
ner mit  Bm~\  —  ß'm-i-Vflm  zu  multipliciren.  Der  reue  Nenner, 
tu  Bezug  auf  Vini-i  genrdnet,  ist  alsdann  oSenhar  ron  der  Form 

C,„_a+  C"„_a.Vo™-i, 

also  verschwindet  auch  das  Ra'lical  Yam—i,  wenn  man,  da  Cm— 3 
und  C'm-a  nur  die  Railicale  A-'n,  ,  Vfia- ■■■■  Vom-B  enthalten, 
Zähler  und  Nenner  de»  neuen  Bruches  mit  Gi,_2 — Cm— a-VOm-» 
multipticirt,  und  der  neu  entstehende  Nenner  ist  dann  augen- 
scheinlich von  der  Form; 


ü„ 


-  D-,,, 


j.  Vflm- 


welcher  ganz  Shnüch  behandelt  iverden  kann.  Indem  man  also 
immer  heKiiglich  der  wegxuschtiffenden  Wurzelgroase  ordnet,  ge- 
lingt es  durch  die  obige  elementare  Methode,  eine  nach  der 
andern  wegzubringen,  nur  muss  man  nicht,  wie  Herr  Unferdin- 
ger  gethan,  die  etwa  erscheinenden  Prodncle  zweier  Radicale  als 
neue  selbstständige  Warzel<!r rissen  behandeln,  was  freilich  nicht 
zum  Ziele  führt.  Fs  kann  also  jeder  Bruch,  dessen  Nen- 
ner eine  ganze  rationale  Function  der  »i  Wurzelaus- 
drücke V  a,,  Voi,  ....Vm  iHt,  durch  eine  Reihe  vonm 
ganz   tiestimniteii    algebraischen   0}ieratioiien    in    allen 


118  MisceUen. 

Fällen    in    einen    solchen    mit    rationalem    Nenner    vei 
wandelt   werden. 

Nachsatz.     Dieser  Satz  gilt  nicht  allein  für  Quadratnurzelt 
sondern  auch  für  einen  Nenner,  der  beliebige  ni  Radicale 

vom  nten  Grade  enthSIt.    Der  Nenner  ist  dann  von  der  Form: 

B«-i  +  ß„_,  Va„  {-  ß^   j  V«^  +  -...  +  B^^Zi  •  V"!,"'- 

Das  Uadical  Vom  verschwindet,   wenn  man  Zähler   und  Nenni 
mit  n  —  l   Polynumen   muUiplicirt,    welche  aus  dem   letztern  he 

vorgehen,  indem  man  Vfm  mit  «Vomi  c^Vinif- «"''Vfliii  no 
tiplicirt,  via  a  eine  eigentliche  Wurael  der  Gleichung  ci"=l  ist* 


Auszug  aus  einem  Sehi-eibeii  des  Herrn   Rector  Dr.  Nagi 
)D  Ulm  an   den  Herausgeber. 

Die  in  Ihrem  Archive.  ThI.  XXXIV.  Heft  I.Nr. IL  S. 6.  b 
handelte  Aufgab«  möchte  sich  vielleicht,  ebenfalls  algebratact 
folgenderniassen  kürzer  lösen  und  construiren  lassen: 

Es  sei  die  Grundlinie  des  geß;ebenen  Dreiecks  g,  die  HShe 
so  ist  sein  Inhalt  ^.    Von   dem  gesuchten    gleichseitigen 
ecke    sei    dte   Grundlinie   —2a:,   so  ist  die  Hiihe   =V"4a:"- 
=  V"3i>  =  a;\/3,  also  der  Inhalt  =a:'V3.    Mithin  ist: 


.WZ  =  ^^ 


9h      ^t—SL- 
2V3- 


Mithin  ist  x  die  mittlere  Proportionale  ztvischen  dem  6ten  Tbeilf 
der  Grundlinie  und  zwischen  der  Hübe  eines  gleichseitigen  Dre| 
ecks,  dessen  Grundlinie  2A  ist,  woraus  sich  folgende  Constnic 
lion  ergibt,    offenbar  viel  einfacher,    als  in  dem   genannten  Hef( 

lleaer  Gclef^enheil  auf  einen  Aufsatz  dea  Hei 
I   iilicr  ilen  vorliegenden  Gegenilanil   im  A  rcM 


)  Tch 

ver 

wein'-,  bei  d 

Doclor  Gr 

she 

in  Cassc 

TIM 

XIII. 

Nr 

IV.  s.  m 

Seile  8.,  wo  vorber  das  gegebene  Dreieck  in  ein  Quadrat  rertvan- 
delt  ffird  (Fig. 2.  daselbst)  und  dieses  hierauf  nach  Fig.  3. d.s. iv. 
behandelt  werden  soll. 

In  Taf.  II.  Fig.  2.  sei  ABC  das  gegebene  Dreieck;  von  der 
Grundliaie  BC=g  schneide  BD^lBC=lg  ab;  auf  fiC errichte 
in  B  ein  Perpendikel  und  durch  A  ziehe  eine  Parallele  mit  BC, 
bis  sich  beide  in  E  schneiden,  so  ist  BE  =  h.  Verlängere  BE 
ao  nach  F,  dass  BF  =■  BE  ist,  und  beschreibe  über  EF  das 
gleichseitige  Dreieck  EFG ,  so  geht  die  Verlängerung  von  BC 
durch  G,  weil  BG  Halbirungsperpendikel  von  EF  ist,  und  BG 
ist  =BE.V3=hv'3.  Beschreibt  man  daher  über  6/>einen  Halb- 
kreis, der  BE  in  B  schneidet,  so  ist  BH  die  mittlere  Proportio- 
nale ztrischen  BD  and  BG,  also  ist  BB  =  a:,  oder  die  halbe 
Seite  des  gesuchten  gleichseitigen  Dreiecks,  also,  wenn  BK=^BH 
gemacht,  BL\\  JEG  gezogen  und  £L  gezogen  wird,  ^HKL^^ABC. 

Aehnlich  verfährt  man  bei  der  zweiten  Aufgabe.  Uebrigens 
weiden  alle  Aufgaben  über  Verwandlungen  gegebener  Figuren 
in  andere  von  gegebener  Form,  so  wie  eine  grosse  Reihe  von 
Aufgaben  über  Theilungen,  wenn  die  Form  der  Tbeile  gegeben 
ist,  auf  rein  geometrischem  Wege  am  elegantesten  durch  Bei- 
ziehnng  des  bekannten  Lehrsatzes  gelöst:  Wenn  drei  gerade 
Linien  stelig  proportionirt  sind,  so  verb alten  sich  zwei  auf  der 
ersten  und  zweiten  construirle  ähnliche  Figuren  zu  einander  wie 
die  erste  Linie  zur  dritten. 


Einfache  Methode,  die  Reste  der  Zahl  9^     bei  der  Division 
durch   die  Primzahlen  zn  finden 


Von  Herrn  A.  Mi 


II  balholiachen  G^'in- 


Man  suche  nach  dem  Satze;  ,,Ein  Produkt  gibt  bei  der 
Division  durch  eine  Zahl  denselben  Rest,  den  auch  das  Produkt  der 
Reste  gibt,  die  entstehen,  wenn  man  die  Faktoren  durch  diese 
Zahl  divldirt"  in  der  Reihe  der  Potenzen  von  9  diejenige,  welche 
bei  der  Division  durch  die  PrimzabI  den  Rest  1  gibt,  alsdann 
den  Rest  von  9*  bei  der  Division  durch  den  Exponenten  jener 
gefundenen  Potenz,  dann  ist  man  im  Stande  9^^  als  ein  Produkt 
darzustellen,  wovon  ein  Faktor  für  die  Primzahl  den  Rest  )  gibt, 
folglich  bestimmt  der  andere  den  Rest 


Will  man  anf  diese  Weise  den  Rest  von  9*    hei  der  DiviRi« 
durch  II  bestimmen,  so  hat  man: 


1)  Potenzen : 
Reste  bei  der  Division  durch  II: 

2)  Potenzen : 
Reste  hei   der  Division   durch  5: 


y>    9"    9'     9*    9» 
9      4      :i      5      1 


Weil  9»  für  5  den  Rest  I  gibt,  so  gibt  ancb  (9'')*=9»  de; 
1   und  folglich  99=9«. 9  den  Rest  4,    und  somit  ist  9»  =  5a:+. 
und  99«^9si+*=(06)i.a4.     Oa  uun  9»  für  II  den  Rest  1  gibt, 
gibt  auch  (9")'  den  Rest  I  und  somit  9^    den  Rest,    nelchen 
gibt,  also  den  Rest  5. 


Wollte  man  den  I 
den,  so  suche  man  i 
der  Division  durch  5. 


}est  von  9**      bei  der  Division  durch  II  üi 
ach  obiger  Methode  den  Rest  von  9' 
Dieser  ist  4,    folglich    9**  =  % +  4 


9«     ^9»v+«  =  (9'')!/.9*.     Da  (9«}s  für  Jl  den  Rest   1    und  9* 
Rest  5  gibt,  so  gibt  9»'    den  Rest  5. 

Man  sieht  leicht,  dass  alle  Potenzen  von  der  Form  9^ 
der  Division  durch  II   den  Rest  5  geben,   ireil,   wie  die  zwtM 
Reihe  der    Potenzen  und  ihrer  Reste   zeigt,  die  Potenzen  von 
mit  ungeraden  Exponenten    den  Rest  4   haben    und  9*  ""  Unnie 
eine  ungerade  Zahl  ist,  daher  9«*'  "  =  9'^+*  =  (9'')».9*. 


Fehler 

In  ScbrSn'a  siebe nstelliirea  liOKarithmentafeln,  IStc 
reotyp-Aufiftabe  von  1860: 

Taf. I. S.  174.  Fusstafel,  Spalte  "'",  Z.  I.  statt  1J5.40  lies:  0.15."^ 
ebendaselbst  Z.3.  statt  0.36.40  lies:  2.36.' 

Braunscbweig  am  27.  Februar  1860. 

Taf.iI.S.324.  Differeni  zwischen  logBin20<>6'  30"  und  40"  statt  671 
lies  575. 
Braunschweig  am  23.  Mai  1860. 

Ft.  Vieweg  &  Sah 
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Ueber  die  Aufgabe,  einen  Kreis  zu  beschreiben,  wel- 
cher drei  gegebene  Kreise  berührt. 

Von 

Herrn  Ferdinand  Kerz, 

RUtineitter  in  der  Grostherzogl.  Hessischen  Gendarmerie  zu  Darms  t ad t. 


«..    ' 


Vierte    A  b  t  fa  e  i  1  u  ii  g  *). 

§.  123.      ^ 

Die  in  §.  92.  gestellte  Aufgabe ^  einen  Kreis  zu  beschreibe«, 
welcher  zwei  gegebene  Kreise  berührt  und  einen  dritten  gegebenen 
Kreis  rechtwinkelig  schneidet,  und  welche  wir  als  die, allgemeine 
Aufgabe  erlcannten,  einen  Kreis  zu  beschreiben,  welcher  zwei  ge- 
gebene Stficke  (Kreise,  gerade  Linien  und  Punkte)  bervibrt,  und 
dessen  Mittelpunkt  in  einer  gegebenen  geraden  Linie  liegt,  kann 
auch  noch  für  eine  andere  Klasse  von  Aufgaben  als  allgemein 
gelten,  bei  welchen  es  sich  nämlich  darum  handelt,  von  drei  be- 
liebig gegebeneli  Stücken,  unter  welchen  sich  wenigstens  ein 
Kreis  befindet,  zwei  zu  berühren  und  den  gegebenen  Kreis  recht- 
winkelig zu  schneiden. 

Diese  ganze  Klasse  von  Aufgaben  lässt  sich  nun  ebenso  au8 
den  Aufgaben  der  zweiten  Abtheilung  dieser  Abhandlung  ableiten 
wie  die  Aufgaben  der  §§.  104.  und  105.  aus  denen  der  ersten  Ab- 


*)  Fortsetzung  von  ThI.  XXVIII.  Nr.  XXI.  S.  402.— 419.  Alle  zu  die^ 
ser  vierten  Abthciliin<>;  gehörenden  Figurentafeln  Taf  III  bis  Taf.  VI. 
sind  rait,,Kerz''  bezeichnet,  und  die  Figuren  auf  den^fiben  ohne  Unter- 
brechung von  Fig.  I    bis  Fig.  12.  gezählt. 

Theil  XXXV.  9 


i^aben  $$.  104 
zunehmen  las* 


teber  die  Aufgabe,  einen  hrei»  sn  liesdireibeu . 

ir   wollen   aber    der  Kurze  vie^eii  eine»  andern  Wh 

ind  die  HallimesBer  der  zu  lietiihreTiden  Kreise  (A^ 

itid  105)  nach  und   nach   nieder  unendlich  ah- 


fi.   124. 


Verkleinert  sich  der  Haihniesser  des  Kreiset«  m  (Fig. '2.  und 
Tal'  VII.  ThI.  XXVIII.),  bei  ungeänderfem  Halbmesser  des  Ki 
ses  M,  SD  lange  bis  er  unendlich  klein  nird,  der  Kreis  m 
iu  einen  Punkt  übergeht;  so  lallen  mit  diesem  Punkt  m  (Fig.  I.) 
die  Bcrübrungspunkte  b'  und  fi*  und  sowohl  der  äussere  und  innere 
Aehnlichkeitspunkt  9t  und  ^,  ivie  auch  der  Süssere  und  innere 
Aehnliuhkeitskreis,  91  und  %  zusammen  (§.32.  und  42.);  daher  isl 
die  gerade  Verbindungslinie  irr  des  gegebenen  Punktes  m  mit 
dem  Mittelpunkt  a  des  rechtwinkelig  zu  schneidenden  Kreises  zu- 
gleich die  äusmere  und  innere  Aehnliehkeitsase  (§■  US.  und  lO'^.) 
und  die  Aufgaben  der  §§.  104.  und  WS.  vereinigen  sich. 

g.  155. 

Verkleinert  sich  nuntaehr  auch  der  Halbmesser  des  Kreises 
M  bis  er  unendlich  klein  ivird  (Flg.  2.),  der  Kreis  M  also  eben- 
l'alls  in  einen  Punkt  übergeht,  mit  dem  die  ßerührungspunkle 
B'  und  £3  ziisammenralltn;  so  fällt  für  diese  Punkte  m  und  itf 
der  äussere  Aehnlichkeitspuokt  91  in  der  Richtung  mM  ihret 
geraden  Verbindungslinie  beiderseits  unendlich  weit  weg  (§.  35.) 
und  ihr  äusserer  Aehnlichkeilskreis  ist  die  in  dem  HnlbirungR- 
punkt  ^  ihrer  Entrernung  auf  diese  senkrecht  errichtete  gerade 
Linie  a'a"  (§.  4Ö.). 

Hieraus  ergieht  sich  die  äussere  Aehnlichkeitsaxe  als  die 
durch  den  Mittelpunkt  a  des  rechtwinkelig  zu  schneidenden  Krei- 
ses gehende  mit  der  geraden  Verbindungslinie  mM  der  gegebeoen 
Punkte  parallellaufende  Linie  oSl  (g.  05.). 


g.  1-26. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  zwei  Kreise  M  und  a  und 
ein  Punkt  rn  (Fig.!.);  man  soll  einen  Kreis  beschreiben,  welcher 
den  einen  Kreis  M  berührt^  den  andern  a  recht»inkelig  schneide! 
und  zugleich  durch  den  gegebenen  Punkt  in  gebt. 


il'los 


erhinde   den    (Vlittelpunkl   <i   dec 


welcher  drei  gegebene  Kreise  öerühri.    4.  Atillieil.  [23 

schneidenden  Kreises  mit  dem  gegebenen  Punkl  m  durch 
eine  Gerade  am,  so  ist  dieselbe  die  äussere  (und  imiere] 
Aehalichkeitsase  (§.  I-J4.}. 

Der  gegebene  Punkt  m  selbst  ist  zugleich  di-r  äussere 
(und  innere)  Aehnlichkeitskreis  8(  (3)  {§.  124.);  daher  er- 
glebt sich  die  äussere  Axe  als  Linie  gleicher  Potenzen 
{iy  O")  des  g^ebenen  Punktes  in  und  iles  rechtwinkelig 
zu  achneidenden  Kreises  a  ($.  104.  2,). 

^)  Aue  dem  Huujitpnnkte  Ü  der  äusseren  Aebnlichkeits- 
axe  a%  lege  man  an  den  rechtwinkelig  /u  j^chneiilendeii 
Kreis  eine  Tangente,  beschreibe  mit  der»elben  den  Haupt- 
kreis  der  äusseren  Axe  (§.  18.  7.)  und  he)<tinime  zu  die- 
sem und  dem  zu  beriihreDdeu  Kreise  Jtf  die  Linie  glei- 
chet Potenzen;  so  ergiebt  sich  als  Durchscbniltspunkt 
dieser  Linie  mit  der  äusseren  AeliNlichkeitsoxe  aSI  der 
Pol  P  der  Uerübrungspunkte. 

Aus  dem  gefundenen  Pole  P  beschreibe  man  mit  einer 
ah  den  zu  berührenden  Kreis  M  gelegten  Tangente 
PB'(.=  PB^)  als  Halbmesser  den  Bestimmungskreis  der 
Berührungspunkte;  so  ergeben  sich  letzlere  als  Durch- 
schnittspunkte  B'  und  B^  beider  Kreise  P  und  J/. 

Onrcfa  die  geraden  Verbindungslinien  der  gefundenen 
Berührungspunkte  B'  und  B^  mit  dem  Mittelpunkte  Jü 
des  zu  berührenden  Kreises,  resp.  deren  Verlängerungen, 
ergeben  sich  als  Durcbscbnitlspunkte  mit  der  gussereti 
Axe  O'O"  zwei  Punkte  W  und  Itl^  nelcbe  die  Mittel- 
punkte nveier  Kreise  sind,  die  beide  der  Aufgabe  ge- 
nügen. 


g.  1-27. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  zvrei  Punkte  itfunrl  m  und  ein 
Kreis  u  (Fig.  %)-,  man  soll  einen  Kreis  beschreiben,  der  den  ge- 
gebenen Kreis  a  rechtwinkelig  schneidet  und  zugleich  dnreh  die 
gegebenen  Punkte  geht. 

sung.     Man  bestimme: 

1)     die  äussere  Aehnlicbkeitsaxe  a%  {§.  125.). 

~^2)  Man  halltire  die  gerade  Verbindungslinie  Mm  der  ge- 
gebenen Punkte  durch  eine  Senkrechte  St'St",  so  ist  diese 
der  zu    den    Punkten   itf  und  m  gehörige  äussere  Aehn- 


*>/■%.■    (eher  itie  iiifgnbe,  einten  hreit  %ii  heschrelben. 

lichlceitskreis  (§.  I'2S.)   und    daher   zugleich    die    äusaei 
Axe    O'O"  (S.95.  und  5.32.  I.),   welche  den    rechlw 
lceli<^  zu  schneidenden  Krei»  o  entweder  schneidet 
nicht  schneidet. 

Schneidet   sie    ihn,    so    suche  man  zu  einem  der  Di 
schnillspunkte   (O,   oder   0„)    und  einem  der  gegebeai 
Punkte,  Dl  oder  jU,  die  Linie  gleicher  Potenzen  (g.  52.  5. 
H'odurch   sich  als   Durchsclinittspunkt    dieser  Linie 
der  äusseren  Axe  oStt   der  Pol  P  der   Berührungspuni 
ergiehl. 

Schneidet  sie  ihn  nicht  (wie  in  Fig.  %),  so  beschi 
man  den  Hauptkreis  O  der  Susseren  Äxe,  bestimi 
XU  ihm  und  einem  der  gegebenen  Punkte,  etwa  M, 
Linie  gleicher  Potenzen;  so  ergiehl  sich  als  Du 
echnittspunkt  dieser  Linie  mit  der  äusseren  Aehnlicl 
keitaaxe  0%  der  Pol  P  der  Berührungspunkte  fär 
Punkt  M 

Diesen  gefundenen  Pol  P  verbinde  man  mit  dem  ziif 
hürigen  Punkt  M  durch  eine  gerade  Linie  PJ^,  erricl 
auf  diese  in  dem  Endpunkte  93  eine  Senkrechte,  weh 
die  Süssere  Axe  O'O"  in  dem  Punkte  DI,  dem  Mitt 
punkte  des  zu  suchenden  Kreises,  schneidet,  füi 
zugleich  diese  Senkrechte  MXH  selbst  der  Halbi 


An  [gäbe.     Es  sind  gegeben:  zwei  Kreise  a  und  ni  und  t 
gerade    Linie   M'M"  (Fig.  3.);   man  soll  einen  Kreis  bescbreÜM 
der  den  gegebenen   Kreis    a  rechtwinkelig  schneidet  und  den  g 
gehenen  Kreis  m  und  die  gerade  Linie  lU'ltt"  gleichartig  berObt 
d.  h.  beide  ausschliesst. 


Auflii 


ng.     Mun  bestimme: 


1)  die  äussere  Aebnlichkeitsaxe  aSI  (f.  95.) ,  der  äussi 
Aehnlicbkeitspunkt  %  ergiebt  sich  nach  §.  31.: 

'i)  den  äusseren  Aebniichkeitskreis  S(  (nach  §.39.},  welcl 
den  rechtwinkelig  zu  schneidenden  Kreis  a  entivei 
schneidet  (wie  in  Tig.  3.),  oder  nicht  schneidet 

Schneiden  sich  beide  Kreise  a  und  Sl ,  ^o  hat  mi 
in  der  t;eraden  Verbindungslinie  0,0„  ihrer  Scfam 
(lungspunkte  O,  und  0„  bereits  die  fiussere  Aze.  Schm 
den  sie  sich  nicht,  so  ergiebt  sich   die  Süssere  Aza  a 


0'(y   des  fiusseren   Aehnlich- 
rechtivinkeli«    zu  schneidenden 


Linie  gleicher  Potenzi 
keitskreises  91  und  He 
Kreises  a  (§.  95.). 

Im.ersteren  Falle  suche  man  zu  einem  der  Uurch- 
Rchnittsfiunkte  0,(0„)  und  dem  zu  berührenden  Kreise 
m  die  Linie  gleicher  Poteiizeii ;  eo  ergiebt  sich  als  Durch- 
schniltspunkt  dieser  Linie  mit  der  äueseien  Aebiilicb- 
keitsaxe  n91  der  Pul  p  der  Berührungspunkte  h'  und  li'^ 
l'{ir  den  zu  berührenden  Kreis  m. 

Im  letzteren  Falle  beschreibe  mau  den  Hiiuptkreis  O 
der  äusseren  Axe  und  bestimme  xu  dieetm  und  dem  zu 
berührenden  Kreise  ni  die  Linie  gleicher  Potenzen;  su 
ergiebt  Rieh  iils  Durchsehnittspunkt  dieser  Linie  mit  der 
äusseren  Äehnlicbkeitsase  aS(  der  Pol /i  der  Berührungs- 
punkte b'  und  b^. 

Man  verfahre  weiter  nach  §.  104.  4).  u 


Da  uacL  §54  die  äussere  Aehntichkeitsose  «31  die  Linie 
gleicher  Potenzen  der  Berührungskreise  M'  und  Itl^  ist,  so  muss 
auch  der  Durchschnitlspunkt  P  der  Susseren  Aehnlicbkeitsaxe  (i9( 
mit  der  gegebeneu  geraden  Linie  M'M"  der  zu  dieser  Linie  ge 
hurtge  Pol  der  Berühruni^Gpunkte  sein.  Verbindet  man  daher  P 
mit  0,(CIJ  durch  eine  Gerade  PO,  und- beschreibt  mit  ihr  als 
Halbmesser  aus  P  einen  Kreis,  so  schueidet  derselbe  die  gege- 
bene Linie  Ml\}"  iu  den  Punkten  B'  und  B^,  in  welchen  sie 
Fon  den  conjugirten  kreisen  HI'  und  nt^  berührt  wird. 


Hiernach  i 
■  gerade  Lii 


rgeben    si 
e  lyt'M" 


:h    die 

>ur  ki 


ijugirteii   Berührnngspunkte  tÜr 
Wege  als  für  den  Kreis  m. 


Die  Mittelpunkte  W  und  BI'*  der  conjugirten  Beriihrungskreise 
lindet  man  dann  als  Durchscbniltspunkte  der  in  den  Berührungs- 
punkten B'  und  B^  auf  die  gegebene  Gerade  M'M"  errietiteten 
Senkreehteu  mit  iler  fiitaseren  Äie   0,0.,  {O'O"). 


§.   130. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  zwei  Kreise  n  und  iii  und  eine 
gerade  Linie  M'M"  (Fig.  4.);  man  soll  einen  Kreis  beschreiben, 
der  den  gegebenen  Kreis  a  rechtninkelig  schneidet  und  den  ge- 
gebenen   Kreis   m    und    die  gerade    Linie  M'M"   ungleichartig  be- 


w 


Vetter  liir  Aiifgnlte.  einen  h'ri 


rilhrt,  i).  h.  den  Krc 
ausschliesBt 


«chliesst  iiHfi  die  s^raiU-  Ijinie    M'M" 


Man  bestin 


e  Aehii 


1)     die  innere  Aehiilichlceitsaxe  (i3  (§.  1U2.),  der 
li(;t)l(eiU[)util(t  3  ergiebt  sich  nach  §.:)!.; 

:i)  den  imierun  Aehnlichlceitskreix  3  (nach  fi- 40.)  und  die 
Linie  differenter  Potenzen  (Q,Ö„)  des  rechtwinkelig  ta 
schneidenden  Kreises  a  in  Bezu^  auf  den  inneren  Aehn 
lichkeitfikreis  3  (^  «7.  und  §.  «8) ;  sodann  den  Haupl- 
kreis  Q  der  inneren  Aehnlichketlsaxe,  welcher  den  t>ege- 
benen  Kreis  a  recbtivinkelig  (Schneidet  und  die  Peripherie 
des  inneren  Achnlichkeil^kreiscs  3  halbirt. 

'i)  7ia  diesem  Hauptkreis  Q  der  inneren  Aehnlichkeitsaie 
und  der  gegebenen  geraden  Linie  M'M"  ist  letztere  selbst 
die  Linie  gleicher  Potenzen  {§.  S'i.  I.),  daher  ihr  Durch- 
schnitt P'  mit  der  inneren  Aehnlichkeüsaxe  a3  der  Pol 
der  Benihiungspunkte  fi»  und  B\ 

4)  An  den  Hau]»[kreis  Q  lege  man  von  diesem  Pole  P^  eine 
Tangente  und  beschreibe  mit  ihr  als  Halbmesser  aus 
/"  als  Itlittelpunkt  einen  Kreis;  eo  schneidet  derselbe 
die  gegebene  Linie  M'M"  in  den  beiden  Punkten  B' 
und  B*,  welches  die  Uerührnngspunkte  der  beiden  con- 
jugirten  Kreise  für  diese  gegebene  Gerad«  M'M"  sind, 
die  beide  der  Aulgabe  genügen. 

5)  Die  Mittelpunkte  Dl^  und  1)1*  der  beiden  conjngirten  Kreise 
ergeben  sich  als  die  UurchKchnittspunkte  der  in  den 
beiden  Berahningspunkten  B^  und  B^  aur  die  gegebene 
Gerade   M'M"  errichteten  Senkrechten   mit   der  inneren 


S.   131. 

Wird  in  den  Aufgaben  der  g§.  138.  und  130.  der  Ualbmeseer 
des  zu  berührenden  Kreises  wi  unendlich  klein,  geht  also  der  Krws 
Hl  in  einen  Punkt  über,  so  fallen  mit  ihm  der  äussere  und  innere 
Aehnlichkeits|iunkt  sowie  der  äussere  und  innere  Aehnlichkeits- 
kreis  %  und  3  zusammen  und  die  beiden  Aufgaben  vereinigen  sich. 


Aufgabe.     Es  sind  gegeben:  ein  Kreis  a.  eine  gerade    Linie 


M'M"  uTid  ein  Punkt  m  (Fig.  5.);  man  soll  eiiien  Krei»  beschrei- 
ben, der  <ien  Kreis  a  rechtwinkelig  schneidet,  die  f^erade  Linie 
/ViV-  berührt  tin<l  durch  den  Punkt  m  geht. 

Aufllisung: 

1)  Die  gerade  Verbindungslinie  des  Miltelftunkteij  a  des 
gegebenen  Kieises  mit  dem  gegebenen  Punkt  m  bt  zu- 
gkich  die  äussere  (innere)  Aebnlicbkeitaaxe-  a9  (a^) 
C§.  124.), 

"1)  Die  Süssere  (innere)  Axe  ergiebt  sich  als  die  zu  dem 
gegebenen  Kreis  a  und  dent  gegebenen  Punkt  ta  gehii- 
rige  Linie  gleicher  Potenzen   O'O". 

;i)  Aus  dem  DurcbschnilUpunkt  beider  Axi'n,  dem  Uaupt- 
[lunkte  O,  beschreibe  man  mit  seiner  t^ntfernung  Ota  von 
dem  gegebenen  Punkt  m  den  Hauptkreis  der  Üusseren 
(inneren)  Aie.  Der  Pol  der  Berührungspunkte  (lir  die  t;ege- 
bene  gerade  Linie  HI'IU"  ergiebt  sich  als  Durcli«ci)nitts- 
jiunkt  P  der  äusseren  Aehnlichkeitsaxe  u3I  (am)  mit 
dieser  geraden  Linie  Afltf  (J.  1-29.). 

Aus  dem  Pole  P  beschreibe  man  mit  der  von  ihm  an 
den  Hauplkreis  O  der  äusseren  Aehnlichkeitsaxe  geleg- 
ten Tangente  den  Uestimniuogskreis  der  Berflhrungs- 
|)unkte;  so  ergeben  sich  letztere  als  Durcbschnittspunkle 
B'  und  B^  dieses  Kreises  mit  der  gegebenen  geraden 
Linie. 

I  B)  Uifl  Darchschnittspunkte  IR'  und  111^  der  in  den  gelun 
denen  Berührungspunkten  B'  und  B^  auf  die  gegebene 
gerade  Linie  lil'Jtl"  errichteten  Senkrechten  mit  der  äusse- 
ren Ase  O'O"  sind  die  Mittelpunkte  der  beiden  conju- 
girten  Kreise,  welche  der  Anl'gabe  genügen. 


i 


ö.  133. 

lAufgabe.  Es  sind  gegeben:  ein  Kreis  a  und  zwei  sich 
Meidende  gerade  Linien  ßJ'IH"  und  m'm"  (Fig.  6,);  man  soll 
Kreis   beschreiben,   welcher  den  gegebenen  Kreis  a  recht- 

ivinkelig  schneidet  und  die  gegebenen  geriiden    Linien  gleichartig 

berührt,  d.  b.  beide  ausschliesst. 


12JJ'       A'er»;    Heber  lUe  Aufgaö«. 


ireis  ;«  iietc/treiOen, 


g.  36  und  g.  93.)  aU    die    durch    den  Mittelpuukt 
lechtniiikelig  zu  schneidenden   Kreises  gehende  mit  der 
den   (von    den    beiden    gegebenen   geraden  Lini 
und  rn'm"  gebildeten)   Winkel   m'IVIH"  balbirendeD  Li 
aiVÜ  purallellaufenden  Linie  tnSl. 

2)  Dea  äusseren  Aehnlichkeitskreis.  Er  ergiebt  sich  (n: 
{.  50.)  als  die  den  (von  den  beiden  gegebenen  Lini« 
M'JW"  und  rn'm"  gebildeten)  Winkel  m'iVjW',  (also  d. 
Nebenninkel  des  Winkels  m'^M")  halbirende  Linie  Hfl' 
Da  nun  die  äussere  Axe  die  Linie  gleicher  Potenze» 
des  äusseren  AehnlichkeiCskreises  und  des  rechtwinkelig, 
zu  achneidenden  Kreises  ist  (§.  95.);  so  ergiebt  sich  da 
äussere  Aehnlichkeitskreia  3t'9("  zugleich  als  Süssere 
Axe  O'O"  {§.  52.  I.),  welche  den  rechtwinkelig  zu  sehn«' 
denden  Kreis  a  entweder  schneidet  (wie  in  Fig.  6.)  o< 
nicht  schneiilel. 

3)  Die  Durohschnittspunkte  p  und  P  der  äusseren  Aehn- 
lichkeitsase  9ln^  mit  den  gegebenen  geraden  Linien 
m'tn"  und  M'M"  ergeben  sich  als  die  respecliven  Pole 
der  Berübrungspunltte  dieser  Linien  (§.  I2U.). 

4)  Schneidet    die   äussere    Axe  O'O"  den  reclitivinkelig  i 
schneidenden   Kreis  a  (nie  in  Fig.  6.),  so  verbinde  n 
einen    der    Durchschnittspunkte    0,(0„)    mit    einem    i 
gefunilenen   Pole  p(P)   und  beschreibe  mit    der   Entfet 
nung   0,p{0.l')  =  O,.p{0..l')  aus  dem  Pol  p{P)  dei 
Stimmungskreis  p(P)    der    tterübrungsp unkte    i'  ui 
{B'  und  B^)  für  die  Gerade  m'm"iHI'M"). 

Schneidet  die  äussere  Axe  O'O"  den  recfativinhelll 
zu  schneidenden  Kreis  a  nicht,   so  besclireibe  man 
Hauptkreis   O    der   äusseren   Aehnlichkeitsaxe   a3I, 
von  einem  der  gel'uiidenen    Pole  p(P)  aus  an  denselbi 
eine  Tangente  und  beschreibe  mit  ihr  den  Bestimmniigi 
kreis  der  Berührungspunkte. 

5)  Die  Durchschnittspunkte  HT'  und  TtP  der  in  den  gefiil 
denen  Berührungspunkten  b'  und  6^  (fi'  und  ^)  auf  dl 
segebene  gerade  Linie  m'm"(WW')  errichteten  Sei 
ten  mit  der  äusseren  Axe  O'O"  sind  die  MtttelpHnM 
der  beiden  conjugirten  Kreise,  welche  der  Aufgabe  f 
nilgen. 


.   134. 


Aufgabe.     Es  sind  gegebei 


aeicker  drri  gegebene  hreine  berührt. 


,  Aölheil. 
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linien  J&'M"  und  m'm";  man  soll  einen  Kreis  beschreiben,  tvelcfaer 
den  ge^^ebenen  Kreis  a  rechtwinkelig  schtteidet  und   die  gegebe- 

B  Parallelen  gleichartii;  berührt,  d.  h.  beide  ausscbliesst. 
AnflSsuni;  wie  §.  133  mit  Berücksichli^uug  der  gg.  45  u.  52.  4. 


^H  AnnicTkuiig.  Bei  dieser  wie  bei  der  Aufgabe  des  J 
■st  in  Bezug  auf  die  Müglichkeit  der  Auflüsung  §.  148.  zu  bt 
sichtigen. 


133. 


g.  133. 

Wäre  für  drei  gegebene  Kreise  die  Aufgabe  gestellt,  einen 
Kreis  zu  beschreiben,  der  zwei  der  gegebenen  Kreise  rechtwin- 
kelig schneidet  und  den  drillen  berührt,  so  kann  dieselbe  eben- 
falls aus  der  allgemeinen  Anfgahe  über  die  Beschreibung  eines 
drei  andere  Kreise  berührenden  Kreises  abgeleitet  iverden,  was 
in  Nachstehendem  abgehandelt  werden  soll. 


Schneidet  ein  Kreis  in'(in^)  (Taf.  V.  Theil  XXIVj  zwei  andere 
Kreise  a  und  31  rechtwinkelig  und  berührt  zugleich  einen  dritten 
Kreist;  so  sind  die  beiden  rechtwinkelig  geschnittenen  Kreise  a 
und  31  die  äusseren  Aehnlichkeitskreise  zu  dem  berührten  Kreise 
Jf  und  zwei  anderen  bezüglichen  Kreisen  3R  und  in  ,  welche  eben- 
falls von  dem  Kreise  BI'CHI*),  und  zwar  gleichartig  mit  ihm,  be- 
rührt werden. 


Der  Be> 


i  Satzes  folgt  leicht  s 


i  §.  II. 


§.  137. 

Zur  Auflüaung  der  gestellten  Aufgabe  (g.  135.)  könnte  man 
daher  diejenigen  Kreise  Sf?  und  m  als  Hülfskreise  aufsuchen,  für 
welche  in  Beziehung  auf  den  zu  berührenden  Kreis  31  die  recht- 
winkelig zu  schneidenden  Kreise  ii  und  91  die  respectiven  äusse- 
ren AehnlJchkeitskreise  sind  und  dann  diejenigen  Kreise  Sl'  und 
VP  bestimmen,  welche  diese  gefundenen  Kreise  Wt  und  m  und 
den  gegebenen  gleichartig  berühren. 


Es  erhellet    leicht,    dass    man    ein    ähnliches   Verfahren   aus 
der  Aufgabe    für    ungleichartige    Berührung   abzuleiten  im  Stande 


130       /i /■'■».■    I'elifr  itif  iii/gaöe,  einen  hrsis  su  beschreiben. 

ist,  welches  zu  deinselbon  Resultate  führt.  Wir  «ollen  indesse# 
xur  Auflifsung  der  gestellten  Aufgabe  die  gleichartige  BerühronK 
zu  Grunde  lege». 

fi.  139. 

Aus  dem  Vorhergehenden  folgt: 

Kür  drei  Kreise  n,  ä  und  J/,  vor»  tvelchen  zwei,  a  uüd  % 
\  an  einem  Kreise  1)1  rechtninkeüg  geschnitten  und  der  drittir 
Kruis  M  berührt  werden,  kann 

I)  die  gerade  Verbindungslinie  a%  der  Mitte Ipn nie te  a  und 
9  der  rechtwinkelig  geschnittenen  Kreise  die  fiuasei« 
Aehnlicfakeitsaxe  und 

i)  die  Linie  gleicher  Potenzen  der  rechtwinkelig  gescbnit 
tenen  Kreise  die  äussere  Axe  genannt  werden. 


§.   140. 

Aufgabe.  Gegeben  sind:  drei  Kreise  a,  3  und  M  (Fig.  7.)! 
II  soll  einen  Kreis  beschreiben,  der  zwei  der  gegebenen  KtsM 
nd  SI  rechtwinkelig  schneidet  und  den  dritten  Kreis  J/  fierSlirt;" 


1)  die  äussere  Aehiilichkeilsase,  d.  h.  man  verbinde  die 
Mittelpunkte  a  und  3t  der  rechtwinkelig  zu  schneideodei» 
Kreise  durch  eine  gerade  Linie  aSI  (g.  139.  1.); 

'i)  die  äussere  Axe,  d.  h.  die  Linie  O'O"  gleicher  PoteoseB 
der    rechtH'inkelig    zu     schneidenden    Kreise    a    und  %. 

(l  m,  -2.). 

i)  Schneiden  sich  die  beiden  rechtwinkelig  zn  schneidcft< 
den  Kreise  einander  selbst,  so  suche  mun  zu  einem 
Durchschnittspunkte  0,(0„)  und  dem  zu  herührenden' 
Kreise  itf  die  Linie  gleicher  Poteozen,  so  ergiebt  sichi 
als  Durchschnitt  dieser  mit  der  äusseren  Aehnlichkeits- 
axe  der  Pol  P  der  Berührungspunkte. 

Schneiden  sich  die  beiden  rechtwinkelig  zu  scbnü' 
denden  Kreise  «  und  %  einander  nicht  (wie  in  Fig.  7.)j 
so  lege  man  aus  dem  Mauptpulikt  O  der  äusseren  Aehii* 
lichkeitsaxe  an  einen  der  rechtwinkelig  zu  scbneidenden- 
Kreise  a{%)  eine  Tangente  und  heechreihe  mit  derfielbcn. 


we/cAcr  ilrri  ifegebene  hieist  berührt 


Abtbeil. 


131 


den  Uauplkreis  der  äusseren  Aeliiitichkeilsaxe:  so  er- 
i;iebt  sieh  als  Üuruhschnittspiinkt  P  der  zu  diesem  Uaupt- 
kreis  O  und  dem  zu  berührenden  Kreis  M  gehörigen 
Linie  gleicher  Potenzen  mit  der  äusseren  Aehnlichkeits- 
axe  «91  der  Pol  der  Beruh  rmi!{S punkte. 


Atn 


Pole  beschreibe  man 
ingspunkte,  so  ergeben  t 


derBi 

Schnittspunkte  £'  und  B^  di 

berührenden  Kreise  M. 


ien  Best i lu m II n^s kreis 
ich  letztere  als  Uurch- 
ireisee  P  mit  dem  /.u 


r>}  Die  geraden  VerbindungsMuieu  BM  und  B^M  der  Be- 
rührungspunkte mit  dem  Mittelpunkte  des  Kreiües  M 
ergeben  in  ihrer  Verlängening  als  Uurchscbuittspunkte 
mit  der  Kusseren  Äxe  O'O"  die  Mittelpunkte  HI'  und 
TXP  zneier  conjutrirten  Kreise,  welche  beide  der  Auf- 
gabe genügen. 


ä-   141- 

Wird  in  der  Aufgabe  (§.  14U.)  der  Halbmesser  des  zu  berüh- 
renden Kreises  lO  unendlich  klein  gedacht,  so  gebt  der  Kreis  M 
in  einen  Punkt  M  über  (Fig,  8.),  mit  ivelchem  zugleich  die  Be- 
rührungspunkte B'  und  B'''  zusammenfallen  und  die  conjugirten 
Kreise  DI'  und  m^  vereinigen  sich. 


§.  142. 


Aufgabe,  (begeben  sind:  zwei  Kreise  a  und  91  und  ein 
Punkt  M  (Fig.  S.);  mau  soll  einen  Kreis  beschreiben,  der  die  bei- 
den gegebenen  Kreise  rechtwinkelig  schneidet  und  zugleich  durch 
den  gegebenen  Punkt  geht. 


Man    verfahre    gan; 


ach    §.  140.,   indem  man  den  gege- 


n  Punkt  jff  als  einen  Kreis  betrachtet,  verbinde  den 
gefundenen  Pol  P  mit  dem  gegebenen  Punkt  M  durch 
eine  gerade  F^inie  PJU  und  errichte  auf  diese  in  dem 
gegebenen  Punkt  M  eine  .Senkrechte;  so  schneidet  die- 
selbe die  üussere  Axe  O'O"  in  dem  Mittelpunkt  des  zu 
suchenden  Kreises,  für  welchen  die  Fnifernung  IHjV  sei- 
nes Mittelpunktes  von  dem  gegebenen  Punkt  der  zuge- 
hörige Halbmesser  ist. 


(eöer  die  iii/'ffn^r, 


g.   143. 

Aufgabe.  (legeben  sind:  ^wei  Kreise  a  und  3  uad  eine 
gerade  Linie  JU'JH"  (Fig.  Ü.);  mau  soll  einen  Kreis  Ij esc h reiben, 
welcher  die  beiden  gegebenen  Kreise  rechtuirikelig  scbneidet  und 
die  gegebene  gerade  Linie  berührt. 

Annr.sung.     Man  beslimnie: 

1)  die  äussere  Aehnlii'hkeitaaxe  aSt,  d.  h.  mau  verbinde  die 
Mittelpunkle  a  und  31  der  heiden  Kreiee  durch  eine  ge- 
rade Linie  (§.  LI».  LJ; 

2)  die  äussere  Axe  O'O",  d.h.  die  Linie  gleicher  Poten- 
zen der  beiden  rechtwinkelig  zu  schneidenden  Kreise 
a  und  a  (§.13«.  -2.); 

il)  den  Pol  P  der  BerUhruugspuukte  der  gegebenen  gera- 
deu  Linie  M'M",  d.  h.  ihren  Durchschniftspunkt  P  mit 
der  Süsseren  Aehnlichkeitsaxe  a%  (g.  129. )- 

4)  Schneiden  die  gegebenen  rechtwinkelig  zu  schneiden- 
den Kreise  n  und  31  einander  selbst  nicht,  (wie  in 
Fig.  9.),  so  bepchreihe  man  den  Hanptkreis  O  der  äusse- 
ren Axe,  lege  an  denselben  von  dem  Pole  P  ans  eine 
Tangente  und  beschreibe  mit  derselben  aus  dem  Pole  P 
einen  Kreis,  so  ist  dieser  der  Bestimmungskreis  der  Be- 
rührungspunkte B'  und  B^  für  die  gegebene  gerade  Linie 
1^-M",  weil  diese  Linie  selbst  in  Bezug  auf  den  Uaupt- 
kreis  O  die  Linie  gleicher  Potenz.en  ist  (§.  52.). 

Schneiden  die  beiden  rechtwinkelig  zu  schnei 
den  Kreise  a  und  91  einander,  ko  hat  man  in  der  ge- 
raden Verbindungslinie  0,P(0„P)  eines  ihrer  Durch- 
scbnittfi|iunkte  0,(0„)  mit  dem  gefundenen  Pol  P  den 
Halbmesser    des     Bestimmungskreises    der    Berührungs- 

5)  Die  Uurchscbnittspunkle  der  in  den  gefundenen  Beruh' 
rungspunkten  B'  und  B^  auf  die  gegebene  gerade  Linie 
itf'^"  errichteten  Senkrechten  mit  der  äusseren  Aie  O'O' 
ergeben  eich  als  die  Miltejpuukte  HI'  und  )tl^  zweier 
conjugirten  Kreise,  welche  beide  der  Aufgabe  geniigen. 


§.  144. 
der  Aufgabe  des  §.  140.  de«  Halbmesser  ri  des 


welcher  drei  ijegehKUf  h'rP.tne  tierührl.     1.  Ai/Aeii. 


im 


lehnieiii 


einen  recbltrinUelig  eu  schneidenden  Kreiees  niiendlich  z 
so  geht  dieselbe  über  in; 

Aufgabe.  Gegeben  sind  zwei  Kreise  SS  und  jW  und  eine 
gerade  Linie  a'a"  (Fig.  10.);  mtin  soll  einen  Kreis  beschreiben, 
der  den  einen  der  gegebenen  Kreise  31  rechhTinkelig  schneidet, 
den  anderen  M  berührt  nnd  dessen  Mittelpunkt  in  der  gegebenen 
geraden  Linie  a'a"  liegt. 

urii'smig.     Man  bestimme: 

I)  die  üussere  AehülicbkeitHaxe,  d.  h.  man  lalle  durch  <leri 
Mittelpunkt  31  des  rechtwinkelig  zu  schneidenden  Kreisen 
auf  die  gegebene  gerade  Linie  a'a"  die  Senkrechte  nSt 
(§.139.  1.  I.nd  §.06.). 

!)  Die  gegebene  gerade  a'a"  ist  selbst  die  äussere  Axe 
O'O"  (§.  06.). 

{)  Schneiden  sich  der  gegebene  rechtwinkelig  zu  schnei- 
dende Kreis  3(  und  die  gegebene  gerade  Linie  a'a",  so 
suche  man  i-.u  eiiietn  ihrer  Durctischniltspunkte  0,(0„) 
und  dem  zu  berührenden  Kreise  .V  die  Linie  gleicher 
Potenzen,  so  ergiebt  sich  als  Durchschnitt  dieser  mit 
der  äusseren  Aehnlichkeitsoxe  der  Pol  P  der  ßenih- 
rungspnnkte.  t 

Schneiden  sich  der  gegebene  rechtwinkelig  zu  schnei- 
dende Kreis  91  und  die  gegebene  gerade  Linie  a'a" 
nicht  (wie  in  Fig.  10.);  so  lege  man  aus  dem  Haupt- 
punkte O  (§.%.}  der  äusseren  Aehnlichkeitsaxe  an  den 
rechtwinkelig  zu  schneidenden  Kreis  3t  eine  Tangente 
und  beschreibe  mit  derselben  den  Hauptkreis  O  der 
äusseren  Äxe;  so  ergiebt  sich  als  Durchschnittspunkt jp 
der  zu  diesem  Hauptkreis  O  und  dem  zu  berührenden 
Kreis  M  gehörigen  Linie  gleicher  Potenzen  mit  der  äusse- 
ren Aehnlichkeitsaxe  der  Pol  P  der    Berührnngspunkte. 

Man  verfahre  weiter  nach  g.  140.  4.  und  5. 


§.  145. 

Wird  in  der  Aufgabe  des  g.  144.  der  Halbmesser  des  zu  be- 
rührenden Kreises  Kl  unendlich  klein  gedacht,  so  geht  der  Kreis 
M  in  einen  Punkt  M  über  (Fig.  IL),  mit  welchem  zugleich  die 
Berührungspunkte  B'  und  B^  zusamnienfallen  und  die  conjugirten 
Kreise  HI'  und  VP  vereiuigeo  sich. 


(lieber  ilie  Aufn'iOe.  einen  Kreis  s 


§.  146. 

Aufgalie.  Uegebeii  s'triü:  ein  kreis  St,  ein  Punkt  M 
eine  gertide  Linie  a'a"  (Fig.  II.);  man  soll  einen  Kreis  beschrei- 
ben, der  Ann  gegebenen  Kreis  Ü  rechtwinlielig  schneidet,  durch 
den  gegebenen  Punkt  M  gebt  und  dessen  IVIittel]>ünkt 
»ebenen  geraden   Linie  a'u"  iiegl, 

Auriüsung. 

Man  verfahre  ganz  nach  $.  144,  indem  man  den  gegebO' 
nen  Punkt  M  aln  einen  Kreis  betrachtet,  verbinde  den 
gefundenen  Pol  P  mit  dem  gegebenen  Punkt  TV  durch< 
eine  gerude  Linie  PHl  und  errichte  aul'  diese  in  den 
gegebenen  Punkt  M  eine  Senkrechte;  so  schneidet  di 
selbe  die  gegebene  Linie  a'a"  in  dem  Mittelpunkt  des 
zu  suchenden  Kreises  HI,  für  welchen  die  Entfernuag 
XHM  seines  Millelpunklcs  von  dem  gegebenen  Punkt  der 
zugehörige  Halbmesser  ist. 

§■  147. 

ufgabe.     Gegeben  sind:  ein  Kreis  Ü  und   zwei  gerade 
iiien  M'M"  und  a'a"  (Fig.  12.);  man  soll  einen  Kreis  beschreiben^ 
der  den  gegebenen  Kreis  "&  rechtwinkelig  schneidet,  die  eine  d< 
gegebenen  geraden  Linien,  M'M",  berührt  und  dessen  Mittelpunl 
in  der  andern  gegebenen  geraden  Linie,  n'a",  liegt. 


AuflQ 


Alan  verfahre  ganz  nach  §-144.  Für  den  Fall,  dass  der 
gegebene  Kreis  Ü  die  gegebene  Linie  a'a"  nicht  schnei- 
det, v\Q  in  Fig.  12. ,  ergiebt  sich  der  Halbmesser  des 
Bestimmungskreises  P  der  Berührungspunkte  B'  nnd  B* 
als  die  von  dem  Pol  P  der  Uerilbrungspunkte  an 
Hauptkreis  O  gelegten  Tangente.  Für  den  Fall  aber, 
dass  der  gegebene  Kreis  91  die  gegebene  Linie  a'a"  schnei- 
det, ergiebt  sich  der  Halbmesser  des  Bestimmungskrei- 
see  P  der  Berührungspunkte  B'  und  ß*  als  gerade  Ver- 
bindungslinie eines  der  Schneid ungspunkte  0,(0„}  mit 
dem  gefundenen  Pole  P  der  Berührungspunkte. 


Ex  ist  leicht  nachzunt 


g.  14S. 
sen,  dass   b.ei  allen  Aufgaben,  v,o  < 


hrelsp  htrührt.     4.  Xblheil. 
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sieb  um  das  Berühren  eines  gegebenen  Kreises  oder  einer  ^ege- 
lienei)  s>eruden  Linie  und  das  rechlwinkellge  Schneiden  eines  oder 
ztreier  gegebenen  Kreise  handelt,  die  Auflrisung  unmüglich  vrird, 
sobald  die  gegebene  Gerade  oder  der  zu  beri'ihrende  Kreis  eine 
sniche  Lage  haben,  dass  der  Put  der  Berührungspunkte  innerhalli 
«leg  Hauptkreises  der  Axen  föllt. 


Es  miichte  aus  dem  Bisherigen  hinlänglich  erhellen,  nie  man 
zu  verfahren  habe,  wenn  ein  Kreis  zu  beschreiben  ist,  der  einen 
gegebenen  Kreis  rechtvvinkelig  schneiden  und  zugleich    einen  an- 


1  gegebenen   Kn 
bestimmten  Punkte  be 
einem    bestimmten    Pu 
einen    au  dem    gegeben 
berühren  soll. 


oder  eine  gegebene  gerade  Linie  in  einem 
(ihren,  oder  der  einen  gpgr;benen  Kreis  in 
ikte  rechtwinkelig  schneiden  und  zugleich 
•n  Kreis    oder  eine  gegebene  gerade  Linie 


§.  lüO. 

Auch  ist  es  einleuchtend,  dass  alle  bisherigen  Aufgaben,  in 
welchen  es  sich  um  die  Bestimmung  eines  Kreises  handelt,  der 
ein  oder  zwei  gegebene  Stücke  (Kreise,  gerade  Linien,  Punkte) 
berührt  und  resp.  zwei  oder  einen  Kreis  rechtwinkelig  schneidet, 
sobald  man  die  Halbmesser  der  oder  des  rechtwinkelig  zu  schnei- 
denden Krei^ses  unendlich  klein  annimmt,  in  die  bexilglichen  Auf- 
gaben  der  zweiten  beziehungsweise  dritten  Abtheilung  dieser  Ab- 
handlung übergehen.  So  gehen  beispielsweise,  den  Halbmesser 
des  gegebenen,  rechtwinkelig  zu  schneidenden,  Kreises  unendlich 
lüein  angenommen,  die  Aufgabe  des  §.  J26.  in  die  des  g.  70.  und 
die  Aufgabe  des  §.144.  in  die  des  §.  112.  Über  u.  s.  w. 

Uio  fünftu   Ahiheiliing   diixicr   AlihHniHiing   fiilgl   in   einum   der  iiücliiten 


ml 


136  llelmex:    L'eöer  nrUhmetische  und  geometrische 


XVI. 

Bedeutung    und  Gültigkeit   der    allgemeinen    Formeln 

für  t  und  s  der  arilhmetischen  und  der  geometrischen 

Progression  für  den  Fall,  das8  das  n  dieser  Formelu 

eine  gebrochene  Zahl  ist. 


Herrn   J.   Helmes, 
Olirrti-liriT  der  nnlhrliiudli  iinil  Plij'sik  ntn  G} 


erthe    Abhandlungi 
iniger  Problem 


inlasst  durch  die  sehr  «chätzei 
„Ueber  die  mathematische  Auflüsun] 
der    Natarlehre,    welche    auf    Progi 

ces  führen.  Von  Dr.  Carl  Hechel.  {Corl 
tespondenzblatt  des  Naturforschendeii  Vereic 
Ri^a.  XI.  Jahrgang.  Nr.  6.  toni  2».  April  1859),  welch» 
ich  einer  gütigen  Mittheilung  des  Herrn  Verl'aasers  vom  Juli  v.J. 
verdanke,  erachte  ioh  es  nicht  für  üljerflQssig,  meine  eigenen,  di< 
genannte  Aufgabe  betreffenden,  früher  angestellten  Ueberlegunget 
hier  einer  urüeseren  Oeffciitlichkeit  zu  übergeben;  einmal  i 
sieh  in  dem  ganzen  Gange  dieser  Ceberlegungen  eine  selbst 
bis  zuT  gleichen  Bezeichnung  geivijsser  auftretender  Hülft^grCssait 
übereinstimmende  Art  der  Behandlung  der  Aufgabe  mit  der  des 
Herrn  Hechel  offenbart;  beisnnders  aber  darum,  weil  desäUD^ 
geachtet  in  das  Resultat  der  Hecbel'schen  Betrachtung  durch 
Missdeutang  der  Formel  für  t  (§.  I.)  und  der  Formel  für  s  (§.2.) 
an  wesentlicher  Stelle  ein  Fehler  sich  eingeschlichen  hat, 
jeden   Preis   aus   der   sonst   trefflichen    Alihandlmig    auszumerzed 


Beihm  für  ein  gebrochn, 
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sein  nird.  Denn  ftirtfabr,  nicht  gilt  in  einigen  PSlIen  nur  die 
Formel  für  (,  in  anderen  Fällen  nur  die  Formel  für  i,  zwar  so, 
das»  nie  beide  Formeln  zugleich  gelten  ($.7.):  i™  Oegentheile, 
das  Resultat  der  folgenden  Betrachtungen  irird  dieses  sein:  „dass  ' 
die  beiden  Grundrormeln  der  arithnielischen  und  der  geometri- 
schen Progression  (und  damit  alle  zwanzig  Auflösungsrurineln  der 
ProgressioD,  die  ja  nichts  anders,  als  sie  selbst  oder  Ihre  Folgen 
sind),  eine  unbedingt  allgemeine  Gültif^keit  haben,  und  dass  darum 
die  Ausdrüclie: 


1)     (  =  «  +  {«-!>/ 


und     (  = 


^\'ia-\-{n—\)d\r,    und    s  =  a 


die  ursprünglich   nu 
geleitet  sind,  dass  t 


unter  der  ausdrücklichen  Voruussetzung  ab- 
eine ganze  Zahl   ist,  auch  dann  noch  gelten, 

ene  Zahl,  u  =  v' ^■^  ist;  d.  h.  dass  gani  all- 


I)     (^„  +  („'+'--1},/ 


2)     ,  =  i'2«  +  („'  +  ^-l)rfl^ 


ist.  unter  Voraussetzungen  nämlich,  die  durch  Aufgaben  der  Art 
entweder  schon  ausdrücklich  bestimmt  oder  doch  als  die  natilr- 
licfasten  Polgen  ihrer  Bestimmungen  zunächst  an  die  Mand  gege- 
ben sind. 

Bei  dem  Beweise  des  aufgestellten  Satzes  »erde  ich,  ohne 
weitere  Beziehung  auf  die  verdienstliche  Arbeit  äechel's  zu 
nehmen,  ganz  dem  Gange  der  Eotivickeluug  folgen,  nie  ich  ihn 
liir  micb  genommen  hatte,  als  icb  genisäe  Schwierigkeiten  lösen 
wollte,  die  ich  vor  der  Bekanntschaft  mit  der  genannte«  Arbeit 
nirgend  anderswo  gelost  oder  als  solche  bezeichnet  gefunden  hatte. 

Anmericung.  Wo  ich  hierund  da  einmal  den  Inhalt  ge- 
wisser Formeln  noch  besonders  durch  einen  Wortausdruck  hervor- 
zuheben habe,  werde  ich,  um  kurz  zu  sein,  dabei  immer  nur  die 
steigende  Progression  in's  Auge  fassen;  die  oüthige  Aenderung 
des  Ausdrucks  für  fallende  Reihen  erglebt  sich  ja  daraus  von 
selbst. 


-The 


I  XXXV. 


Helmes:    lieber  arilhmeHsehe  und  geotnelrlaehe 


Bedeutong   und   AllKemelngUltlgkelt   der    FormelJ 
fUr  I. 


Znei  vorbereiteade  Anfgaben,  worin  das  sffir 
gebrochene    Glied^izahl,    für    n^n'-f--,   zu    bestimme^] 
ist,  nebst  Auflüsungen  dersetben: 

1.     Eine  Aufgabe,  die  auf  eine  arithmetiscbeReil 
gedachten  Art  führt. 

Aufgabe.  Ein  Körper  lalle  (an  der  Atwoodischen  Fallma^ 
schine)  in  gleich  Tür m ig  beschleunigter  Bewegung  während  da 
ersten  Sekunde  durch  einen  Raum  o^lO',  während  der  zM-eiteft>l 
Sekunde  durch  einen  Raum  r-|-(Z  =  30',  während  der  dritten  Sei;! 
künde  durch  einen  Raum  a  ■\-1d^^0',  und  so  in  jeder  folgeDdeB[l 
Sekunde  durch  einen  Raum  von  (2^=20'  mehr  als  in  der  vorher^X 
gehenden  Sekunde.     Durch   welchen  Raum   ,t  fällt  der   Körper  \n 

w  =.  ii'  +  ^'  z=  lOj  Sekunden  'i 

Auflüsuiig.  VermDge  des  Begriffs  der  gleichiiirmig  I 
schleunigten  Bewegung  werden  auch  die  FallrSume  in  den  i 
einander  folgenden  Vierteln,  allgemein  in  den  r/leii  Theilad 
(fteln)  der  Sekunde,  eine  arithmetische  Reihe  bilden ;  und  bezeiil 
nen  wir  demnach  den  Pallraum  im  ersten  Viertel,  allgemein  J 
ersten  ^tel  der  ersten  Sekunde,  mit  a,  so  iverden  die  FaUrSun^ 
der  folgenden  ^tel  der  ersten  Sekunde  sein; 

B  +  d,   a+2Ä,.   ..a  +  C//-l)ö; 

der  zweiten  Sekunde: 


B  +  9ä. 


+  (9  +  1)« «+(29-1)5. 

n  CE  und  i  haben  wir  dann  die  beiden  Glet^ 


Zur  Bestimmung 
chungen : 

a+o  +  (S+.*  +  W  +  ....+ß+ (9-1)0  =  «,  (I) 

«+9a+o+(?+I)d+e+(9+2)Ö+.... +"  +  (29-1)0  =  «+d;     (II 

und  daraus,  durch  Subtraktion  der  Gleichung  (f)  von  Gleichuug  (11)^ 


Reihen  für  ein  gebrochenes  ii. 


und  demnach: 


a.-;(,-l)i. 


"?■' 


2a9— (y— I)rf 


Dann  aber  ist  der  Fallraam  id  (n'-f  M  Sekunden  =  (»'9+;]=:  v)qit\ 

Sekunden,  unser  j,  gleich  dei  Summe  e  einer  arithmetischen  Pro- 
greasion,  deren  erstes  Glied  a,  Differenz  S  und  Zahl  der  Glieder 
V  bekannt  ist.  Diese  Summe  a,  zugleich  urjser^,  ist  demnach 
bestimmt  durch  die  Gleichung: 


P 


!=c.  =  |2o+<«-l)ä|j 

_  2<i}-;}-l)<i+  (n'g  +p—  Vid 
1 

=  l2«-+(n'+*-l)ii|-5J. 


2? 


d.  b.  die  Sumnienformel,  nie  sie  für  ganze  7t  besteht,  zeigt  sich 
noch  unverändert  gültig  auch  fSr  ein  gebrochenes  n,  für  n=w'-|--i 
wofern  man  nur  auch  lur  die  ^ten  Theile  der  Einheit  (hier  der 
Sekunde)  an  dem  Gesetze  der  arithmetischen  Reihe  festhält, 
vrelches  in  der  Aufgabe  nur    für   ganze  Einheiten  aui'i;estellt  »ar. 

Substituiren  nir  in  die  allgemeinen  Formeln  die  beennderen 
Werthe  unserer  Aufgabe,  so  erhalten  wir  s=  I155j|  Fu^s  als  den 
Fallraum  der  lO^  Sekunden.  Es  ergiebt  sich  a-^%  als  der  Fall- 
raom  in  dem  ersten  Viertel  der  ersten  Sekunde,  und  d=j  alt: 
Unterschied  des  Fallraums  ztreier  auf  einander  folgenden  Viertel 
der  Sekunde. 


Eine  Aufgabi 


,  die  auf 
gedachtei 


cheReihe  der 


Der  Preis  eines  Diamant»  sei  also  bestimmt,  dass  das  erste 
Karat  desselben  (7^20  Thaler,  und  jedes  folgende  Karat  dessel- 
ben das   e=i2fache   des  vorhergebenden    kosten  soll.      Welches 


Hetmes:    lieber  ariihmeUscIie  iiml  geomelrisclie 


wird    der   PreiB   ) 
iDBDte  sein  t 


n  =  n'  +  -  =  10»    Karat   schtveren    D«  I 


Auflüsung.  Setzen  wir,  wie  es  durcli  die  Aufgabe  nahd 
gelegt  und  zunächst  an  die  Hand  gegeben  ist,  voraaiä 
dasa  die  Steigerung  de»  Preises  durch  das  Getvicht  nach  deq 
Gesetze  einer  geometrischen  Reihe  auch  auf  ^tel  (Viertel)  de^ 
Karats  sich  erstrecl<e,  so  werden  auch  die  Preise  der  auf  eil^ 
ander  folgenden  ^tel  (Viertel)  des  Karais  eine  geometrische  ReiU 
bilden.  Bezeichnen  wir  demnach  den  Preis  des  ersten  ^el  (Vi« 
tel)  des  ersten  Karats  mit  a,  so  nerden  die  Preise  der  fotgeDi 
ftel  sein: 

•  (w,  a£2 B£?-'; 

ffir  das  zweite  Karat; 


Zur    Uestimraung    von   a  und   i    haben   wir 
chnngen: 

die  beiden  Glet. 

«  +  M+BS=  +  ....+  ß£fl-'=0, 

a, 

atl  +  «9+'  +  asl^^  +  ....  +  «s^«-^  ^ 

(11)  1 

Mnltipliciren  wir  die  erste  Gleichung  mit  f,  und  vergleichen  dia 
selbe  mit  der  zweiten,  so  erhalten  wir: 


(*')J 


(B')J 


Dann  aber  ist  der  gesuchte  Preis 

Karat,  unser  s,  gleich  der  Sun 
deren  Anfangsglied  a,  Exjione 
kannt  ist.  Diese  Summe  c,  i 
stimmt  durch  die  Gleichung: 


von  (n'+^)Karat=(n'y+;,=vJ9t« 

me  ff  einer   geometrischen  Reihe] 
it   {  und  Zahl  der   GHeder 
igleich   unser  s,  ist  demnach    be-1 


Heihen  für  ein  gebrocAenes  n. 


Ul 


A.  h.  die  SammeDrortuel,  wie  sie   för   ganze  u  besteht,  leigt  sich 

noch  uDverändert  gültig  auch  für  ein  gebrochenes  n,  für  R:=7t'-|--j 

»ufern  raaii  nur  auch  fiir  die  7ten  Theile  der  Einheit  (des  Karats) 
an  dem  Gesetze  der  geonietri^chen  Keihe  festhält,  welches  ur- 
spnlnglich  nur  für  ganze  Einheiten  (Karat)  aufgestellt  war. 

Subslituiren  nir  in  die  allgemeinen  Formeln  die  besuudern 
Werthe  unserer  Aufgabe,  so  erhalten  nir  «  =  34423,12  Thaler  als 
den  Preis  der  IO4  Karat  des  Dianiants.  Es  ergiebt  sich  ii^3,78 
Thaler  als  der  Preis  des  ersten  Viertels  des  ersten  Karats,  und 
.Is  der  Exponent  der  nach  Viertein  des  Karats  wach- 
iden  Preise  der  Viertel-Karat. 


^md] 


9.2. 


«atz.  Der  Bildung  der  Reiben,  durch  deren  Summirung 
in  @.  I.  die  fragliche  Summe  einer  Reihe  mit  gebrochener  Glie- 
derzabl  erhalten  wurde,  lag  die  Voraussetzung  zum  Grunde,  dass 
ein  fiir  das  Intervall  ganzer  Zahlen  (Seku  nden,  Ka- 
rat) gegebenes  Gesetz  der  Veränderlichkeit  einer 
Reihe  von  Zahlen,  (der  Glieder  der  Reihen),  auch  auf 
die  kleinem  inlervalle  zivtschen  liegen  der  Brüche 
(Viertel,  ^tel)  ausgedehnt  werde;  wie  eine  solche 
Voraussetzung  in  einigen  Fällen  gleich  mit  derAuf- 
gabe  selbst  ursprünglich  festgestellt  (s.  oben  Bei- 
spiel l.)>  in  andern  Fällen  aber  in  consequenter  Durch- 
führung des  gegebenen  Gesetzes  am  natürlichsten  und 
zunficfast  an  die  Uand  gegeben  ist    (s.  oben  Beispiel  2). 

unter  solcher  Voraussetaung  also,  wie  wir  sie,  anknüpfend 
an  die  Auflösungen  in  §  1.,  so  eben  in  allgemeiner  Fassung  aus- 
gesprochen haben,  hat  die  allgemeine  Summenformel  eine  unver- 
Soderte  Gültigkeit    auch    für    eine    gebrochene    Gliederzahl,    für 


»'+^ 


und  es  ist  immer: 


weil  die  obigen  a,  die  den  VVerth  der 


j  unter   dieser    Voi 


^i 


Veber  arühmetisclie  und  geomelrische 


aussetEuiig  unzweifelhaft  ausdrücken,  die  sufgastellteo  Weitbe  ge 
ben,  diese  aber  zugleich  die  Werthe  der  allgemeinen  Formel  (Br 


n'+-  gesetzt  wird. 


■1.     Bedeotong    und    AUj^meingUItlglieit    der   Ponni 

für  (. 

§.3. 
Lehrsatz.     Die  allgemeinen  Formelo  ftir  t  euthalten  fSr  di 
Fall,  da.is  n   eine  gebrochene  Zahl,   n^n'-|--  ist,  in   den  Aoi 
drücken 

(=a  +  {«'  +  ^— l)d     und     t  =  ae  ^ 

die  Ausdruclie  für  Glieder  einer  nach  q  interpolirten  Reibe;  tu 
ztvAr  tiir  die  ptia  Glieder  nach  dem  n'ten  der  Hauplreihe,  od 
für  die  {{n'  —  \)ij-\-p)ien  Glieder  dieser  interpolirten  Reihe  setbal 


r  nach  q  interpoürta 


Beweis.     Das  allgemeine  Schema  e 
Reihe  sammt  ihrer  Hauptreihe  istt 

Piir  die  arithmetische  Reihe: 

a,  o+^.  o+2.^ a+(4-l).^,  a+rf,  a+(7+])|,.... 

....  <,  +  (2v-l)^,  a+2d,  ....  a+(B'-l)d,  a+|(a'-l)}+l|.^,. 
....  «  +  lC«'-i)?+pi-^..- 

FSr  die  geometrische  Reihe: 
ß,  aev,  ae^,  ....  ae  i   ,  f^^ ,  ae  *  ,  ....  ae  t    ,  a^ ,' 


Schreiben  wir  nun  die  oben  aufgestellten    Auedrücbe  für  t  in  dM 
veiändeiteo  Formen: 
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^=a+{(n'— l)5f+p)-     und    tx:  ae      ^       ;       , 

SO  erhellt  die  Riditigkeit  der  aufgestellten  Behauptung  unmittei- 
bar  aus  der  Gleichheit  dieser  Ausdrucke  für  t  mit  den  Ausdrflckmi 
[iSr  die  genannten  Glieder  der  interpolirten  Reihe. 

Für  unsere  Beispiele  sind  diese  interpolirten  Reihen ,  deren 
Gliedern  wir  gleich  hier  die  weiter  unten  gerechtfertigte  Bedeu- 
tung beischreiben,  die  folgenden: 

e 

<*• 

SS 

8  S  * 


SS 


«• 


1^  M?         0 


^ 


i»i«> 


D  ^  M       A 


fl»    J-.     >•      3        r    Ä     :      g- 


•:      2       »     I  CR     ^.      :      5 


ff     »Sa-  »I^TÄ 

SS 


«  OB  ^  _. 


*• 


OD 


^       s- 


-1 


Ve/iev  arlihmeiifche  uiiii  gi'ii 


'§■  4. 


Folgesatz, 
des  für   den  Fall   i 


üer  Auedriiclc  des  allgemeinen  (letzten)  Glii 
einer  gebrochenen  tiliederEahl  bezeichnet  den 
Werlh,  welchen  ein  Glied  der  Hauptreihe  an  der  durch  den  Brack 
bezeichneten  Stelle  ztvischeu  zwei  auf  einander  fidgeaden  GM 
dern  derselben  anuimmt,  wofern  dae  Gesetz  der  Veräiidernng  dn 
Glieder,  welches  uri<|irangl!ch  nur  für  dae  Intervall  zweier  a« 
einander  folgender  ganzer  Zahlen  an^e^eheii  ist,  auch  auf  die  In 
tervalie  zwiechenliegender  Brüche  entsprechend  ausgedehnt  wird. 
So  bezeichnet  dieser  Ausdruck  in  unseren  Beispielen,  wenn  wif; 
darin  n=  10^  setzen,  für  das  Beispiel  I.  den  Fallraiim  205  Fun 
in  der  letzten  von  lOj  Sekunden,  in  der  lO^ten  (man  verstatfl 
den  Ausdruck)  Sekunde,  d.  h.  den  Fallraura  in  dem  letzten  Vier« 
tel  der  lOfen  und  In  den  drei  ersten  Vierteln  der  Uten  Sekundej 
und  Tür  das  Beispiel  %  den  Preis  I722l,5f>  Thaler  des  letzte! 
von  10^  Karat,  des  lOjten  Karats  des  Dianiants,  d.  h.  den  Prdl 
des  letzten  Viertels  vom  zehnten  und  der  drei  ersten  Viertel  v< 
eilflen  Karat. 

Uass  [lies  wirklich  die  Bedeutung  der  Glieder  einer  interf 
lirten  Reihe  und  damit  denn  auch  die  Bedeutung  des  allgemein 
Gliedes  unserer  Reihe  ist,  liegt  .vollständig  in  dem  Begriff  der  i 
terpolirten  Reihe  und  in  der  ursprünglichsten  Bedeutung  ihi 
darnach  gebildeten  Glieder. 

Somit  konnte  denn  schon  hier  unsere  Aufgabe  als  erledi 
betrachtet  werden,  nachdem  »ir  nämlich  in  den  g§.  1.  und  2.  die 
Bedeutung  und  volle  Gültigkeit  der  Snmmenrormel,  in  den  §§. 
und  4.  Dasselbe  für  die  Formet  des  altgemeinen  (letzten)  Gliedi 
nachgewiesen  haben,  für  den  Fall,  wo  das  n  dieser  Formeln  eb 
gebi'ochene  Zahl  ist. 

Um  jedoch  diu  Beweisführung  für  i  unabhängig  zu  machei> 
von  der  vorausgesetzten  richtigen  Deutung  der  inlerpolirten  Reibe] 
zagleicb,  um  die  wahre  Bedeutung  der  Glieder  dieser  Reihe,  wi« 
wir  sie  eben  in  der  Erklärung  eines  I04ten  Gliedes  angewandt 
haben,  auf  ihre  ersten  Gründe  zurückzufuhren;  wie  auch  vielfach 
auderer  nützlicher  Anwendung  willen,  iiigen  wir  noch  folgende 
zwei  Paragraphen  hinzu,  die  mithin  nicht  unerlüsslich  für  die 
Auflüsung  unserer  obigen  Aufgabe  sind. 


8.  5. 


ErkUraiii.    Wir 


1  Beziehuni!  auf  die  Reiher 


Reihen  füif  ein  sebraehenez  n. 


145 


a,  a  +  df  a  +  2rf,  ... .  a  +  (n' +  - — l)d 


und 


,a 


«4^-1 


a,  ae,  ae*,  ....  ae     9 


als  ^^Hauptrelben'^  die  nach  §.  1.  daraus  abgeleiteten  Reiben 
mit  dem  Anfangsglied  a,  der  Differenz  d  resp.^  dem  Exponenten  e, 
und  der  Gliederzahl  vssn'^-f/'»  In  denen  je  ^r  auf  einander 
folgende  Glieder  zusammengenommen  einem  entsprechenden  Gliede 
der  Hauptreihe  gleich  sind,  ^^ihre  (nach  q)  zerlegten  Reihen'^ 
nennen.  Sie  sind  wohl  zu  unterscheiden  von  den  §.  3.  und  §.4. 
vorgekommenen  ,,(nach  q)  interpolirten  Reihen'*;  unter  ihren  Glie- 
dern kommen  durchaus  nicht  die  Glieder  der  Hauptreihe  vor;  ihr 
a  und  d,  resp.  s,  ist  durch  die  Gleichungen  (A)  und  (B)  in  §.  1. 
bestimmt,  ihr  v  ist  jedesmal  =zn*g+p;  und  ihre  Summe  a  ist 
eben  nichts  anderes  als  die  geforderte  Summe  s  der  Hauptreihe 
mit  der  gebrochenen  Gliederzahl  ($«  2.).  - 

Das  allgemeine  Schema  einer  Hauptreihe    mit  ihrer  nach  q 
zerlegten  Reihe  ist  darnach  folgendes: 


\ 
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§.  6. 

Lehrsatz.  Das  pte  zwischen  zwei  Gliedern  K  und  K-{-d^ 
resp,  K  und  Ke  einer  Hauptreihe  eingeschaltete  Glied  einer  nach 
q  interpolirten  Reihe  ist  gleich  der  Summe  der  p  ersten  Glieder 
der  zum  nachfolgenden  Gliede  i^-f  ^»  resp.  Ke,  der  Hauptreihe  ge- 
hörenden Folge  der  zerlegten  Reihe,  sammt  den  (g — p>  letzten 
Gliedern  der  Folge  des  vorhergehenden  Gliedes  —  oder:  jedes 
Glied  der  nach  q  interpolirten  Reihe  ist  gleich  der  Summe  von 
den  q  auf  einander  folgenden  Gliedern  der  nach  q  zerlegten  Reihe> 
deren  letztes  an  der  Stelle  des  interpolirten  Gliedes  steht  (VergL 
für  bestimmte  Zahlen  die  Deutung  des  10|ten  Gliedes  In  §.  4.). 

Beweis. 

1)  Für  die  arithmetische  Progr.ession. 

Das  allgemeine  Schema  der  Zusammenstellung  einer  nach  q 
interpolirten  und  nach  q  zerlegten  Reihe  ist  folgendes: 
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Rückt  die  Folge  der  q  Glieder  der  zerlegtet 
*ur  Summe  das  Glied  Ä  giebt,  um  eine  Stelle 
Reihe  hoher  hinauf,   so  wird  diese  neue  Summe 


Reihe,  welche 
n  der  zerlegten 
van  (j  Gliedern, 


deren  jedes  um  ä=:-j  grüsser  ist  als  ein  entsprechendes  Glied 
der  vorigen  Folge,  nm  9.^  =  -,  d.h.  um  die  Diiferenz  der  inter- 
polirteti  Reihe  grösser  nerden,  als  die  vorige  Summe  war,  und 
somit  dem  ersten  nach  K  eingeschalteten  Gliede  A -|- -  gleich 
sein.  Ehenso  wird  die  Summe  der  um  2,  S, — p  Stellen  hüher 
verschobenen  Folge  von  9  Gliedern  der  zerlegten  Reihe  ■=■  ff+2.-. 
Jif  +  3.-,  ....  Ä+w.-,  d.h.  dem  zweiten,  dritten,  ....pten  ein- 

geschniteten  Gliede  in  der  interpolirten  Reihe  gleich  eein.  Eine 
solche  Folge  von  9  Gliedern,  die  dem  ;ften  zwischen  AT  und  K\d 
eingeschalteten  Gliede  gleich  ist,  enthält  demnach  die  ersten  p 
Glieder  der  zu  K\il  gehörenden  Folge  nebst  den  übrigen  (q—p) 
letzten  Gliedern  der  zn  K  gehörenden  Folge  der  zerlegten  Reihe, 

Im  obigen  erste»  Beispiele  ist  darnach  das  durch  {  Tür  n=IO| 
ausgedrückte  lO^te  Glied,  d,  h.  dae  3te  naeb  dem  lOten  Gliede 
der  Hauptreihe  eingeächallete  Glied  der  nach  4  interpolirten  Reihe, 
nämlich  205,  gleich  der  Summe  der  vier  Glieder  der  zerlegten 
Reibe: 

von  denen  die  drei  letzten  die  drei  ersten  der  zum  l]ten  Gliede 
der  Hanptreibe  gehörenden  Folge  der  zerlegten  Reihe  sind,  das 
erete  aber  das  letzte  der  zum  lOten  Gliede  gehurenden  Folge, 
d.  b.  es  ist  der  Fallraum  in  den  vier  Vierteln  der  letzten  für  n 
angenommenen  Sekunden. 


2)  Für  die  geometrische  Progression. 

Oas    allgemeine    Schema    der  Zusammenstellung   einer 
^terpolirten  und  nach  q  zerlegten  Reihe  ist  folgendes : 
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Käckt  die  Folge  der  q  Glieder  der  zerlegten  Reihe,  deren 
Summe  gleich  K  ist,  nm  eine  Stelle  in  der  zerlegten  Reihe  hilher 
hioaiif,  so  ist  die    Summe   dieser  neuen  Folge  von  q  Gliedern, 

deren  jedes  das  effache  eines  entsprechenden  Gliedes  der  vorigen 

Folge  ist,  offenbar  das  r^ fache  der  vorigen  Summe,  d.h.  ^=K.£i, 
d.h.  gleich  dem  ersten  nach  K  eingeschalteten  Gliede  der  inter- 
polirlen  Reihe.  Eben  so  wird  die  Summe  der  um  2,  3,  ....^Stel- 
len hoher  verschobenen  Folge  von  9  Gliedern  der  zerlegten  Reihe 

^Kei,  Ke^, Kc^,   d.h.  gleich  dem  eben  so  vielten  nach  K 

eingeschalteten  Gliede  der  interpolirten  Reihe  sein.  Eine  solche 
Folge  von  9  Gliedern,  die  dem  ;^ten  nach  K  eingeschalteten  Gliede 
gleich  ist,  enthält  demnach  die  ersten  p  Glieder  der  zu  Ke  ge- 
hurenden  Folge  nebst  den  {q — p)  letzten  Gliedern  der  zu  K  ge- 
hörenden Folge  der  zerlegten  Reihe,  w.  z.  b.  w. 

Im  obigen  niveiten  Beispiel  ist  darnach  das  durch  t  für 
n=-  10^  ausgedrückte  IO|te  Glied,  d.  h.  das  2te  nach  dran  lOten 
Gliede  der  Uauptreibe  eingeschaltete  Glied  der  nach  vier  interpo- 
lirteo  Reihe,  nämlich  17221,56  gleich  der  Summe  der  vier  Glie. 
der  der  zerlegten  Reihe: 

3258,44 + 3874,96 + 4608, 1 2  +  5480,04 , 

von  denen  die  drei  letzten  die  drei  ersten  der  zum  Uten  Gliede 
der  Hauptreifae  gehörenden  Folge  der  zerlegten  Reihe  sind,  das 
erste  aber  das  letzte  der  zum  lOten  Gliede  gehörenden  Folge, 
d,  h.  es  ist  der  Preis  von  den  vier  Vierteln  des  letzten  der  I0| 
Karat,  d.  h.  der  drei  Viertel  des  Uten  und  des  letzten  Viertels 
des  lOten  Karats. 

Sonach  haben  wir  denn  noch  auf  eine  ursprüngliche  von  den 
Voraussetzungen  des  §.  4.  unabhingige  Weise  die  Bedeutung  des 
allgemeinen  (letzten)  Gliedes  der  Progression  för  den  Fall  einer 
gebrochenen  Gliederzahl,  und  damit  zugleich  vermiige  §.3.  die 
Allgemeingültigkeit  der  Formel  für  dasselbe  nachgewiesen.  Was 
diesem  ursprünglichen  Beweise  noch  einen  besondern  Werth  ge- 
ben mag,  ist  die  darin  augenscheinlich  hervortretende  Erkenntnisa, 
dass  die,  die  Bedeutung  und  Gültigkeit  der  Formel  für  t  bedin- 
genden VoraussetziiTigen  eben  dieselben  sind,  welche  für  s  fest- 
zuhalten naren,  und  in  §.2.  allgemein  ausgesprochen  sind;  denn 
beide  Formeln  leiten  ihren  Ursprung  aus  derselben  zerlegten 
Reihe  her. 


152  Helmes:    (eher  arflAmeflgele  untl  geomelrliclte 

Es  sei  mir  nui)   noch  verstattet,  diese  Gelegenheit  zum  fiM 
iclilues  einiger  den  Gegenstand  betreffenden 


EU  benalzen,  die  sich  ohne  weiteres  als  naheliegende  Folg erunt 
Jes  V^orhergehenden  ergeben,  und  darum  einer  »eiteren  Ausf 
rung  eilen  nicht  bedürftig  sind. 

I.     Für  die  nach  q  zerlegten  und  nach  q  interpolirten  Reibe! 


für  die   geometrische    Reihe    die   Eiponenteii    gleich,  hei« 

gleich  ei ; 
lör  die  urithmelische  Reihe  aber  ist  das  S=-:q  ■=~^- 

2.  Die  Voraussetzung  n'=:0  bietet  keine  Schwierigkeit  dai 
für  die  intcrpolirte  Reihe  fordert  sie  die  Fortsetzung  der  Interpi 
lation  über  das  erste  Glied  hinaus,  und  giebt  so  z.  B.  in  den  vt 
10,  dem  Fallraum  der  ersten  Sekunde  liegenden  Zahlen  — II 
-5,  0,  +5  dieFallräume  E-anzer  Sekunden,  die  J,  J,  J.  I  » 
künde  vor  der  als  erste  angenommenen  Sekunde  liegen  u.8.  w. 

3.  Gilt  es  in  besonderm  Falle  die  Berechnung  der  BrucI 
tbeile  des  letzten,  unvollendeten  Gliedes  für  sich  allein,  wie  i 
den  obigen  Beispielen  die  Berechnung  des  Fallraumes  in  den  dn 
letzten  Viertel -Sekunden  der  Zeit,  den  Preis  der  drei  letzt« 
Viertel -Karat  des  ganzen  Gewichts  i  so  kann  dies  einmal  dur( 
Subtraktion  der  beiden  Summen  geschehen,  trelcbe  die  allgemeii 

Formel  für  »^n'-|--   und  für  n^n'  giebt.     Sonst  auch  Ursprung 
lieh  also:     Man  bestimme  in  den  Reihen 

* +  («  +  Ä)  +  ....+x  + (9-1)5=  «  +  «'d 


K  +  w+  . , 


.  +  XE9-J 


aus  den  ein  für  allemal  nach    %.  I.  bekannten  d^  -,  und  e 
aus  den  ebenfalls  bekannten  a\n'd,  resp.  rre"',  so  nie  aus  q  da] 
erste   Glied    dieser  Keihen    »  (entsprechend   unserem    frühern  \ 
und  bilde    dann  zneitens  die  Summe  von  j)  Gliedern  einer  Reihol 
in  der  das  erste  Glied  »,   die  DiffereoK   rf  rosp.  Exponent  i 
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die  Zahl  der  Glieder  p  bekannt  sind^  so  wird  dies  die    gesuchte 
Summe  der  Bruchtheile  des  letzten,  unvollendeten  (Gliedes  sein.  ' 

Auf  unsere  obigen  Beispiele  angewandt^  giebt  die  erste  Me- 
thode ffir  die  Summen  j  und  s\  jenachdem  wir  n=]Oi  oder  n=:10 
setzen : 

im  ersten  Beispiel:    »=1155»  Fuss 

*'=I000      „ 


demnach    g  —  s^z^    155^  Fuss 

als  Fallraum  der  letzten  |  Sekuiiden  der  ganzen  Zeit; 

im  zweiten  Beispiel :    $  =  34423,12  Tbaler 

s'  =  20460 

demnach    «—*'  =  13963,12  Tbaler 
als  Preis  der  letzten  |  Karat  des  ganzen  Gewichts. 

Nach  der  zweiten  Mcjthode  ist  für  das  erste  Beispiel: 

x=  ^-^»Q-^-^iJ  (§. ,.  (B))  =  49S  Fu88   ■ 

(Fallraum  im  ersten  Viertel  der  Uten  Sekunde), 

und  darnach  die  Summe  dreier  Glieder  mit  der  Differenz  d  =  |, 
wie  oben  =  155S  Fuss; 

för  das  zweite  Beispiel: 

%  =  20480.^^  (§.  1.  (B'))  =  3874,96  Thaler 

(Preis  vom  ersten  Viertel  des  Uten  Karats), 

pnd  darnach  die  Symme  dreier  Glieder  mit  dem  Exponenten  €c=J  J89 
gleich  13963,12  Thaler,  wie  oben  gleich  dem  Preise  der  drei 
Viertel  des  Uten  Karats. 

4.    Es  ist  ganz   unmöglich,  die  Entwicklung  der  Summenfor* 
mel  für  gebrochene  n  in  der  Weise  zu  vollziehen,  dass  man 

,=:a+'(a  +  d)  +  ....  +  a  +  (n'  +  ^-l)ii 


oder 


.%=z  a-{-ae'\-. *,,-{■  ae      9 


setzte;  denn  da   die  Glieder  der  rechten  Seite  auch  die  Wertfae 
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lies  ereteii  and  des  letzten  «ansen  GUedee  der  Rcilie  enthalt 
'so  kann  ihre  Summe  nicht  die  geforderte  Snmme  darBteit«n, 
iu  welcher  niemals  das  ganze  ereile  und  das  ganze  letzte  Gl 
zugleich  vorkommen  künnen.  Wie  dennoch  die  Suiumenfori 
scMiesstich  ganz  dieselbe  Form  erhält,  wie  sie  aus  der  Anm 
düng  des  für  ganze  n_  gebrSachlii-hen  Verfahrens  auf  diese  ol 
bar  unstatthaften  Gleichungen  hervorgehen  würde;  kann  ßr  i 
arithmetische  Progression  wohl  am  einfachsten  vorgestellt  irer^ 
durch  das  arithmetische  Mittel  von  a  und  t,  welches  als  solcl 
der  Durchschnittswerlh  eines  Gliedes  der  Progression  i 
l'ur  die  geometrische  Progression  aber  ersehe  ich  nicht  eine 
einfache  Vorstellung,  durch  welche  das  Resultat  einer  vorgängig 
Zerlegung  und  nachmaligen  Wiederverknftpfnng  mtnzer  Z&fal 
und  Brüche  in  der  unveränderten  Form  ganzer  Zahlen  von  voi 
berein  gefordert  würde. 

5.     Wollte  man  der  Summe  der  ganzen  (»')  Glieder  nech 

eines  folgenden  ganzen  Gliedes  zulegen,  -(a-(-w'd)  resp.  £.a( 

so  würde  man  in  beidt 
arithmetischen    Progret 
Gliedes    unabhängige 
p    q—p    d 


]  Fällen  zuviel  zulegen, 
iion  zuviel  uro  die  von 
ind    in    diesem    Sinne 


^;  bei  der  geometrischen  Progression  zuviel  um  die 
der  Zahl  (ii')  des   Gliedes   ubhäugige  Grosse 


tq       e-1  i'  i 

wie  eine  Vergleichung  der  durch  die  allgemeine  Summeofotm 
gegebenen  wahren  Summe  mit  der  in  angegebener  Weise  subst 
tuirten,  oder  die  nach  Nr.  3.  ursprünglich  zu  vollziehende  Berecb 
nung  der  Hruchtbeile  des  letzten,    unvollendeten  Gliedes  beweia^ 

Die  angegebene   Art   der    Summenbildung  mücbte    man  ftlhi 
falls  anivenden  wollen  bei  Aufgaben  wie  folgende: 

Ein   Diener  soll    von   sdnem   Herrn  das    erste  Jal 

10  Thitler,  und  in  jedem  folgenden  Jahre  1  Thaler  mehi 

als  Lnhn   erhalten.     Wieviel  erhielt  er  fürs  letzte  Jahr, 

und  wieviel  im  Ganzen,  ivenn  er  7|  Jahr  diente? 

wo  man   von   einer  Steigerung  des   Lohnes   durch   die  Dienstse 

innerhalb  des  Zeitraumes  eines  Jahres;  und  so  bei  Aufg&ben  di 

Art    überhaupt  von   einer   Stetigkeit  der   Steigerung    der   Gliedi 

ahflDsehen  geneigt  sein  kann.     (Der  Unlerscbied  betrügt  im 
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I   Fxlle,   übweio stimmend    mit   dem    alliiemeineH    Ausclniclce 
r^MMlben,  ,S  Tbaler). 

Aber  iFenig  gerecbtfertigl  ist  eine  feblerhririo  Rechnung  der 
Art,  wie  sie  sich  gleichwohl  die  berkümm liebe  Praxis  durchiveg 
angeeiguet  hat,  in  dem  häutig  vorkommen ileii  Falle  der  Zinses- 
KioGrechnung,  „vto  der  Bestand  eJties  Kapitals  C,  welches  zu 
dem  Zinsfuss  :   (Zinsen    der    Kapitaleinheit    in    der  Zeiteinheit, 

=  1^,    trofern    p    Procente  bezeichnet)    steht,    nach    einer  "i 
nsiR'-t-—  (Jahren)  gesucht  nird." 
Ke  atlgenieintt  Formel 

£=C(l+i)   +i  =  C(l+i)    •> 


,  als  die  herkttmmliche 


gMbt  diesen  Bestand  unbedingt  richtiger  a 
Praxis«  die 

setüt.  Die  allgemeine  Formel  berechnet  nSmIich  den  Bestand  für 
Jen  Ablauf  von  v{=-n'fi-\-p)q\e\  Jahren,  nachdem  sie  den  Zins- 

fnsB  demgemäss  geändert,  und  als  (\-\-i)i  fiir  ^tel  Jahre  «inge- 
richtet  hat.  Die  Praxis  beeinträchtigt  den  Zinsengeher,  bevor- 
zug den  Zinsennehmer.  Also  weit  gefehlt,  duss  die  allgemeine 
Ferntel  hier  zu  unstatthaften  Resultaten  führte,  wie  es  so  allge. 
nteinl  heisst,  nimmt  sie  es  nur  genauer  als  die  Gbliche  Praxis, 
deren  Eigensinn  man  gleichwohl  sich  ffigen  rnoss.  (Cf.  Bei  S; 
Beispielsammlnng  j.  84.  Nr.  26.,  passim). 

6.  Bemcrkenswerth  ist  die  Form  des  Ausdrucks  ftlr  das 
allgemeine  (letzte)  Glied  der  arithmetischen  Progressinn,  in 
welcher 


-  l)/i  = 


>  +  « 


a+(n'-])rfj 


gesetzt  wird,  %.  B.  der  Fallraura  in  der  letzten  von  den  10|  Se- 
kunden des  obigen  Beispiels  =:j  des  Fallranins  der  Uten  Se- 
kunde -fä  des  Fallraums  der  lOten  Sekunde;  oder  der  Lohn  des 
letzten  Jahres  der  ?![  jährigen  Dienstzeit  in  dem  Beispiel  der 
vorigen  Nr. 4.  =:  ^  des  Lohnes  Qir's  achte  Jahr  -f^  des  Lohnes 
fürs  siebente  Jahr.     Denn    denselben   Ausdruck  filr's  letzte  Glied 


15Ö 
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narde  man  auch  bilden  bei  der  fehlerhaften  Auffassung  deHselbei^ 
die  wir  in  Nr.  4.  als  Grund  einer  faisi^hen  Suniniertbildung  b» 
zeichnet  haben.  Der  Ausdruck  nird  aber  bei  dieser  fehlerhafUt 
Auffassung  auch  Dur  darum  richtig,  «^eil  sich  znei  Fehler  darii 
gegenseitig  aufheben.  Nämlich  }  eines  eilften  resp.  achten  Lie- 
des in  den  genannleri  Beispielen  sind  um  eben  so  viel  grSaaefi 
als  die  drei  ersteu  Glieder  der  dem  eilften  resp.  achten  Glied« 
Kugebiirenden  Folge,  um  wie  viel  j  des  zehnten  resp.  siebentes 
Gliedes  kleiner  ist  als  das  letzte  Glied  der  ihnen  zugebürend« 
Folge';  nie  sieb  das  in  vollster  Allgemeinheit  aus  dem  Nr.  4.  gfr 
gebenen  Ausdrucke  dieser  Unterschiede  ergiebt.  Bei  der  geo- 
metrischen Progressinn,  wo  eine  solche  Compensatiou  der  Feh' 
1er  nicht  eintritt  (cf.  Nr.  4.).  würde  solche  felilerhafte  AuSassung 
darum  zu  einem  ganz  unrichtigen  Kesultale  führen. 

7.  Schliesslich  sei  mir  noch  zu  bemerken  erlaubt,  dass  Auf' 
gaben  der  Art,  wie  sie  sich  z.  B.  bei  Heia  £.  82.  Nr.  8.  und 
sonst  wohl  finden  (vergl.  auch  Hechel  $.1.  Aufgabe  4.)  als: 
„Wenn  ein  senkrecht  in  die  Höhe  steigender  Kürper  in  der  ersten 
Sekunde  1000  Fuss,  in  jeder  fulgenden  aber  SIj  Fuss  tveniger, 
als  in  der  vorhergehenden  zurücklegt,  wie  lange  und  tvie  hoch 
wird  der  Kürper  steigen,  und  nach  wie  viel  Sekunden  «icder  äii 
dem  Punkte  anlangen,  von  dem  er  zu  steigen  anfing?"  aus  deo 
Lebren  der  Progression  allein  nicht  zu  lösen  sind;  es  fehlt  ne- 
ben den  Angaben  von  a  =  IÜOO  und  d  =  ~Z\\  ein  drittes,  in  der 
Auflösung  an  angeführter  Stelle  fälschlich  als  t^d^=ZVf  vor- 
ausgesetztes Argument.  Es  ist  al>er  t  weder  =31^  zu  seteen, 
noch  =0,  wie  eine  andere  gleich  irrige  Voraussetzung  in  die 
Aufgabe  leicht  hinein  gelesen  werden  mag,  sondern  t!=\d  zu 
setzen,  nie  dies  aus  der  Natur  der  gleichförmig  veraü- 
gerten  Bewegung  beim  Steigen  der  Körper  zu-entlefa- 
nen  ist.  Dann  ergiebt  sich  das  richtige  n  als  3*24  Sekuodea, 
während  das  fälschlich  angegebene  n  =  Z1  oder  das  eben  so  nahe 
liegende  w=33  der  Aufgabe  nicht  genügt.  Fiir  n^'Ä2  würde  ja 
auch  die  Steighöhe  (IG500  Fuss)  eine  andere  als  die  Fallhöhe 
(16000  Fuss)  werden!  Der  Fehler  liegt  darin,  dass  von  der  Se- 
kunde, wo  die  Steighöhe  =0  ist,  in  Wahrheit  die  eine  Hälfte 
noch  aufs  vSteigen,  die  andere  aber  schon  aufs  Fallen  kommt,  wie 
es  der  Natur  der  vorliegenden  Bewegung  entspricht.  Der  Man- 
gel der  Bestimmtheit  genannter  Aufgaben  hätte  am  leichtesten 
dadurch  gehoben  werden  können,  dass  man  die  ganze  Bewegung 
des  Steigens  und  Pallens  als  eine  einzige  durch  die  arithmettsebe 
Progression:  "  =  1000,  d=^i\\,  i  =  — 1000  (eine  Art,  den  Be- 
griff der   vorliegenden    Bewegung    in   der    Aufgabe    auszudrücken) 
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gegebene  ansah,  und  dann  die  Hälfte  des  resultirenden  ft(  =  66) 

als  die  Zeit  des  Steigens  nahm.  —  Die  ganze  Aufgabe,  wie  weit 

sie    nur   die  Anwendung    der   Progressions  •  Sätze  betrifft,    wird 

zweckmässig  ersetzt  durch  die  allgemeinere:    Ein  Korper  bewegt 

sich  mit  abnehmender  Schnelligkeit  also^  dass  er  in  der  ersten 

Sekunde  a  Fuss,  in  jeder  folgenden  d  Fuss  weniger  zurücklegt  als 

In  der  Torhergehenden  Sekunde;  nach  wie  viel  Sekunden  wird  er 

2a 
die  Schnelligkeit  — a  erreicht  haben;  wo  das  Resultat  n  =  -^-f  ^ 

Dach  den  Terschiedenen  Annahmen  für  a  zugleich  lehrreiche  Bei- 
spiele für  die  Bedeutung  eines  gebrochenen  n  darbietet. 


XTU. 

Beiträge  zur  Lehre  vom  Maximum  und  Minimum. 

Von 

Herrn  Brenner 

zu  Tuttlingen  im  Königpreich  Würtemberfr. 


I. 

Vom  Maximum  und  Minimum,  dem  eine  Gerade  un- 
terworfen ist,  welche  von  einem  gegebenen  Punkte  an 
einen  gesuchten,  in  einer  Curve  gelegenen,  Punkt  geht, 
Punkt  und  Curve  in  derselben  Ebene  gedacht.  « 

Sind  die  Coordinaten  der  Curve  durch  x  und  y,  und  die  des 
gegebenen  Punktes  A  durch  a  und  b  dargestellt,  so  ist  (^x  die 
fragliche  Linie: 
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und  man  hat  als  Bedingung  des  Alaxinuni  MiaMnun: 


VCa-icJ'  +  Ci-»)" 


WiBkds,  den  die  N«m«l«  in 


Carve  mit   der  Abscissenachse   macht.     Eben 


'  die 


Tangente  desjenigen  Winkels,  den  eine  durch  die  Punkte  (n,  b) 
und  {x,  y)  gehende  Gerade  mit  derselben  Achse  bildet;  woraus 
folgt,  dass  die  gesuchte  Linie  mit  der  Normale  der  Curve  zusam- 
menfäUt.     Verbindet  man  nun  mit  der  BedingungsgleichuDg 


*, 


2) 
die  Gleiehuiig  der  Cut 

3) 


(4-S)  +  (a-i)  =  0 


=  «■»), 


0  ergeben  sich  hieraus  die  Coordinaten  x^  und  y^  des  Punktes, 

1  welchem  das  Maximum  Minimum  stattfindet. 

Wollten  wir  zur  Auffindung  des  Maximum  Minimum  setzen; 
du 


(«- 


^P  +  (6-j)»  =  0, 


.  h.  « =  a 

der  ('urve  selbst 


ind  der 


Der   gegebene   Punkt  belände   sich  aul 

gesuchte  würde  mit  ihm  zusammenrallen,  so  dass  hier 

Maximum  Minimum  mehr  die  Rede  sein  künnle,  wenn  man    nicht 

u  =  0  als  ein  Minimum  betrachten   uollle.     De ss ungeachtet  dürfte 

in  vielen  Fällen   der  gegebene   Punkt  in   der  Curve  selbst  liegen 

und   doch   kannte    man   nach    einem  Maximum  Minimum    fragen; 

Indem  wir  daher  hier  nicht  die   Bedingung  -j-  ^oo,  sondern  mr, 

7^  =  0  festsetzen,    so   gibt    der   zur  Entscheidung,    ob  ein   Msli^ 

mum  oder  Minimum  vorliegt,  dienende  PifferentialGoefGcient: 
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4)  ^ 


■t(E)"+<»-»)S 


dx^—  u 

Um  diese  Lebreu  auf  Polar-CoordiDaten  überzutrageo»  so  setzen 
w\t  den  Radius  Vector  =r  uod  den  Winkel,  den'  derselbe  mit 
der  augenommenen  Achse  macbt,  =six«  und  wir  haben: 

ar  =  rcosa^    y=rsina. 

HierdHrch  ergibt  sich: 

11=  V^(« — r  cos  «)*  +  i^i  —  r  si  n  «)* 
und 

du dr^a  cos «  +  6  sin«  —  r)  ^  r(6 cos c  —  g sin  c) 

da?  « 

so  dass  2)  zu  ersetzen  ist  durch : 

5)  iir(a4:o6a*f  &fiiQ4f^r)-f  r(6cosff — asinct)  =0, 

womit  sich  noch  die  Gleichung  der  Curve 

zu  verbinden  hat,  um  r  und  a  zu  bestimmen. 
Ferner  ist  4)  zu  ersetze«  durch: 

d^ 

da« 

r(A8i»a4^cos  a)+dr*+2dj»(a'«ina— äcos«)— d*r(acosä+68inÄ— r) 

=  — y ' — ^ ^ ; 

U 

und  ist  nun   der  Zähler  dieses   Bruches  positiv,  so  liegt  ein  Mi- 
nimum, und  negativ,  ein  Maximum  vor. 

Zur  Anwendung    auf  ein   spectelles  Beispiel  setzen  wir  för 
die  gegebene  Curve  einen  Kegelschnitt. 

Ist  e<l  oder  =1  oder  >1,  so  ist: 

V 


r  = 


1  +  ßcosa 


die  Gleichung  für  die  Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel,  mit  der  ein- 
zigen Modification,  dass  sie  in  Beziehung  auf  die  Hyperbel  nur 
den  näher  liegenden  Arm  liefert.    Daraus  bat  raMi: 


dr 


P«»i 


tvoilurch  5)  übergeht  in: 
7)  ;-e  Bin  «  +  (!+«  cos  «)[«  sin« 


-*(e  +  co9«)]  = 


Geht  man  auf  ein  neues  Coordinntensystem  über,  so  daae  znl 
der  alle  uni)  neue  ANrangspuiilit  zusammenrallen,  die  neue  Acfas 
aber  durch  den  gegcheneo  Punkt  selbst  geht,  so  wird  die  r 
Ordinate  6'  =  0  und  die  neue  Abscisse  «'^V^a^  +  Ä*.  Mactt 
nun  die  neue  Ach^e  mit  der  alten  den  Winkel  u>  und  ersetzei 
wir  c  durch  a'+jc,  wo  jetzt  a  von  der  neuen  Achse  an  gezäUt 
wird,  so  wird  die  Gleichung  der  Curve: 


und  die  (iteichung 


^-i  +  ecos(ß  +  «,) 
5)  geht  über  in: 


^sin(o+«.)  +  (sinB- 


«,)rH-ccoa(a  +  M)]=0. 


Ist  der  gegebene  Punkt  nicht  sehr  weit  von  der  Curve  entfertt 
60  kann  man  lür  einen  ersten  Näheruogswerth  setzen  sincr^ 
und  CDSa:=l,  weil  a  klein  ist,  und  es  entwickelt  sich   iius  8): 


ecosw(l  +  S)  +  e(A+e8i 


För  einen  Punkt,  der  in  der  grosse 
liegt,  hat  man  b  oder  auch  6'  =  0  und  t 
sowohl  aus  7)  als  auch  aus  8): 

8inaO,c+<i  +  aeco8a)  =  0. 

Diese  Gleichung  liefert  die  vier  Werthe: 

c  =  0,     0  =  180»; 


Achse  der  Curre  seih 
=  0,  und  ea  ergibt  aii 


und  wenn  der  Werth  a'  die  Gleichung  cos a  =:—(-  + -J  befriedi| 


Ist  aber  —  +  -  >  J;  I ,  so  giebt  es  nur  7 
Maximum  Minimum  statlßndet. 


i  Punkte,  in  denen  ei 


1  Maximum  und  Viriimum. 


Um  zu  entscheiden,  tvie  viele  Maxima  Mioin 
hücfasteiis  esistiren,  gehe  man  zur  Bedingung 


(d 

-^)  +  (6-ff)g=0 

zurflclj, 
Ellipse 

und    verbinde 
und  Hyperbel: 

sie    zunächst    mit   der   Gl. 

sichui 

ng 

andelt 

sich  dies 

e  Differentialgleicbimg  in: 

Diese   beiden 

Gleich  un< 

^en,   die    durch  ihre   Auflu 

'sung 

b( 

iehlich 
der  Werthe  x  und  y  die  M.  M.  Punkte  bestimmen,  sind  dieGlei- 
cbnngen  von  ztvei  Kegelschnitten.  Ihre  Durchschnittspunkte  liefern 
graphisch  die  gesachten  Punkte,  und  da  zwei  Kegelschnitte  sich 
höchstens  in  vier  Punkte  schneiden,  so  sehen  ivir,  dass  es  höch- 
stens vier  M.  M.  Punkte  giebt. 

Für   die  Parabel  aber  ergibt  sich  bei  Benutzung  ihrer  Glei- 
chung y*  =  '^p^i  '• 

S«  +  2p^(p-a'}-Vö=0. 

wo  a'   die  vom  Scheitel  an  gerechnete   Abscisse  des  Punktes  A 


ist.     Will  man  at 
so  miisa  man  e  = 


r  hier  die  Gleichung  7)  in  Anweiidung  bringen, 
I  setzen  und  hat: 


«  +  (I  +  cos«)[ai 


-*(l  +  COSa)]=0, 


nelche  Gleichung  zuerst  gibt: 

Ja^2    und     ia  =  -^. 

Diese  Werthe  geben  a  =  ]80»  und  ^  =  540»,  und  es  gib  tdie  Glei- 
chung der  Parabel 


'-I+cosk' 

r^ao,  wodurch  ein   unendlich  entfernter,  folglich   gar  kein  Punkt 
angezeigt  wird.    Die  andere  Gleichung: 


kann  höchstens  drei  Werthe  liefernr  ^^  "''^  ^^  auch  mit. ' 

der  Fall  ist.      Demnach   bietet  die  Parabel  biichstens  drei  U. 
Punkte  dar.     Für  die   Grenze,   wo    beide   Gleichungen  anfangei 
zwei  imaginäre  Werthe  eu  liefern,   hat  man  vermöge  der   Card*- 
nischen  Furroel: 


'V-C-?)'= 


wenn  man  bedenkt,  dass  a  •{■  a'  ■=  Ip. 

Betrachtet  man  a  als  Abscisse  und  6  als  Ordinate  einer  Curve, 
so  zeigt  diese  Gleichung  diejenige  Cuive  —  eine  Parabel  hüberK 
Ordnung  —  an,  in  welcher  die  Scheidung  zwischen  drei  M.  U. 
Punkten  und  einem  M.  M.  Punkte  stattfiodel. 


VomMaximum  und  Rlinimuni,  dem  die  Summe  zweier 
Geraden     unterworfen    ist,     die    von     zwei     gegeben«« 
Punkten   an  einen  gesuchten  in  einer  Corve  gelegen»« 
Punkt   gezogen    sind,    Punkte  und  Ourve    in    derselh> 
Ebeoe  gedacht. 

Es   seien   die  Coordiiiaten   der  beiden  gegebenen  Punkte 
und  B:  a,  6    und    a' ,  b',   so  wie  die  Coordinaten    der  gegebenen 
Curve  X,  y,  so  ist  die  Summe  der  zwei  an  den  gesuchten  Punkt 
H§    (Taf.  II.  Fig.  3.)  in    der  Curve    CV   gezogenen    Geraden 
and  BM: 


1) 


-.SfJ^ 


a:)a  +  (/ 


-y)'+W-a:)''  +  (A'-i/)». 


Die  Bedingung  des  Masimura  Minimum  liefert  nun  die  Gleichung 


I  .Vaxlmtt/ii  unä  Mhümum. 


_Ac_(&'-y)VV::£)''-|-(ft-y)H(»-j)V(g;.-»)'+(&'-g)* 
dy       (a'-a:) V"(a_ ^)!i  _|_  ((, _ yja ^ («^3;)  V'Ca' -»)*+(6'  — y)" ' 

TkeÜen  wir  oun  deo  Winkel  AMB  in  znei  gleiche  Tbeilc  and 
UDtersucheD ,  ob  nicht  die  Theilungslinie  LM  eine  Normale  der 
Curve  ist.  Ziehen  wir  MN  parallel  mit  der  Abscissenachse  OX, 
ao  lUuGste  in  diesem  Falle  sein  r 


dx 
dy 


-y)W- 


tgLJtfi\=- 

Wir  faahea  «bei 

tR3L^iV  =  tg  {BmN-i  AMN)  =  ^5tj"(ä'  - 

Dft  man  nun  die  Gleichung  hat: 

tg2Z(l-teZa)  =  StlgZ, 

so  setze  mun  in  diese  Gleichung  Z  =  LMIV  und  für  igLMN  und 

da; 
tg 'iZ-^iV  «bige  Wertlie,  während  —  j7  durch  dessen  Werth  i 

3)  ersetzt  wird.     Macht  man  noch  zur  Abkürzung: 

b  —  a:=B,     b'~x=B'; 
so  ergibt  sich : 

AB'  +  4'B        /g'NQ'+fi'+BV^i^y+^'v« 

~    '  A'S^^^W+AyfA'^^^'^' 

eine  tileichung,  vnii  deren  Identität  man  sich  bald  aberzeugt. 
Es  folgt  hieraus,  dass  A!H  und  BM  mit  der  Normale  gleiche 
Winkel  machen,  und  zwar  geht  die  Normale  mitten  zwischen  A 
und  B  so  hindurch,  dass  der  eine  Punkt  aal'  der  einen,  der  andere 
aber  auf  der  andern  Seite  derselben  gelassen  wird,  weil  ^LMHi 
=  BAUS  +  AMN. 


Um  den  gcsucfalen  Punkt  i 
chung  der  Curve  selbst,  nämlic 


bestimmen,  ist  noch  die  Glei- 


mit  der  Gteicfaui 
Beachtend  j 
auch  erfordert, 
zu  verbinden: 


Beitrags  itir  Lehre 


I  Untersuchung  zu  ziehen,  so  ist  noet' 


:   beiden   Gleichungen    : 


0  mit  4), 
lO  mit  4), 
gleicher  Zeit  mit  4).      Da 


jedoch  in  den  beiden  ersten  Fällen  A  mit  M  oder  B  mit  JH 
s  am  men  lallt,  no  zieht  sich  die  Summe  u  auf  die  Verbin  du  ngsllnis: 
der  gegebenen  Funkle  zurück  und  kann,  wenn  man  will,  als  alH 
solutes  Minimum  betrachtet  vrerden.  Der  dritte  Fall  kOnnte  nur 
dann  stattfinden,  Tveiin  alle  drei  Punkte  A,  B  und  J/  mit  einandw 
zusammenfielen  und  zwar  in  einem  Punkte  der  Curve  selbst,  wel- 
chen Fall  unsere  Frage  nach  einem  Maximum  Alinimum  gar  Dicht 
zulässt.  Wir  werden  daher  nur  allein  2)  mit  4)  in  Verbindung 
setzen.  —  Die  Entscheidung  aber,  ob  ein  Maximum    oder  ein  Mi- 

nimum  vorherrscht,  gibt_das  Vorzeichen   der  Function  ^—^.     Wir 
haben  aber,  wenn  wir 


V(? 


»)"  +  (» -9)»^ 


md     >^(o' 


»)"+(! 


-S)'=»'      , 


(PS 
dl' 


[•+(?J-(»-.)Sj-i[(.-«)+('-j)S'i 

+j.'"»f+(äy-<'-^)SHiK.'-»)+ 


-^)Ä]-i- 


Wollen  wir,  statt  der  rechtwinkligen,  Polar -Coordiuaten  an- 
wenden, so  verwandelt  sich  unter  denselben  Voraussetzungen,  wie 
in  I.,  und  wenn  wir 


V"(«i — r  CO«  «)»  +  (6  — r  sin  tt)" : 


setzen,  die  Gleichung  2)  i 


>s«)'»  +  (6'— rsiD«)* 


dS 
da 


vom  Maximum  und  Minimum,  165 

6) 

i      tt'  [  dr{acos  a-\-bs\U€L  —  T)-\'r{b  cos  et  —  asio  «)]  \ 

=  <  >=0, 

t  +te[rfr(a'co8a  +  6'sin^ — r)+r(6'cos«  —  a'sino)]  ' 


mit  der  noch  die  Gleichung  der  CurVe 

7)  r  =  ^(a) 

> 

zu  verbinden  ist. 

Setzen  wir  jetzt: 

dT{a  cos  a  +  6  sin  a  —  r)  +  r(Ä  cos  a — asin  a)  =  17, 
dr{a'  cos  «  +  ^'  sin  a — r)  +  r(^'  cos  a  —  a'  sin«)  =  17'; 

80    ist 

dS_      u'ü+uV 
da  uu' 

Wollen  wir  hieraus  das  zweite  Differential  von  S  entwickeln,  so 
haben  wir,  da  n'ü-\-uü'  =  0  gesetzt  worden  ist, 

d^S  üdu'  +  u'dü+ü'du  +  udü' 

da^  uu* 

Allein  es  ist: 

dvf  zu -■    und    du=: » 

tt  u 

und   wenn  wir  diese  Werthe  substituiren ,  so  zeigt  sich»  dass  5) 
zu  ersetzen  ist  durch 

d^S  _(u  +  u')  U  ü'-^uu'ju'd  ü+udüQ 
da^ ""  «%'«  ' 

so  dass,  wenn 

8)  (u  +  u')  ÜV-  uuXu'dü-i-  ud  ü") 

positiv  ist,  ein  Minimum,  und  negativ,  ein  Maximum  vorliegt 

Wählen    wir    zur    Anwendung  dieser  Lehren  als   Curve  den 
Kreis,  so  haben  wir  folgender  Bedingung  zu  genügen: 


Die  Gleichung  des  Kreises 


ind  dieses  substituirt,  gibt: 


ff(a--a:)_(f 


-V)x 


Nehmen  wir  nun    für    einen    Augenbüclc   an,    die  Abscissenachi 
habe  die  Lage,  dusB  sie  den  Punkt  U  (Tat'.  U.  Fig.  4,)  des  Mas- 
muni  Minimum   in   der  Peripherie   gerade  treffe,    und  setzen 
die  Ordinalen  des  Punktes  A  Tür  diese  Abscisse  gleich  u  und  ^ 
80  nie  diejenigen  des  Punktes  £  gleich  «'und  ß';  so  wird,  iiidi 
hier  i/^O  und  j;^=r; 


9) 


V"(«-r)a+p"^V(«'- 


Quadriren  wir,  leduciren   und  sieben 
so  ergibt  sich; 


=  =0 


nieder  die  Wurzel  am 


Die  Gleichung  d)  wird  mir  dann  befriedigt,  wenn  wir  das  negativ« 
Zeichen  nehmen,  und  so  substiluiren  wir  der  Bedingung  (j)  dh 
andere: 

Setzen  wir  den  Winkel  DCX=w,  so  haben  wir: 


Die  Bedingung  10)  liefert  nun  die  Gleichung: 


+  (sinw*  —  cos ro')(a6'  +  6a')  +  rcosM'{6  +  6')  — rsinwCn  -\-a')=zQ, 


sin2wj((ia'— WO — coa2w(a6'+6(i')+rco9M!(*+60— rsinM(a+o')=0.ä 


pom  ilaximHM  und  Wntmum 
Gleichung  llaM   siiA    verein lac h en . 
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ir  auf  solche 

Weise  zu  einem  neuen  Coordmaleneystem  übergehen,  dass  die 
ueue  Äbscissenachse  CX'  den  Winliel  ACB  halbirt.  Unter  dieser 
Bedingung  ist: 


\'CX  =  lt.ACX-^BCX) 

und  folglich,  WC 

■m  »ir  X'CX=,  letien: 

Setzen   wir  die  neuen   Courdinaten  der  Punkte  A  und  B  gleich 
A,  B  utrd  A',  B',  so  ist: 


¥ 


inc  +  n'cosp 


B  =  Aco8o- 
ff^  b'coBv  — 


und  wenn  wir  die  von  CX'  an  gezählten  Winkel  =y  setzen,  wie 
*rir  die  vtm  CX  an  gezählten  :=.v!  gesetzt  haben,  so  srbilt  dt« 
neue  zur  Bestimmurtg  von  y  dienende  Gleichung  dieselbe  F«rn 
wie  II),  nur  dass  w  mit  y  und  a,  b,  a',  b',  mit  A,  B,  A',  B' 
verwechselt  erscheinen.  Namentlich  aber  ist  zu  bemerken,  dass 
das  zweite  Glied  gunz  wegßHt,  denn  es  ist: 


AB'-\-BÄ'=icosv'* 

und  da 

-^sinc 


-  sin  p')  (6(i'  +  ab')  —  2sin  c  cosp(«n'— öfi') , 


=  tB'2p^ 


so  ist 

woraus  obige  Behau[>tung  hervor  ^efat.     Somit  haben  wir: 
12) 
^BinycosrC^/l'— BB')+r-coaj'(Ä+ß')  — rsiny(^+.<J')  =  0, 
oder  wenn  mit  sin/cos]'  dividirt  wird: 

wo  sich  eine  der  Grüssen  A,  A' ,  B  oder  B'  durch  die  Relation 
AB'-^BA'  =^9  eltminiren  Hesse. 

Setze    ich    in    12)   cosy=  -  und  ainy:=^,  so  ergibt  sich  die 
Gleichung : 


welche  io  Verbindung  mit  der  Gleichung  des  Kreises  hüchste 
vier  M.  M.  Punkte  anzeigt. 

Ist  nun  vermittelst  12)  der  Winkel  y  bestimmt,  so  ist  Winkt 
XCD  oder  a  =  v-{y,  und  es  ist: 


«=  VV+6Hr"— 2(«cos«+6sino), 
«'  =  V^o-^+fi'^+rä-SC^'cosa+ö'sino). 

Die  Entscheidung  aber,  ob   ein  Mazimuni  oder  Minimum  vurwaf^ 
tet,  gibt  uns  die  Formel  8).     Bedenkend,  dass  für  den  Kreis 
Cnnstaat,  also  dr^=tPT  =  0  ist,  haben  nir: 


17=  T(b  cos«  —  nsin  «),     ü'  =  r(b'coe  a 
dP=  -r(6siiin  +  «cos«),     (£f7'=  -r(fi's 


«)■ 


Setzen  t 


■  die* 


Werthe  in  die  GrSsse  8),  so  ergibt  sich,   dasi, 


irenn  die  Grosse 

r(«4«'Kficos«-a8ia«)(Ä'coB«-tt'sinc) 

+  uu'\u'{b  sin  a  +  Q  cos  a)  \  u(6'sin  o  +  o'  cos  c)] 

positiv  ist,   wir  ein  Minimum,  im  Gegentheil  aber  ein  Mazin 
haben. 


Anfgabe 

E» 

si 

nd  in 

der  Pe 

tipherie  ei 

es   Kl 

eiaa 

e    ge 
nkl 

geb. 

so 

soll  au 

Eiseas 

r  derselbeo 
cbaft  besti 

Perip 

heri 
das 

e 

neo  P 

cber 

d 

e  Sum 

me 

aller 

de 

r   vo 

n   ihm  a 

US  an  die  n 

Punli 

e  «» 

z 

Dgenen 

Ger 

aden 

ei 

n  Ma 

ximum  oder  Minim 

m  sei 

Auflösung.  Es  seien  die  gegebenen  Punkte  A,  B,C,  D.^ 
(Taf.ll.  Fig.  5.)  so  wie  der  gesuchte  Punkt  X,  so  sind,  wenn  ich  d 
Radien  CA,  LB,  LC,  LD. ...LX  ziehe,  die  Winkel  ALB,  ALC, 
AhD....  als  bekannt  zu  betrachten,  dagegen  Winkel  ALX  als  nn* 
bekannt.  Setze  ich  nun  diese  Winkel  nach  einander  ^b,  c,  d.... 
und  ALX  =  x,  und  ziehe  die  Geraden  XA,  XB,  XC,  AD... 
ist,  wenn  man  den  Radius  des  Kreises  ^r  setzt: 

f  —j 2  sini^r,  JVB  =  2rsini(fi— jr), 

I)  <XC=^Ts\n\ic  —  x),     A/)  =  2rsin;(rf— i). 


vom  .Vax/mum  und  fliitfmiim. 
folgiicb  die  Summe  dieser  Geraden: 


S  =  2/[sinia;  +  siDl(6— ar)  +  sm;(c-3;)+siii;(rf-j:)....] 

Nehmen  wir  aber  als  zweiten  Fall  den  Punkt  A  xwischeD  B 
und  C,  so  wird  JTß  =2rsin  i(^— 6),  während  die  Form  für  die 
GrOssen  XA,  XC,  XD....  eich  von  obigen  Forme»  nicht  uoter- 
scbeidet.    Dadurch  abet  wird: 

S=:2r[8inl:B-|-aini{«— *)  +  8inl(c-a:)  +  sini(rf-a!)....]. 

Nimmt  man  ferner  als  dritteo  Fall  X  xwiscben  C  und  D,  so  er- 
hält man: 


S  =  2i-[8iDia:  +  mni(ar 


n:i(jr-c)f  sin  .'(rf— :<:)....] 


Daraus  folgt,  dass  die  Function  5  jedesmal  wieder  eine  andere 
wird,  so  oft  wir  X  zwischen  zwei  anderen  gegebenen  Punkten 
annehmen.  Wenn  wir  daher  das  M.  M.  für  iS  in  2)  aufsuchen, 
SD  kann  sich  diess  nur  auf  den  Zwischenraum  AB  bezieben,  und 
.  wenn  wir  dassellie  tbuii  für  S  in  S),  so  können  wir  nur  den  Zwi- 
schenraum BC  im  Auge  haben  u.  s.  vi.  Allerdings  könnten  wir 
S  in  2)  für  alle  Punkte  der  Perijiberie  eine  Geltung  beilegen, 
allein  dann  würde  im  zweiten  Fall  BX,  im  drillen  BX  und  CX.... 
negativ  in  Rechnung  gebracht,  was  nicht  in  unserer  Absicht 
liegt 

Es  gibt  nun  2}  für  die  Bedingung  des  M.  M. : 

T— =r[cos  Ja:  — coai(6  — a;)— cosl(c — a:)  — cosK*/  —  .r) J^O- 

Lose  ich  die  runden  Klammern  auf,  so  kann  ich  dieser  Gleichung 
die  Form  gelten  : 

cos  i.T[l— cosiÄ— cosic-cosäd,..,  — tg  ^^(siniö  fein  ic-l- sin  Ji/....)]  ~0 

Der  Werth    cosi;r=:0,  woraus  folgt  a:  =  n,  ist  im  Allgemeinen 

nicht  zulässig,  weil  dadurch  -^  wirklich  nicht   auf  Null  gebracht 
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wird,   mit  Ausnahme  eines   eioiigen  Falles.     Der    andere   Fnkli 
aber  liefert  den  Werlb: 

I  — coB^A — cos  «c— cos  M.... 
5)  t8i^= •    .1  .    ■    .  ••;    ~  1  j       • — ■ 


Dasselbe  gilt  IGr  die  Fglle  2)  und  3),  nur  dass  wir  bier  haben: 
,     l  +  cosjÄ — cos^c — os-ifi.... 


iJA+ainäc+sinlt/.. 
ti6  +  cos.ic— c. 


CJtn  im  ersten  Fall  zn  untersacben,  ob  ein  Maximum  oder 
Minimam  vorliegt,  so  haben  wir: 


=  \r\ — ein  \x  —  sin  \{b  — ■  a:)  —  sin  |  (c — x)  —  sin  i  (d — x) . . , 


und  da  S  nur  positiv  sein  kann,  so  haben  wir  ein  Maximum 
Auf  dasselbe  Resultat  werden  wir  im  zweiten  ond  dritten  1 
gelehrt.  Ist  also  X  der  wirklich  bestimmte  und  zwischen  A  ui 
B  liegende  einzige  Maximum  -  Punkt,  so  muss  •$  abnehmen,  i 
man  den  Sumraenpunkt  von  X  aus  gegen  A  oder  gegen  B  hfl 
rückt.  Dasselbe  findet  statt  im  zweiten  Fall  heziehlich  der  Punkt 
B  und  C  u.  s.  w.,  und  da  die  verschiedenen  Summen  (in  d4 
Fällen  I),  'i),  3)....}  in  einander  überfliessen,  sobald  sich  ihn 
Summen-Punkte  dem  Punkte  B  oder  C-.--  nähern,  so  müssel 
wir  die  Summen  der  Punkte  A,  B ,  C,  D,  .. ..  als  Minimum  b» 
trachten.  Auf  solche  Weise  finden  sich  demnach  die  MiniraninM 
Punkte  leicht,  während  die  Maximums -Punkte  durch  die  Formel 
4),  5),  6)....  bestimmt  werden.  Und  ist  a:  bekannt,  so  ergebeil 
sich  die  einzelnen  Geraden  aus  1),  Ihre  Maximums-Summen  m 
2),  3),  4)  n.  s.  w.     Die  Minimums  -  Summen  aber  älnd: 


filr  den  Punkt  A:     S=  2r(sin4A -f  sin^c+sin  ^d. ...) 
„     „         „     B:    5  =  2r[sini6-|-sinl(c  — fc)+sini{d  — 6)....]' 


r>om  Haximum  und  WiOmtim. 

ond  sind  alle  Alaxima  nnd  Minima  bekannt,  so  linden  sich  dai 
ter  auch  die  absoluten  Maiima  und  lUinima. 


'Betrachten  wir  hier  nur  die  rollenden  drei  Fälle: 
u)  Es  sei  nur  ein  einiiger  Punkt  A  g^ebeti. 


w 

\  Da  hiei  weder  TOn  einem  Winkel  6,  noch  c,  noch  rf....  die 

Rede  sein  kann,  so  liefert  uns  die  M.  M.  Bedingung  cDs4a^  =  0, 
folglich  x=:nnaA  S=-2r:=  dem  Durchmesser  des  Kreises  als 
MaximDm. 


I     wem 


ß)  Es  seien  i 
Hier  haben  wir 


i  Punkte  A  und  B  gegeber 


woraus  folgt: 


x=^iö     oder 


-=tgi6, 


=  ift  +  t. 


daher  ausnahmsn'eiae  zwei  Maximums -Punkte  stattfinden.  In  der 
That  aber  kann  ich  —  wo  nur  zwei  Punkte  A  nnd  B  gegeben 
sind  —  als  znischenliegende  Bogen  sowohl  AB  als  auch  BVDA 
achten. 

als  Miniinam  ergibt  sich  auB  8): 

S  =  2rBin;*, 

9  nichts  anders  ist,  als  die  Sehne  zwischen  A  und  fi. 

y)  Es  seien  drei  Punkte  A ,  B  und  C  gegeben. 

aus  5): 

I — cosjA — cosäc I  — 2cosi(6  +  c)cogj(c — 6) 

sin ib  I- sin ic      —     2sin  1(6+  c)coa \(c~ b)      ' 

hirch  sich  das  Maximum  $  bestimmt. 

fDas  Minimum  aber  ist  für  den  Punkt  A  aus  8): 

•  S=2r(sini6  +  sinic), 

welches  nichts  anders  ist,  als  die  Summe  der  an  A  anstoifsenden 
zwei  Seiten  des  durch  die  drei  gegebenen  Punkte  bestimmten 
Dreiecks.  Das  absolute  Minimum  ist  demnach  die  Summe  der 
\  kleinsten  Selten  dieses  Dreiecks. 


Auffalle.  Einen  Punkt  aufzafinden,  von  dea^ai 
die  Summe  der  drei  in  die  Spitzea  eines  Dreiecks  gB 
zogenen  Getaden  ein  Minimum  bildet. 

Auflflang.     Es  sei   das    Dreieck    ^ßC  .(Taf.  II.  Fig.6.) 
der  betreffende  Punkt  D,  so  setze  ich 

^BDC  =  a,  ^ADC=ß,  ^DCB  =  x. 

Setze  ich-  noch   BC=a   und   AC=b,  so  wie  .^^CB=  C.  A 
ist  das  Dieieck  durch  diese  drei  Stücke  gegeben.     Nun  \at: 


t  ist  demnach  die  Summe,  die  eiu  Minimum  iverdon  soll: 


Da  V9\t  nun,  zum  Behuf  der  Aufsuchung  des  Min 
a  und  ß  bestimmen  wollen,  so  haben  wir  zu  set 


2) 


da 


=  ü     und    3).  jö  =  0. 
dß 


Die  Betrachtung  der  Werfhe  "^  =  j«  =  «=  «t  hier  ausf 
schlössen,  da  dieselben  auf  cr  =  0  oder  =zn  und  ^:=0  od 
=  «  fahren  würden,  wodurch  ein  unendlich  entfernter  Punkt  i 
gezeigt  wird. 

Der  Winkel  x  bestimmt  sich    in    Function  von    o    und   ß   i 
durch,  dasB  man  hat: 


le  Anf^abe  ii 
lofloBung  dl 
t  dieselbe  m 


:  freilich  lehoD  nfters  aiif);elü«l   TOrden;  ioi 
I    Herrn    VerfasaorB   Eigen  ih  um  liehet    enthkita 
abdfnckeii  laaae. 
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folglich  : 

sin  (a  +  a;)       ,  sin  (/?  +  C—  x) 

a 1 =  o 1 — 5 • 

sin  a  sin  p 

LSsen  wir   die  Klammern  auf  und  dividiren  durch  cosa;^  so  er- 
gibt sich: 

4)      . 

__      6sin(C+/g)  — osinp 
®  asin/^cota-f  &cos(C-|-i^) 

Die  Gleichung  2)  gibt  nun: 

5) 

[acosrr  .    ,    ^               .     v     ./sinCsinar+cosCcosjrXnrfar' 
"■SdT  +«(cot«cos^-sm:r)-6( ^ J  J^^ 

asina;cosa         slno: 
— — - — — «n-; — - 

sina*  sino' 

und  die  Gleichung  2): 

6) 

[acoso;  .    ,    ^                .     ^     ./sinCsinar+cosCcosarXlAr*] 
— ; -f<i(cotacos;r— sinor)— 61 r— 5 J  Vj-qI 
sma    '    ^                           ^      \              sinp  /Jdßi 

b  cos  ß  (siiyCcos  x — cos  Csin  x) 

sinßa 

Dividiren  wir  durch  coso;,  so  erhalten  wir  aus  5)  und  6): 

7) 

[a(l-fcosa)     ^     ^      ÄsinC      bcosC~ldx       ,      /l  +  cosa\      ^ 

8) 

[«(l  +  cosa)  6810  C      bcoaC'tdx      .cosJIsinC 

+  ^*g^     sin^     ="• 
Nun  ergibt  sich  aus  4): 

^^—  a       asinj3[6sin(C-f /?) — qsinj3] 

da,  "^  '  sina*[asinj3cota-f  ^cosCC-f  |3)P 


wm 


Beiträge  auf  Le/ire 


Werlb  in  4)  dubstituiren  und  den 
hiiiiviederam    in  den  Werth  von  - 


,  so   ergibt  sich,  wenn  wir  hier  dem 
erhaltenen  Werth  von  catj" 


9) 


-  b^Bin  tfl  +  «agin  ,3»  +  2o6  sin  «  sin ]3  cos (C  +  e+^)  ' 

Setzen  wir  ^DCA  =  y,  so  erhallen  wir  .^,  wenn  wir  in  \i 
und  ß  80  nie  a  und  b  mit  einander  Tenrechselo;  und  da  x-\-g  = 
,      (tc dy 


dl 


10) 
fesinc[Asinn- 


asin(C+a}] 


dß  ~fr«sintt«+Q«sin|3»  +  2n6ain«6in|3co8(C+o  +  ß) 
Eliminiren    wir   nnn    aus    7}    und    8)    d!i 
Klammern    befindlichen    Grüssen    und    erset: 
und  tg:r  durch  ihre  Wertbe,  ao  haben  wir: 
6  sin« — gHin(C4-  a) sin  neos  «sin  rfffsingceta  +  ftcoB(C+ 


zwischen    den   echigei 
«ta: 


I  sodann 


n(C+P 


in,3-        siQi3(l  +  cos«).[6sm(C+i3)-n8iiifl 


sinß(l  +  cos«)' 

welche  Gleichung  nach  allen  Reduktionen  gibt: 

11) 

(1  +  C08K +  co8j3).[siiia{*— «cos  O  — acososinC)  =0, 

die  sich  zuerst  durch  die  merkwürdige  von  a,  ft  und  C  unabbSn 
gige  Gleichung 


1  +  c 


.8,3=0, 


befriedigen   lässt.     Setzen  wir  den   dritten,  um  den  Punkt  D 
fmdlichen   Winkel    BDA-f,   so   ist  klar,  dass,    wenn    wir   < 
Winkel  A  ausgehen  würden,    wie  wir  oben  vom  Winkel  C  ausga 
gangen  sind,   alsdann  eine  Gleichung  erscheinen  müsste,  die  da 
II)  ähnlich    wäre,  und  den    Faktor   \  ■{■cnBß^cosy    besSsse,   « 
das6  wir  wieder  setzen  künnen : 


H 


.»?+».  ).  =  0, 


com  Maximum  und  Mtitiiawn-  ] 

)ind  elteii  so  vom  Winkel  B  ausgefaeod: 

l+C0Sa+COBy=0. 

Addiren  wit  die  drei  letzten  Gleichungen,  so  haben  wir: 
2(cosa+  cos|J  +  coay)  +3  =  0 

CO?  a  \  cos  |S  +  cos  y  +  i  =  0. 

Zieheil  wir  nun  nach  einander  jede  der  drei  vorangegangenen 
Gleichungen  von  dieser  ab,  so  haben  wir  endlich: 

12)  cos  K  =  cos  j3  =  cos  y  =  —  i , 

so  da8s  jeder  der  drei  Winkel  a,  ß  und  y  gleich  120"  ist.  Allein 
es  fragt  sich,  ob  diese  Werthe  auch  den  beiden  Gleichungen  7) 
and  8)  geiiägen.  Setzt  man  aber  in  denselben,  unter  Benutzung 
der  Werthe  in  4)  und  Q)  caaa  —  cosß  =  — i  und  sina^sin^ 
^■^3,  so  werden  sie  idenlisch.  —  Die  Entscheidung,  ob  ein 
Maximum  oder  ein  Minimum  vorliegt,  hSngt  ab  von  dem  Vorzei- 
chen der  Function 


fQr  die  Werthe  c 


^     dadß 

=  C08^^  — 


r  zuerst  iS  als  esplicite  Function 


Zu  diesem  ßehufe  steller 
von  11!  und  ß  dar.     Lösen   wir   in  1)  die  Klammern  i 
diren  durch  cosa:,  so  findet  sich: 


inß+Jpsi 


Itg^. 


Ersetzen  wir  tgx  durch  seiuen  Werth  in  4),  so  kommt  nach  eini- 
gen Reduktionen: 

g  nftrsip  (C-i-a+ß)+siD  (C  +  ßH  6i"  (g-f «)]  — g'am  p-6«6in« 

cosj:  asinj3cos«  +  6fiinacos{C+^) 

Nun  ist  aber 


i 


C08X  =  ±  — 


n/3»  +  6«sin«»+2aÄ6in  KBin  ^cos  (C+  b  + 13) 
r  endlich: 


BeHrägt  sur  Ltluf 


13) 


»t[«iii(C+m-fl4«in(C+St«l»(C+«)]-a'.io^t'i 


wo  das  (-f  oder  — )  Zeichen  so  :iu  nehmen  ist.  dass  5  positiv  wird, 
I  der  zweiten  Seite  unserer  Gleichung 
V3 


Setzen 


d^SIDO  =  - 


und 


nehmen   müssen.     Setzen   n 
VN  and  den  Zähler  =Z.  i 


,  so  dass  wir  das  negative  Zeicben 
r  Teraer  den  Nenner  in  13)  glekb 
)  haben  wir; 


dS 
da  ' 


'^f>- 


Es  ist  abei 

Z^<ii[8ii.(C+Bf|3)+sin(C-+^)+sinCC+«)l-a»sinjJ-6*8in* 
Ar=:aVmj3«  +  A''äina«  +  2a6sinBsini3cos(C+a  +  (J) 
((Z 


3? 

=  .S[co, 

(£+«  +  «  + 

co.CC+o)] 

-A*cos 

=  24"  sin 

aCoso  +  üaÄs 

inJco,(C+ 

2o  +  «. 

Ent 
»ir 

wiclceln 
nach  all 

vir  nun    die  Function  — 
n  Redulitionen : 

<"S- 

-m' 


dZ 


'.S 


■)=^'^ 


+  a68sin42cosi|3sinCC+l|3)  +  Bin|3co8{C+ß)  +  coß«sin(l7+S 
.  cosa(sinß-si  n  ß)  4-4COS  l|3sin(«;oH(  C+ft +S)cos{C+«+ii3)l 


— o'fi'sin^ 


(-cos(C+L»a  +  ßJ.[-2c 


iD(C+«+lp)  +  8in(C+|3)( 

Da   nun  die  zwischen    den   transordioirten   klammern  stehend«! 
GrCssen  für  die  vorausgesetzten  Werthe  von  a  und  ß  gleich  Nul 


dl,'  •    df  ' 


dadß 


eotn  Maximum  und  illnlmuni. 


Dur  eben   jene  Grüssen    differentiiren, 
den  nüthigen  Reduktionen : 


"•"'S='-'»''""W"»i/ 


15) 


I  ergibt    sieb   nach 


i(f  +  2.  +  ffll 


-B*»sina«sln(C+^) 

ic08tt"+2coai(3cos(C  +  «  +  ;^)cos(Cl-2a  +  ?)  \ 

+  2«iii(C+2o+^)[2eos;fsin(C+o+Jft+.in(C+M!. 
-4eo.l^.io«raa(C+^  +  |3).m(C+..+  lS  ' 


D  in  15}   a 
verwandelt.    Endlicb  erhält  n 
16) 


1  6  und  t  in  a\  a  iü  ß 


"   dadß- 


:2aSAsin|Sasin(C+i3+?K)cos;o 


cos1]3cob(C+^  +cosbcos(C+|3)] 

cos«coB|3  +  4sinacosJ(3sin(C+tt+|3)cos(C+tt+ 
+  2sin«cos(C+o  +  /3)6m(C+o+/3) 
-8in(C+2«  +  ^)[2co8j^8in(C+a+iW+«n(C+ft]( 
+  2coa4«cos{C+2a+/3)coB(C+ß  +  io) 

jetzt    o:  =  ^=120(*,    so    erhalten    wir,    iven 
ilnC — v3cobC=^  setzen; 


tjaftäsin  C  +  3a36ji|  -f  v3a''6«C3  +  2sin  C.  M) . 


nC(itff2v3cosC)]. 


Die  Entscheidung  des  Vorzeicliens  des  zweiten  DiffeientiaU  von 
Lhängt  aber  ab  von  der  Eotwickelung  der  GrDsse: 


>PS  d^     (  d^S 


rf«a  ■  dß'      \  dadß 


dadß)  ' 


und  da  die  Grösse    rnv)    hiebe!    müssig  ist,    sn   haben    w'ti 
ihrer  Veriiacbläasigung : 

da»'  dß'~\.dadßj 
=  Za*b*\  I2sin  C  +  3m+(3  +  ^sin  C.  jtf)» 

— 4[3— aioC(itf  +  2v3co8C)]»  - 

^-3v3o3Ä6|dsinC(3  +  !iBinC.*>^-4/(3^-2siJ>C.JW) 

—  iIH[3  -  sin  C(  W  +  W^.  cos  QJ 

+  9a*6«{28iDC.JIf— itf») 

+  3v3a»i»i28mC(3+2BinC.iH)  +  ;W(3  +  28inC.yff) 

-4J7[3— ßinC{M  +  2v3.coB01 


Ersetze 
beo  wii 


nir   9i  durch   doesen   Wertb,  und  entwickeln. 


rf"S  d»« 


rf«»    d^      \dadß) 
=  6a*6*(sin  C+V3cos  C)[3aiti  0(5— 2sin  C')-2v3co8C(5+BinO 
+  9ffl»6ö(siH  C'H  V3coB  C)(8iii  C—  V3  cos  C) 
+  3v3a»Ä»[88in  (P  +  (sin  C—  VScos  0(8«!»  C— 9)] 
+  9n«6«(8in  C+  V3cos  C)Csin  C-  i/Scos  C) 
+3v3a»6'[8BinC"+(MnC— VScoaCXSsinC»— 9)]. 

Hat  nun    diese   Function   das    posilire  Zeichen,    so   liegt  ein  I 
M.    vor,   im    entgegengesetzten    Falle  aber  nicht.     Und  zwar  i 

es  ein    Minimam,   trenn  -y-,  und  -jg^  das    pasitive    Zeichen  tr 

gen,   ein   Maximum   aber,  wenn  das  negative  vorliegt.     Das  V( 
seichen  Traglicher  Function   aber  hängt  von  der  tirüsse  des  Wi 
kelfi    C    ab.      Zur    Vereinfachung    unserer    Untersuchung    ist 
erlaubt,    C  als  den  grüssteen    Winkel   des  Dreieclis  anzunehmc 

Unter  dieser  Bedingung  varÜrt  er  ztrischeu  den  Grössen  ^  und 

6'=  g  liefert  ein  positiFes  nnd  C-=n  ein  negatives   Vorzeicbe 

woraus  hervorgeht,   dasB  die   Functiun   durch  Null  geht.     In  d< 


wird  dieser  Umstand  herbeigefafart. 
ischeo  C=:  ^  und  C  =  -o   liegen, 

In 
I  uns  ein  positives  Vorzeiclien,  die  zwiscbeu  n  und  -»-   lie- 
genden aber  ein  negatives,  so  dasti  jene  Wertbe  von  C  ein  wirk- 
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liebes  M.  AI.  aufweisen,  diese  aber  uicbt.     Da  nun  für  a=j3=  -^  ■ 


da«- 


Jo'ÖBln  C  +  ^a6ä{cos  C+  v'S  sin  C) 


+  ^  «*ft»[i  +  sin  Cfsin  C— v3cos  C) , 

wurin  fuT   die  swischen    q  nud    -^    liegenden   Werthe  von  C  der 

'  coaC  (veder    in    positivem    noch  negativem   Sinne    grüsser  als  i 
werden   kann,    —   unbedingt  positiv   ist,    für  die  vorausgesetzten 

Werthe  von  C,  so  zeigen  demnach  die  Wertbe  «  =  j3  =  -s-    ein 

Minimum  an,  sobald  im  Dreieck  kein  Winkel  vorhanden  ist,  der 

grösser   wäre  als  -^.    Sobald  aber  die  letztere  Bedingung  nicht 

errüUt  ist,   bü    ist  die   M.  M.    Bedingung   a  =  ß=\n  unzulässig. 
Bringen  wir  nun    den  andern  Faktor 
so  haben  wir: 


der  Gleicbiing  II}  auf  Null, 


a{b  —  acosC)  —  acosa.ain  C=  0, 


tga. 


6— B. 


n=i%A. 


=  A. 


Diesa  erfordert,  dass  D  in  der  Peripherie  des  um  das  Dreieck 
ABC  beschriebenen  Kreises  liegt  und  es  gehört  nun  die  weitere 
Verfolgung  unserer  Aufgabe  III.  an.  Daraus  geht  hervor,  dass  auch 
in  dem  Fall  ein  IVlininnim  existirt,  wo  einer  der  Winkel  grösser  ist 
als  Jn;  und  zwar  ruht  dieser  Minimums- Punkt  im  Scheitel  des 
stumpfen  Winkels  und  ist  dasselbe  gleich  der  Summe  der  den 
stumpfen  Winkel  einschliessenden  Seiten. 

Uni  nun  endlich  in  unserem  ersten  Fall  sowohl  die  einzelnen 
Geraden   als   auch  ihre  Summe    S  lu  bestimmen,  so  ergibt  sich 

2ji 
eiinäcbst  aus  4),  wenn  wir  a=^^^  setzen: 


180  Brett: 

und  dann  hieraus: 


e\nx^ 


iV3-fft(aio  C-  yScosQ 
a+6{cosC  +  V38inC)     ' 


aV^  +  6(ain  C-  VScob  C) 


Vl  +  tgÄ«      2V^ä»  +  P  +  a6(V3sinC— cosC)' 
1  a  +  b(coaC+V3sinC) 

^^'^-  \ri  +  lgj:a  - 2\^ä«  +  Äa  +  o6(v3sinC— cosC) ' 
wodurch  wir  erhalten: 


BD  =  a 
DC  =  a 


_a^         av^3  +  &(8inC— V3cosC) 
'  V3'  Vo"  +  6«  +  «6(V3 sin C— cos C) ' 
-_x)  _  o6  8inC  +  V3co8C 


V3  ■  Vä"  +  6*  +  a6(V3sin  C— cos  C) '' 
ain(C— a:)^   b  6V3 +  «(BinC— V3cos  C) 

-    ■       Bin/S        -  V3  ■  V"^»+ fiä  +  a6(v3ßin"C^^OB  C>' 

Addiren  wir  diese  drei  Geraden,  oder  benutzen  wir  die  Gieicbi 
13),  60  erhalten  wir  in  beiden  FSllen: 


S  =  Va^+b^+abiVäsn  C— cos 


C)  =  \f. 


I 


o'+fia-SaftcoB  (C+ y)- 


Denken  wir  uns  aber  die  drei  Seiten  des  Oreiecits  gegeben,  m 
ergeben  sieb  die  einzelnen  Geraden,  wie  &uch  ihre  Sutnme  ein- 
facb  auf  folgende  Weise: 

Sei 


AD  = 

=  «,    BO  =  .,     CD  = 

so  haben  n 

r  die  drei 

folgenden  Gleichungen 

»' 

+  «1«  — 2DWC08 -jr  =  «■ 

odo. 

17) 

p«+«ia  +  oK.  =  a», 

und  ebenso 

18) 

«•  +  »'  +  »«>  =6«. 

19) 

■.•  +  .=  +  ra  =  c« 

Die  Si^me  dieser  drei  Gleichungen  liefert: 
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20)  tt«  +  ü«+fi>«  +  i(w  +  tito  +  fw)  =  i(«^+6«+c*). 
Nnn  ist  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks 

i4i!>jB  =  lMt)sin-Q-    oder    ^ADB:s= — j — . 

Gleicherweise  ist: 

Di^  Summe   aber  gibt  den  FlScheniobalt  t  des   ganzen  Dreiecks 
ABC,  d.  h. 

-j-(t£r  +  ttio  +  vw)  =  i ,    woraus  folgt :    |(tit?  +  «w  +  f «?)  =  2^3 .  t . 

Addire  ich  diess   zu  20),  so  kommt,  wenn  ich  die  Wurzel  aus* 
ziehe: 

21)  S  =  t«+ü  +  tr=  Vl(a«  +  6«  +  ca)+2v3.t. 
Ziehe  ich  17)  von  18)  ab,  so  habe  ich : 

welches  gibt: 

M«  +  t>«— 2Mt?  =  ( — g—J  ; 

und  diess  von  19)  abgezogen: 


UV 


=i[o'-(^Ti. 


6«— o« 
Wird   diese   Gleichung    auf's   Neue   mit  u — ©  =  — g —  verbun- 

den>  so  entwickelt  sich: 

6«-o«  .  4r,r  •     /6«^a«\% 

so  wie  durch  Buchstaben  Verwechselung: 


Brenner:    BettTäge  utr  Lettre 


27) 


'2S-+Vi[""-(.-5S-Jl- 

t/-+V.£»*-(t/)1' 


2S 


Die  WuTzelseicben  ergaben  sich  durch  folgende  BetraGfatni 
Gesetzt  es  sei  a  die  grüsste  Seite  des  Dreiecks,  b  die  mittl 
und  c  die  kleinste,  so  kann  die  Wurzel  in  22),  da  wir  nur  p< 
live  Werthe  fi'ir  u,  t)  und  w  annehmen  dürfen,  nur  positiv  s< 
Die  Wurzeln  in  22)  und  '25)  sind  an  sieb  gleich:  allein  sie  ml 
sen  auch  noch  gleiche  Vorzeichen,  d.  h.  das  positive  haben,  w( 


icht  hStte  u- 


6»- 


,   wie  es  sem   muss. 


selbe  kann  aacb  in  Beziehung  auf  die  übrigen  Wurzeln  gefoigfli 
werden  aus  der  Verbindung  von  23)  mit  '26)  und  24)  mit  27). 


^M 

Anfgabe.     Es    bewegen    sich    auf  zwei    Carven  d^ 
Raumes    zwei  Atome   nach    bestimmten    Gesetzen;    <^| 
soll  Zeit  und  Ort  für  das  Maximum  Mioimum    des  Alfl 
Standes  der  Atome  anfgesiicht  werden.                             ^| 

Aufjüsung.     Seien 

M 

1)  »  =  v(*), 

2)  i  =  tC*) 

r^H 

die  Gleichungen  der  einen  Onrve,  und 

i 

^H 

3)                                       y  =  ¥V). 

1 

^H 

4)                                            s'  =  ,/-'(*') 

1 

^^1 

die  Gleichungen  der  andern. 

j 

^H 

Da  die  Gesetze,  nach  denen  sich  die 
bewegen,  bekannt  sind,  so   muss  sowohl 
tion  der  Zeit  t  gegeben  sein.     Sei 

Atome  in  ihren 
X  als  auch  x'  in 

^ 

S)                                          ^=-f{i) 

fl 

und 

■ 

j 

1 

rmm  Maximum  und  Wnlmui 


Es  sind  demnach  auch  y,  %,  y 

Der  Abutaiid    beideT    Atome    ist  aber 
Augenblick: 


[i'nDctioneD  vnn  t  bekauut. 
einem    bestimmten 


ir 


I  Bebnfe  det  Aufsachung  des  M>  M.   mässen  trtr  nun  habeo : 
7) 

V(^'-3/)«+(»'-»)"+{*'-^)' 
^0  oder  =00. 


Def  letztere  Fall,  in  nelchem  T-  =  ao,  ivürde  erfordern  ^  =  0 
and  einzeln: 

8)  y'  —V'     ='  =  *.     x'  ^x, 

«rodurch  angezeigt  nird,  dass  die  beiden  Curven  alch  in  einem 
Punkte  schneiden.  Indem  man  aber  die  drei  letztern  Gleichungen 
benutzt  und  mit  I),  %,  3)  und  i.)  verbindet,  erhalten  nicht  allein 
die  Coordinaten  des  Ourchschnitlspunktes  ihre  Beatimmung,  son- 
dern es  lüsst  auch  die  Elimination  der  sechs  Werlhe  x,  y,  t, 
^ ,  y' ,  t'  aus  den  sieben  (>leichungeii  1),  2),  3),  4)  und  8)  eine 
Gleichung  hervorgehen,  vrelche  die  Bedingung  ausdrückt,  unter 
der  sieb  beide  Gurren  schneiden.  Noch  mehr:  nenn  x^=x'  ihre 
Bestimmung  Xi  errahren  haben,  so  gebt  durch  Elimination  von  x, 
ans  den  beiden  Gleichungen  5)  und  6)  oder  aus  der  Gleichung 

die  Bedingung  hervor,  unter  welcher  die  beiden  Atome  sich  zu 
gleicher  Zeit  im  Durcbschnittspunkt  der  Curven  eiuGnden  können. 
Nur  in  diesem  seltenen  Ausnahmsfalle ,  der  zwei  Bedingungen 
festsetzt,  und  der  e  —  0  gibt,  ist  ein  M.  M.,  und  zwar  ein  abso- 
lutes Minimum  vorhanden.  Wir  werden  diesen  Fall  nicht  weit«r 
betrachten.    Die  andere  Gleichung  aber: 


liefert  einen  oder  mehrere  Werthe  f&T  t  und  folglich  auch  für  x. 


ßren. 


BeHräge  a 


a^  UDd  alle  fibrigen  CooTdiDatea,  so  dass  biednrch  Zeit  nnd 
and  das  M.  M.  selbtit  bestimmt  sind.  —  Getuen  \\\i  dud  die  linl 
Seite  der  Gleicboog  9)  =F(t),  so  entscheidet  das  Vorzeichen  St 
Fnncfion 

dm 

dt   ' 

rachdem  fte  die  filr  (  gefundenen  Werihe  in  sich  anfgenomni 
hat,  ob  ein  Maximum  oder  ob  ein  Minimum  vorliegt. 

W&hlen  wir  als  Beispiel  zwei  Gerade,  deren  Gleichungen  sin 

y  =  ax-i-b.     i  =  ca:-i-p    nnd    ^  =  0,     i'=:0; 

tvShrend  dem  Atom  der  ersten  eine  gleich  furm ige  Benegni 
x=vil-\-n  eingeprägt  ist,  und  der  Atom  der  zweiten  in  sein 
Bewegung  x'zzigp  das  Gesetz  des  freien  Falles  darstellt. 

Hier  ist  nun: 

y  =■  amt  \  an  ^  b     und     z=cmt-^  cn-\-p. 

Die  Gleichung  Q)  gibt: 

oder 


-      m*(a'+c'+l)— 2gn       nwi(aw-f6)+cm(CTi+g>-T-»ui 
.      +  2.9«  '+—  -^  -=■ 

Haben    wir  aus   dieser   Gleichung    die  drei    Werthe  (, ,  t^  nnd 
bestimmt  und  substituiren  dieselben  in  die  Grüsse 


so  wird  deren  Positivität  oder  Negativität  die  Frage  entscheid« 
ob  ein  Minimum  oder  Maximum  staltäiidet.  Die  SubstitutioD  d 
Werthe  f|,  t^  und  ^  in  die  Gleicbungeti 

wird  die  jedesmaligen  Oerter  angeben,  iiir  welche  das  betreffen) 
M.  M.  existirt,  und  endlich  wird  die  Gleichung 

e  =  V(am(+aw  +  6)'>  +  {cmi  +  cn  +  ;')^  +  (pt'-m(— n)* 
das  jedesmalige  M.  M.  selbst  linden  lehren. 

Zu  noch   grüsserer  Specialität  nehmen   wir   an,    die    beidi 


vom  Maximum  und  Minimum,  185 

Geraden  seien  parallel.     Alsdann  haben  wir  a  =  c  =  0  zu  setzen 
und  unsere  Gleichung  9)  geht  dadurch  über  in : 

{gi^ - mt--n)  {^gt-rtn)  =  0, 

welche  Gleichung  befriedigt  wird  durch  die  Werthe: 

-  _  »»                m  +  \fm^  ■\-  Ang            •   m — V^m*  +  4«flr 
.'»-2^'     ^=  Tg  ^=  2^^ • 

Ist  yrm^-\-Ang  reell ,  so  ist  ^3  negativ  und  die  Zeit  ^1  liegt  in 
'  der  Mitte  zwischen  t^  und  %,    In  der  That,  substituiren  wir  diese 
Werthe  in  die  Grösse 


3<2_?!^^.''**~2.^'* 


9 


so  wird  sie 


9  ^   y 


r..     .      ...        m^  +  ign 

für  «,  gleich j^ 

m*  +  Agn 


3>      ^ 


u 


"   ^    V 

m^  +  Agn^  ' 


es  giebt  daher  die  mittlere  Zeit  ein  Maximum,  während  die  bei- 
den übrigen  Minima  geben,  wie  es  sein  muss. 

Ist  aber  yfm^-\-Ang  imaginär^  so  wird  es  auch  t^  und  ^.    Die 

m 
Zeit  ^1  =  ö~  dagegen  weist  nicht  mehr  ein  Maximum,  sondern  ein 

Minimum,  und  zwar  das  einzig  existirende,  auf. 

Die  M.  M.  Entfernungen  werden  respective : 

von  denen  die  beiden   letzten   wegfallen,  wofern  m^-{-Ang  nega- 
tiv ist. 

Setzen,  wir  jetzt  den  Fall,  dass  die  beiden  Geraden  eine 
solche  gegenseitige  Stellung  haben,  dass  die  eine,  parallel  mit 
sich  selbst  fortgerückt,  bis  sie  die  andere  schneidet,  senkrecht  auf 
ihr  steht,  so  können  wir  annehmen,  dass,  während  immerhin  die 
eine  mit  der  Achse  der  or.zusammenfällt,  die  andere  mit  der  Achse 
der  y  parallel  ist.  Somit  kann  man  folgende  Gleichungen  aufstellen: 

z  —  b  y'  =  0 

und    yz=zmt+n;  und    as*  =  g{^,, 

l'heil  XXXV.  13 


lt*6  Uetlicin:  Beiträge  -iiir  Theorie  derieti.  f'nacliiiiieii ,  velcHf  itit 
Mittelfit  [lieser  Werthe  geht  die  Gleichung  0}  aber  in; 

die  sich  durch  die  cardanische  Formet  anriüsen  lüsst.  Ist 
GroBse  27ff*m%''  +  2(Hi2-a);p)3  positiv,  so  bietet  sich  nur 
Werlh  liir  t  dar,    im  Gegenlheii  nber  drei. 


Beiträge  zur   Theorie  derjenigen  Functionen,  welcl 

die  Verallgemeinerung  der   hyperbolischen  und  cyt^ 

sehen  Cosinus  und  Sinus  darstellen. 


Herr»    C.  Hellu 
Oberiftlirer  nn  der  RealBcl)iil 


Ich  habe  im  XXL  Bande  dieses  Archivs  S,  43.  die  Summen  der^ 
jenigen  Keihen  bestimmt,  irelche  aus.der  binomischen,  logarithntJ^ 
sehen  und  Esponential-Reihe  durch  Ueberspringung  einer  beliehig< 
Anzahl  von  Gliedern  sich  bilden  lassen.      Von  diesen  TunctioBil 
bieten  vorzugsweise  die  der  Esiionenfial-Reibe  entsprossenen  e 
besonderes  Interesse  dar,  und  es  sind   durch   Behandlung  einzea 
ner  Fälle  seitdem  schätzten giverthe    Beiträge    zur    Theorie  die 
Functionen  im  Archiv  geliefert  worden  von  fjimon  und   Knar 
XXVII.  und  von  Beyssell  im  XXXI.  Bande,    leb  will  rerstMfaMJ 
die  allgemeinen   Bestimmungen,    welche    für  diese  FliDtilioneii  Ü 
Ihrer  allgemeinsten  Gestalt  gelten,  hier  zusammen  zu  stellen. 

Nach  der   Gleichung  (66)  meines    Aufsatzes  im  XXI.  J 
lassen  sich  folgende  Relationen  bilden: 
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F(E,y)  =/Ö  (y)  +  fi  ■  Ai  (j)  +  fi"  Y*  Cs)  +  -  ■ +Et"  ■ /■-<y). 

ferln  bedeuten  fiir  unseren  Fall  F{x),  F^tix),  F(ftx)...,F(inx) 
die  Potenieü  e*.  e*'»^,  e*''^,....cV,  ferner  foix) ,  fi(x) ,  f^(j:) ....fn(x) 
die  von  uns  mit  A{,,  JT,  ,  X^....Xn  bezeichneten  Functionen, 
welche  die  Summen  der  aus  der  Reihe  für  e^  durch  Uehersprin* 
guiig  voD  jedesmal  n  Gliedern  entstehenden  Reihen  bilden,  end- 
lich 1.  E,,£3 E„  die  (nfl)Wur*elu  der  Gleichung  a:"+i— 1  =  0. 

Wir  können   demnach  die  vorstehenden  Besiehungen  auch  in  I 
eeoder  Form  ausdrücken: 

(I) 
e'    =^a  +  T, +X(  +  ....+ä;, 
«f^'  =  Ao  +  £, .  .ITi  +  Ji«.  Xa  +  . ...  f  £;".  A'„ 


flV=Xo+E».J,  +«»".-1^3+.. 


.A'„; 


eM  -  f„ + f, .  r,  +  «i' .  Kl +  ....  +  *,".  i; , 

fl^.»=  Fo  +1,.  r,  +£,«.  Fa  +  ....  +  it".  K, 


e\y=  Fo  +  Sn.  F,  +«, 


.  F,  + . 


.  Fl 


Die  Produkte  v 
Gleichungen  führen  z 
kihinen,  ivie  folgt: 


lebeneinanderstehenden    dieser. 


m 


.To^o  +  Wi  +  J;.^■|l)  +  (Jfol'2+-«■^■l+.*.^'o)+■■ 
....+(i.-lF»+Jf.F.J)  +  .v.r.. 

a:.¥ol»  +  «.-(.VoF,+J,r„)+.,!'.(JiI-,+,\,F,+,Y,r„)+., 

.+!,«■-'. (j;.-if.+Jr.n-,)+i.^".i,.>'». 


IKS  llellimg:  Bellräge -hit  TAeorleilerJen.Fnncaunen,  welche  die 

Benclitet  iiinii  nii»  ilie  Bezeichnang  in  Gleichung  (93)  d 
angeführten  !ku(eat?.es,  ho  sieht  man  soforl,  Aase  die  Samme  ( 
in  vorstehenden  Gleichungen  uut  der  linken  »Seite  sleheDden  Ai 
(Iriicice  (»-f  ))-('V-f  I')n  bedentet;  die  Summen  der  auf  der  rechl 
'Si>ile  untereinanilerBlehenden  verschwinden  jede  liür  sieb  bis  i 
dip  Summe  der  An  Ko  und  die  den  A',  >; +  TjF„_i +....  + A,l 
.ved  Iet7.(ere  mit  f,"+' =  (,"+'....  =  (.-H '  =  1  niultiplicirt  sn 
fl'terdurch  wird  ersichtlich,   dass  man  hat: 


( A  +  r  )„ = .Yo  i'ü + {.V,  Yn  +  -v^  y\-i  +  Aa  F,-a  +  ....  +  jr,  r, ). 


•  Um  (Xy  }'),  KU  bekoran 
chungen  (2)  mit  -.  die  drilte 
tlplicircn  und  dann    addiren; 


,  muss  man   die 
~  n.a.  w. ,  die  letxte  mit 


eite  der  i 
1 


meo  aller  zm 
A'nl', +.V,  Fu  I 
wird  fnlgüch: 


nd    di 


verschwinden 

gehörigen     Auedrüclte      bis     auT     die     i! 

I   der  .Y-jr„  +  X,r„_i  +  ....f  J:„r^  ond 


(4) 


(A+i-),=(A„»',  +  A,n)+(;¥an  +  Ji,n_i  +  ....+^.Kj. 


IVIuUiplicirt  man  jetzt  die 

.._  __,.  "  ... ,. 


weite  der  Gleichungen  mit  ■ 


und  addirt  dann,  i 
Hihrt  in  der  nngcdeutelen  Weise  l'ort,  jene  Gleichnngen  za  I 
-handeln,  so  Tindet  man  ferner: 

(6) 

(A+F).=(A„r„  +  J:,F„_i  +  AaF,_s+ +A«Fg). 

Denkt  man  an  die  Reihen,    welche    F«,    Fi,    \\ r„  dar-  { 

stellen  (vergl.  XXI.  V.  (25)),  so  ergiebt  sich    leicht,  dass,    wen 
(M+1)  ein«  gerade  Zahl  ist,  folgende  Beziehungen  Statt  babeo: 
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yo(-»)=+ ^0. 

<6) ^K,(-y)=+F2.      • 


r„(-y)=-F,. 

Setzt  man  daher  in  Gleichung  (3),  (4),  (5)  y=i  —  y,  so  ge- 
langt man  zu  den  folgenden: 

(7) 

(-X—  F)o=      Xq  Yq — Ai  Fn \' X^  Fn-l — ^8  Vn— 2  +••• . — A«  Fi ,    's" 
( A^ —  F)i  =  — -Xo ^1  +  -^1  lo — -^ ^«  +  -^8  ''«-l  —  ....  +  -Xn Fj,   ^^ 

(Al— F)a=     -aq Fj ^ Ai Fl  +  A^ Fq — A8Fn+.,.. —  XnY^»   » 

OQ 

(A —  F)3  =1 — *Xq  F3  -|-  Ai  Fj  —  A2 Fj  +  Ag  Yq  — . . . .  +  An  F4,   g 

CD 

N 

P 

(A—  F)n=  — Xq  Fn+ Aj  Fn-l— Aa Fn-2+ A3  Fn-3+....+-Xn  Yq.    2! 

Ist  aber  (n-\-\)  ungerade,  und  man  setzt  in  jenen  Reihen 
y= — y,  so  gehen  dieselben  in  solche  über^  deren  Gliederzeichen 
alterniren;  bezeichnen  wir  die  Summen  der  Reihen  in  diesem 
Falle  (wie  dies  auch  von  ßeyssell  a.  a.  O.  geschehen)  der  Reihe 
nach  mit  y^,  yi,  ^{....^n»  so  erhalten  wir  folgende  Relationen: 

^o(— y)=  +  yo>      I 

(8) <?  y2i-y)^+y2. 


i 


^  yn('-y)=  +  yn. 

Vermöge  derselben  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (3),  (4), 
(5)  in  diese: 

(9) 
(A— F)o=     Ao^o+^^i^n  — Aayn-i+A8yn-2— ....— An^l,  ^ 
(A— F)j  =  — Ao^i  +Ajyo+  Aa^n  — Aa^n-i  +  ....+  An^a»   «^ 

(A— F)a=     Ao^a  —  Aj^i  +  Aa^o  +  ^syn  — —  ^n^a,   2 

9 

(X—Y)^  =— Ao^a  +  A|ya  -  X^yi  +  A33^o  + +  ^«^4»   2 

<t 

N 

P 

( A—  Y)n=i     ^yn—  Aj yn-i-t- Aa^n-2  ~  -Xs^«  - 3  + +  -Xn^ (y.  HT 


19U  Uellttlp:  Beiträge  zur  Theorie  derjen.  Fiinetfonen.  teelclie  die 

Gehen  nir  nun    zu   den  Functionen  fiber,  in  deren  Reihen  dii 
Gliederzeichen  alterniren.     Dies  erreichen  ivir  leicht  dadurch,  i 
wir  &.X  statt  x    setzen,    vorausgesetzt,  dass  d  eine  Wurzel 
Gleichung  a;"+^  +  l=0  bezeichnet.     Dadurch   erhalten  wir  in 
rucksichtigung  der  schon  iifter  angesogenen  Reihen: 

I"  S.Xy  =  X,ix-5.x)    I       Ä.y,=  y,(.v=a.y) 

(10)        i^Si.x^=X^{x  =  8.x)    I     S^.yi=Y^{y=S.y) 


\b''.x„  =  X«{x=S.x)    \     S«.ffi,=  y„{y  =  6.y) 
inü  weiter  den  Gleichungen  (2)  entsprechend: 
(U) 
erf-(i+»l=a;oy(,  +  d.(3:^,+ar,yü)  +  ä«.(3:oSa  +  a:iy,  +Xti/o)  +  ... 

....  +ä*'-^  .(Xn-lJ/fi  +  Xn^n-l)  +Ö«"  .  .i;„y„, 

....  +  ^>-.-H,^»-i.(x„-iyn-\-x^,jn-iHS^'B,^''.x„!f„, 


e'''n<'-t-s>=:xo3o+S£«.(xoi/i+x,yo)+S^e„^.(Xoffi-t-Xxy,-t-x^yf,)+.... 


Fehandelt  mal 
wie  oben  die  Glei 

Ziehungen  : 


diese  Gleichungen   ganz    in  derselben  Wei^ 
ng  (-2),  und  bedenkt  dabei,  dass  ö"+i=-j 


-ä»  u 


>  fuhrt  die 


(12) 
(x  +  y)o  ^  3:oyu  -  l^iy->  +  xiy„-i  +  x^y^-^ 


I   folgenden 

■■+x„yi). 
■  +  x^t) . 
■  ■+x„^). 


(^+y)-=x„yn  +  Xtyn-i+x^„-2  +  X3y«^3+....  +  a!^yo; 

übereinstimmend  mit  den  vanBeyssell  a.a.O.  aufgestellten, 
den  filr  ix—y)o,  (x-'^)]   a.  a.  w.  allgeraein  geltenden   Wertbei 
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weiche  von  Beyssell  nur  für  den  Fall  n=3  entwickelt  worden 
sind,  gelangen  wir  durch  die  Betrachtung  der  Reihen: 

(13)  .   .   .  Z^^-^"  (M^!  +  (2M^)!"'  ^*''' 


Setzt  man  hierin  — y  für  ^,  so  ist  fär  ein  gerades  (7i-|-]) : 

yo(— ^)  =  +yo» 
(1^) f  y2(-y)=+3^. 


während  man  für  ein  ungerades  (n-f  I)  hat: 

/  yo(-'^)=+^0' 

yi(— ^)=— ^i» 
(15) <(2^2Ky)=+n, 


3/i«(— ^)  =  +  ''n- 

Dadurch  ergeben  sich  nun  folgende  Gleichungen: 

(16) " 
(^— ^)o=      ^oyo  +  ^i.y«    — ^«y«-i+  ir3,yn-2— ... .  +  ^»^i,  + 
(a:— y)i  =  —  Xoyi  +  ari^o    +  ^«y»  —  ars^n-i  +  ....  —  onny^j  2. 


p 

Cb 


SO  wie: 
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(17) 

(a:--y)o  =  ^o  ^o — ^i  ^«  +^2  Fn— 1 — x^  Fn-2  +  •••+««  Fi,  + 
(j?— y)i  =  —  ^0^1  +ari  Fq  — a^a  Fn  +3:3  Fn-i  — . . . .  — ^r«  F^,  5* 
(ar—y)«  =     Xq  F2 — oTi  Fl     +^2  Fq    — ^Ts  Fn      + . . . .  +a?n  F8,  § 

S» 

-9 

(a:—y)n  =     ^0  Fn  —Xi  F«-i  +  ara  Fn_a  —a^  Vn-^  + . . . .  +3?«  F©.  N 

Die  vorstehend  mitgetb eilten  Relationen,  vielcbe  Statt  finden 
für  unsere  Functionen,  sobald  man  in  ihnen  die  Summe  oder 
Differenz  des  Arguments  einführt,  und  welche  die  Verallgemeine- 
rung der  Formeln  darstellen,  die  man  für  Cos(a:±^)  und  810(0;  J^y), 
cos  (0:4:^)  und  sin  (xAzy)  hat,  können  zur  Herleitung  von  verscbie« 
denen  anderen  benutzt  werden ;  so  z.  B.  zur  Bestimmung  der 
Werthe  von  (2Ä)o,  (2X)i,...(2.V)„,  so  wie  von  (2a:)o,  (2x)i, ...&a}u 
durch  die  Functionen  mit  einfachem  Argument.  Wir  wollen  hier 
nur  diejenigen  Formeln  anführen,  welche  man  aus  den  Bestim- 
mungen für  (JC--F)o,  (X-'Y)i  ....(^— F)«;  (a:—y)o,  (ar— y)i.... 
—  (x — ^^)n  erhält,  wenn  man  X^szY,  x=iy  annimmt.  Bedenkt 
man,  dass  die  erste  Function  für  das  Argument  0  den  Wertb  1, 
alle  übrigen  den  Werth  0  haben,  so  findet  man: 

(18) 

Xq^     — "l.^XiXn     — X2,Xn^\'{- X^Xn—^ — ....J^JTn— l*Ain-|-3)-F^it.fi*    • 

2  2"«" 

—- ^1*      +2.(AoAa      —X^Xn     +-X4^n-l+....+A'nj-l.J¥n4^)J:^»4^*+ 

2  2  %      ^ 

X^      +2.(^0^4     —  JfiA'3     — X^Xn      +....i-^it+3.-^n4-7)db'Xi+5V 

2         2  a     3 

—  0  p 

9 

N 

p 

■\-Xn--^  V^*{XqXh^I  --A|  jLn-2+AaÄn-3-^'".  +  '^n--3  •  X|-f.|) — Xi?      ^ 
2  2  2 

=  0; 

und : 
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(19) 


2  2  a  dq 

' o^ 

^Xn^^+2.(XtiXii-l'^XiXn"2+X2Xn'-9—.*»>JLXu^,XnjrO+^n*     =0.  P 

a  '  a        a  ^ 

Diese  Gleichungen   stellen    ganz    allgemein  in   reeller   Form 
— ö~  von  den  n  Bedingungsgleicbungen  dar,  welche  zwischen  den 

in  ihnen  enthaltenen  Functionen  überhaupt  stattfinden.  Die  allge- 
meine Form  für  sammtliche  Bedingungsgleichungen  haben  wir 
bereits  früher  (Archiv  XXI.  V.  (76))  angegeben ,  wo  sie  aber  alle 
in  imaginärer  Form  erscheinen.  Wir  leiten,  z.B.  n  =  3  setzend, 
ans  den  Gl.  (19)  sofort  zwei  von  den  Bedingungsgleichungen  her, 
durch  welche  die  Functionen  Xq^  Xiy  x^^  x^  verbunden  werden; 
sie  lauten: 

aro*  +  2aria:8  —  ar2* = 1 

und 

-a:i«  +  2a:oar.i  +  a:82  +  0. 

(vergl.  Archiv  XXXI.  pag.  309.). 

Ferner  ergiebt  sich   aus  (9)  und    (17)    durch   die    Annahme 
Y=X,  y=^x  übereinstimmend: 

(20) 

^^0+(-^l  ^n — XnXi ) — (X^Xn^l  -*Xn'~lX2),-KX^Xn^2 — An— aOfg) — . ... 

=  1, 

=  0. 

(2Q)a?2  +  X^fj)  —  XiXi-\r  {X^Xn  —  XnX^)^^{X^Xn'-l — ^11-10:4)  +  • . . . 

=  0. 

— {Xf^-XiXft)-\-{XiX^-Xfpei  )-\-{X^n^X»x^-(X^XK-\-\'Xn-ix^-^... 

=  0.  . 


{X^Xn  +  XnXo)  —  (XiXn—1  +  Xn-lXi)  +  (X^Xn-^ -i- Xn^ZX^)  —  .. .. 

=  0. 
Man  kann  aus  diesen  Relationen  durch  Elimination  die  Func- 


•  «r 
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tioneu  ^q,  x^ x%   mittelst  der   Fanctionen    JLt,,  X^,...X^k 

drücken.    So  erhält  man,  z.  B.  h^2  setzend,  für  die  FnoctiMi 
des  dritten  Grades: 

(21J 
Xf,=Xo^  —  XiX^,    Xi  =  XoX,~  X^,    Xi^Xi'^ — '^'^1 

«Qd 


(22) 
Xa  =  x„*  +  XiXa,     A'i  =  XaX,  +  x^ ,  X^ - 


»— a-ua;,. 


Bestimmungen,  welche  mit  den  von  Beyssell  (Archiv  XXXI. 
pag.  312.)  gegebenen  übereinkommen,  da  offenbar  ^o  =  ( — ')ai 
—  X^—(—x\  tind  X^={—x)^  ist. 

Wir  fügen  noch  die  VerallgemeineruDg  der  MoiTre'Bche» 
Formel  (cosar  Jri8inar)'"^coswwc ^lainm^  dem  Vorstehenden  hin- 
7M.     Man  hat  allgemein: 

(-23) 

(Ao+    ,T,+       A-,  +  ....  +  J(,r=(m-I)o+    ("■i)i+       (mA),+ 

....+     (».*)., 
(«o  +  iiA,  +i,=A-,  +  ....  +i,-A.)-=  («.V)„  +.,(.»j;),  +  .,'(mi),-f , 

....+s,"(.».i:),, 

( A,  +  i,  A,  +  !,i'X,+ ....  + .,"  AJ"  =  (i»A)„  +  V«iA'),  +  .,'CmA),+ 
....+.,"(niA).. 

(A„  +  ..A-,  +  .,''A,+....  +  „-A,)-=(>iiA%  +  ,.(,»A),+t„'(»A).+.. 
....+!.-(mA).. 

Die  Richtigkeit  dieser  Bezieltuiigen  sielit  man  sofort  ein,  v 
man  die  Gleichungen  (1)  in  Betracht  zieht.    Aus  ibneD  ergiebt  Bii^ 
ferner  wegen  (10): 

(^„+a:r,+ö':Ca+....+ß"J^,)'"=(rH3:)o+^<nw:),+Ä*{ma:)i+....+ö"(tna:), 

(.To  +  Ji,  ar,  +  (Jt,  )«i, +  ....+(«.,)"»•)"  =  (mx)o  +  «1,  (ma;), 

+(Ji,>^»i»),+  ....+  (J^)'(./ur),, 
(aro  +  Äeb:e,  +  {^^ü^x^  +  ■ . . .+ (äeJs^:«)"'  =  (roa:)o  +  5te(ma:), 

-Kä.z)>(«u;)z  +  ....  +(ä.J-(»«)., 

(i„  +  »irf,  +  («.,)%  +....  +  (J..)-i,)"  =  (mi),  +  ä<.(ni;i:), 
+  (fc)»(»»),  +  .,..+  «J..)»(»B% ; 
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fär  welche  man  aucb,  wenriniaD  durch  Öq,  ^,  ^2*—^»  ^'^  (w+1) 
Wurzeln  der  Gleichung  a:«+i  +  l3=0  bezeichnet,  schreiben  kann: 

(24) 

(.1:0  +  d^xi  +  V^a  +  ••••  +  V^«)*"  =  (w»^)o  +  ^o(w»^)i  +  V(»»^)«+- •• 

. . . .  +  d^^(mj:)n, 

....  +  öi"(wia:)ji, 

(^o  +  ^«ar,  +  V^«  +  ••••  +  V^«)"*  =  (wwj)o  +  ^a(»»^)i  +  V(»"?)2  +  .... 

....  +  ^a"(w*^)«j 


(äto  +  ^nJ?!  +  ön^aJa  +  ....  +  ölt")*"  =  (wiar)o  +  6«(fiiaj)i  +  fti*(ww?)2  +  .... 

. . . ,  +  8n^(mx)n* 

Die  speciellen,  den  letzten  Gleichungen  (24)  entsprechenden 
Beziehungen  für  den  Fall  n::^2,  d.h.  für  die  Functionen  des  drit- 
ten Grades,  sind  von  Simon  (Archiv  XXVII.  p.  317)  und  för  den 
Fall  n=3,  d.  h.  für  die  Functionen  des  vierten  Grades,  vonKnar 
(Archiv  XXVII.  p.  413)  aufgestellt  worden. 

Zum  Schiuss  will  ich  noch  die  Entwickelung  der  Bedingungs- 
gleichungen, welche  zwischen  den  Functionen  des  dritten  und 
vierten  Grades  Statt  finden,  mittherlen.  Für  die  Functionen 
Xq9  Äu  X^  sind  dieselben  bereits  in  dem  früheren  Aufsatze 
(Archiv  XXL  p.77)  angegeben  worden ;  für  die  Functionen  x^,  Xi,x^ 
ist  die  eine  von  B eysse II  (Archiv  XXXI. p.  308)  in  reeller  Form 
aufgestellt  worden,  die  andere  jedoch  nur  in  imaginärer  Form. 
Letztere  hat  dort  folgende  GestaJt: 

V 

wobei 

Durch  Einffihrung  dieser  Wertbe  in  die  Exponenten  der  ße- 
dtngungsglefehnng  wird: 


liW  lleNKig:  Beilrriffe  aiir  Thenr/e  ilrrjeii.  rimcHntien,  welche  die 

Xte„+3,a:,  +3,"l,)*'^-'.(»„  +  3,a:, +VJ^ 

X(«„  +3,»,  +3,»»,)-ä*^^  = 

Erhebt  man  nun  in  ilas  Quarlrat  und  iüsst  dann  die  drei  Pac> 
toren,  deren  Product  nach  der  ersten  ßedingungsgleichunf;  den 
Werth  Eins  hat,  fort,  sn  hat  man; 

(io+3,i,+3,''»,)''"'.(a:o+3ja:.+3.'ij)"'.(i„+3,i,+3,''.r,r'^^=l 
d.  b. 


/       .  1  +  V^       ,  -1  +  ^=3 


oder: 


|2*„  +  »,— a;,-V^-3.(a:,+a;,)i  °        i -^    i)   • 

Hieraus  erhält  man  weiter ; 


i'+^^-^-E^TF^j 


.lV> 


hat  (vergl.  Archiv  XXI.  ] 


o  ergiebt  sich  jetzt  die  Beziehung: 


I 


oder,  wenn  man  die  Logarithmen  nimmt: 

(25)     log(a;o-a-,+a:a)=-;^.arctgV3 

Was  die  Functionen  des  vierten  Grades  belriffl,  en  ündei 
zunächst,  dass  in  den  von  Beyssell  (Archiv  XXXI.  p.  304)  mit« 
getheiiten  Werthen  bei  den  Ausdrucken  von  x^  und  x^  im  zwei' 
ten  Gliede  der  Parenthese  der  Factor  sin:rv'4  durch  cnszv'j 
ersetzt  werden  niuss.     Die  Bedingungsgleichungen  entnickeln  «i; 


"ixa\x-^—Xi 
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auf  folgende  Weise.  Da  die  Wurzeln  der  Gleichung  ;r^  =  1  sind 
Sq  =  +  1,  fi=— 1,  fa  =+*5  *8== — h  wobei  i  die  Bedeutung 
\^ — 1  hat^  so  kommen  bei  Aufstellung  jener  Gleichungen  nach- 
stehende Ausdrucke  in  Betracht: 

Xo+  Xi+X^+  X^  =  A, 
(26) {  ^-^1+^-^^=^' 

und  man  erhält  nach  Archiv  XXL  V.  Gleichung  (76)  folgende  drei 
Bedingungsgleichungen : 

■      (27). 
(log  Ä)»  +  (log  A)*.  log  B+  log  A .  (log  Ä)a  +  (log  Ä)»  =  0, 

(log  J)»+  (Iog^)«.log  C+log^.  (logC)'>+  (log  O»  =  0 

und 
(log4)'+(Iog^)«.logZ)+l<»g^.(logI>)«+(logD)»  =  0. 

Subtrahirt  man  die  erste  der  Gleichungen  (27)  von: 

(logii+logÄ)»=(logii)8+3(log^)«.logÄ+3log/l.(logÄ)«+(logÄ)», 
so  folgt: 

(log^  +  logÄ)8  =  2(logii)«.logÄ  +  21ogii.(logÄ)* 
=  2log ^ . log£.  (logil -h  bg^. 
Daher  ist: 

(28)  log(J.JS) .  {(lög(^.Ä))a«2log  J.logÄI  =  0. 

Durch  die  entsprechende  Transformation  bekommt  man  aus 
der  zweiten  und  dritten  der  Gleichungen  (27): 

(29)  log(.4.  0.\(^og{A.  C))"-21og^.logC)  =0 
und 

(30)  log(J.D).{(log(J.D))*-2logJ.logD}  =  0. 
Um  die  Gleichung  (28)  zu  befriedigen ,  setzen  wir: 

(31)  log(il.Ä)=0,    d.h.    A.B  =  \, 
wodurch  wir  viermOge  (26)  zu  der  Relation  gelangen: 

(32)       jro*-^iHi;«*-^«+22o^a-22riJ!r8  =  1 
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oder 

(^o+jy«-(z,+ji,)»=i. 

Uer  Gleichnng  (29)  wird  genügt  durch: 

(log(^.C))«  =  2Iog^.logC 
oder 

(log^  +  logO*=(Iog^)«+2log4.1ogG+(logC)*=2log^.l<«C, 
d.h. 

(log/<)«  +  (logC)«  =  0 
oder 

(33)  (logil  +  i.logC)  (log  il-2.log  0  =  0. 

Aaf  demselben  Wege  kommt  man  von  Gleichung  (30)  sn  der 
Beziehung: 

(34)  (log^  +  i.logD).(logi4— ilogD)  =  0. 

Damit  den  Geichungen  (32)  und  (33)  Genüge  geschieht,  setze 
man: 

logil-|-iiogC=:0    oder    iogA=^i\ogC    ood  fotgiieh.il teC-', 
logil  — ilogD=0      -       logi4=ilogD  -         A=Di. 

Hieraus  erhält  man  erstens:  C'-^^D^  oder  C^D^^,  d.h. 

(35)  C.D-l, 
und  zweitens:  A^=:C^^.D^  oder 


(36)  ^'  =  (ü)' 


Die  Relation  (35)  föhrt  mittelst  (26)  zu: 
(37)  JI„«+Jfi»+.Xa'+if."-22iA,-2JriJl8  =  1 

oder 

Durch  die  Beziehnng  (36)  aber  erhSIt  man: 
mithin: 
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Ä  — J^  12 
JTo  + -Xi  +  ^  +  ^8  =  j -— ^=^ 

wodurch  sich  einlebt: 

log  ( JTo  +  JT,  +  ü, + li)  =  arctg^;^-j^ 
oder  auch : 

(38)  J[o  +  ^,  +  A,  +  jr,  =  e«"'6(i?^). 

Um  Dun  zu  den  Functionen ,  in  deren  Reihen  die  Gliederzei- 
eben  alterniren«  übensugehen,  mnss  man,  da  (l-|-i)*  Vi  eine  Wur- 
zel der  Gleicbung  o:^  =  —  1  ist»  den  Gleichungen  (10)  entspre- 
chend setzen: 

v«*^; 1  V  ••  «. 

J:3  =  (— l+2).V4.a^5. 

Führt  man  diese  Werthe  in  Gleichung  (32)  ehi,  so  tvird: 

d.  h.  ^ 

(40)  (a-o«-a:a«  +  2aria:8-l)*  +  (a:t«— :r3«-aroa:a)«  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  an  die  Stelle  der  ?on  Beyssell  im  Ar- 
chiv XXXI.  pag.  309.  aufgestellten  Relation 

(aro*  +  2a:iars -a:«)«  +  (^8*  +  2aroa:a— ari«)«  =  1 

zu  setzen. 

Wenn  man  jetzt  Gleichung  (37)  in  derselben  Weise  behan- 
delt>  so  gelangt  man  ebenßills  zu  der  Beziehung  (40).  Sie  zer- 
föllt  in  der  That  in  zwei  Gleichuiigen ,  nämlich: 

^o*—^a*  + 2^:10^8  =  1 
und 

^1*— <^8* — ^ar^ara  =  0, 

durch  deren  Addition  und  Sabtraction  man  erhält: 

(41)  OTo*  +  art*  — oTa*— OTj*—  ix^^^  +  2xiX^  =  1 


2(K)  lletliclg:  BeUräijf  %\tr  Theorie  iterjtn.  Fiincilonen.  irelc^e  etc. 


(42)  Xq'— a:,*— a^j''  +  a>B^  +  2a:oÄ'a  -f' irja:,  =  I. 

Diese  entsprechen  den  Gleichungen  (32)  und  (37). 

Bs  bleibt  nun  noch  übrig,  die   dei  Gleichung  (38) 
lirende  Helalion  zu  ermitteln.     Es  ist 

Ai=  C    (denn  A  =  O') 


] 


©' 


C_  C.B 
A—A.B' 


Weil  aber  A.B 
(43) 


ist,  so  ergiebt  eich; 

Föhren  wir  jetzt  die  Werlhe  (39)  ein  und  sondern  das  Reel 
vom  Imaginären,  so  entsteht: 


Ä  =  :to— a:,.Vi+a:3.Vi  +  i-(^a— «i-Vä— ^aVi), 
C  =  a:o  — ^i-Vi  +  iTa-Vi— i.(a;a~flr,.Vi— arg.Vi). 
Folglich  wird  wegen  (43): 

■  Vl  +  x^  +  Xs-Vl 


\l+i. 


0  +  3^1. VJ—3^a-Vi 


fl- 


"  Xo  +  Xi-Vl  —  X'fVl 


=  (^o— ^i-Vi  +X3.Vt)^+  (a^B— «1  -Vi  -Xs-VO- 


logKa:o-(a^i~^3)-VJ)''+(a;a-(ai  +  a-3).vJ)'t 
+  2arctsh  +  ^^'+^'^-^'i-0- 


Dies  ist  die  der  Gleichung  (38)  entsprechende  Relation. 
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XIX. 

Direkte     ivissenschaftliche    Begründung    des    üblichen 

Verfahrens    bei    der   Division  und  Wurzel-Aosziehung 

in    dekadischen   Zahlen. 


I  A.  Niegeni 


1.  Lehrsatz.  Eine  Einheit  irgend  einer  Ordnung  in  deka- 
disi-hen  Zahlen  ist  grosser  als  die  ."^umme  aller  Einheiten  der 
niederen  Ordnungen,  auch  nenn  sie  mit  den  gr.lssten  Koefüzien- 
teii,  ahn  mit  9,  behaltet  sind. 

B«»eis,     bis  ist 

10"  >  9. 10"-'  + 9.  Iü"-a +....  + 9. 10» +  9. 10  +  9 

2.  Zusatz.  Verraehrr  man  eine  Stelle  in  einem  Faktnr  eines 
Produkts  um  eine  Einfielt,  während  man  alle  niederen  Stellen 
desselben  durch  Nullen  ersetzt,  so  wird  dadurch  dieser  Faktor 
und  Tolglich  auch  San  Produkt  grösser. 


3.  Zusutz.  Vi.K  zwei 
die  grossere,  welche  un  dei 
za  unterscheiden  anfangen. 
Ziffern  können  >iein  »ie  man 


gleichstelltgefi  Zahlen  ist  diejcnig« 
Stelle,  HO  sie  sich  von  der  Linken 
lie  grössere  Ziffer  hat,  die  Obrigen 
<vill! 


4.  Zusatz.  Sucht  man  aus  c 
tor  desselben  den  andern,  indem  i 
sten  an  nach  einandi^r  bestinmit, 
bSchüte  Stelle,  und  wenn  man  ac 
'   Tlwil  XXXV. 


Produkte 

und  einem  Fak 

die  Stelle 

von  der  hSch 

st  man    im 

mer  sicher,   die 

eine  oder 

mehrere  siehe 

^>  .Meffemaun:    IHrekle  «Issenscliafrf.  Bipründtmg des  üblichen      ^ 

bestimmt  hat,  die  Dächst  folgende,  nicht  iim  eine  Einheit  zu  hoA 
genommen  zu  haben,  »enn  das  Pro<lukt  der  hiichsten  Stelle  oil« 
der  so  weit  bestimmten  Zahl  niil  Ersetzung  der  l'olgenden  Siel 
len  durch  Nullen  in  den  gegebenen  Faktor  nicht  gritsser  ist  aU 
das  gegebene  Produkt. 


>.     Lehrsalz.     Das  Piodnkt  z 
Ziffern    als    beide   Faktoren 
eine  weniger. 

Beweis.     Es  ist: 


u)  10- 


.  10«-»  =  10'"+"-' 


r  Zahlen  bat  enivreder  «c 
mmen    genommen    hahen. 


ß)  I0"'.10"  =  10'"+''. 


Aus  a)  ergibt  sich:  das  Produkt  der  kleioslen  miilTrigen  Zahl  in 
die  kleinste  nziffrige  gibt  die  kleinste  (m  +  n  —  l)ziffrtge,  und  bu» 
ß):  das  Produkt  der  kleinsten  (m  +  l)ziffrigen  Zahl  in  die  kleinste 
(n-l-l)ziffrige  gibt  die  kleinste  (m-f  n -f  l)ziffrige.  Wachs!  nan 
einer  der  Faktoren  lO"""'  und  10"-',  oder  wachsen  beiile,  ohne 
die  Gränze  10"  und  10"  zu  erreichen,  also  ohne  (m  +  I)-  odei 
(n+I)ziffrig  zu  werden,  so  wächst  das  Produkt  ]0'"+"-"^,  ohne 
die  Grande  10™+"  oder  die  kleinste  (w  -\-n  —  l)zilfrige  Zahl  z« 
erreichen.  Also  hegen  die  Produkte  einer  m-  und  einer  »ziSiigen 
Zahl  zwischen  der  kleinsten  (m  +  n  — I)-  und  (m +n  +  llziffriijen 
Zahl,    haben  also  (m  +  n-I)  oder  m  +  »  Ziffern. 

6.  Zusatz,  Die  Anzahl  der  Ziffern  eines  Paktore  ist  gleich 
der  des  Produktes,  vermindert  um  die  Avs  andern  Faktors,  oder 
um  1  grösser. 

7.  Lehrsatz.  Hat  das  Produkt  zweier  Zahlen  so  viele  Zil 
fern,  als  die  heiden  Faktoren  zusammen  haben,  und  schneidet 
man  in  demselben  von  der  Linken  so  viele  Ziffern  ah,  als  der 
eine  Faktor  hat,  so  ist  die  abgeschnittene  Zahl  kleiner  als  dieser 
Faktor.     Es  ist 

8715543  X!f78  =  8572591054  und   857259  <  S76543. 

Beweis.     A.B   sei   das   Produkt  der   mziffrigen    Zahl    A  in 
die  »ziffrige  Zahl  B  und  habe  (m-f  n)  Ziffern,    so  ist,    weon  msB 
die  durch   das  Abschneiden    der  ?»  Ziffern   entstehende  Zahl  i 
M.    den  übrigen  Tbeil  mit  A  bezeichnet: 


Nun  ist  aber  B  m 
Irige  Zahl-    Daher 


iffrig,  folglich  kleiner  aU 
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Ä  <  10» 


A.ß  \ 

<i4.10" 

ilf.lO»+ivi 

8.  Lehrsatz.  Hat  das  Produkt  zweier  Zahlen  eiiie  Ziffer 
weniger,  als  beide  Faktoren  zusammen  haben,  und  schneidet  man 
in  demselben  von  der  Linken  so  viele  Ziffern  ab,  als  der  eine 
Faktor  hat,  so  ist  der  abgeschnittene  Theil  gleich  oder  grösser 
als  dieser  Faktor. 

Esjst 

«)  100114.876  =  876199864,  ß)  273457.238  =  650827|66 

und  876  =  876  650827  >  273457. 

Beweis.  Unter  Beibehaltung  obiger  Bezeichnung  hat  man, 
da  A.B  (m+w  — l)ziffrig  ist: 

und  weil  B  nziffrig  ist,  so  ist: 

Ä^IO»-». 

Ist  a)  A=::]0"~^>  so  ist  A.B  =  A.ViF^\  Also  hat  das  Produkt 
A.B  die  m  Ziffern  von  A  und  (tt— 1)  Nullen.  Schoeidct  nao 
also  von  dem  (m -f  n  —  l)zlffrigen  Produkte  m  Zifiem  ab,  so  er- 
hält man  A;   daher  M^A,    Ist  , 

P)    B>10"-S 

so  ist 

A.B  )  ^ 

J>  ^.10»-». 

Nun  kmn  M  nicht  kleiner  sein  als  A.    Denn  wollte  man  annehmen : 

so  wiire: 

(  =  ^.10«-«, 
Jtf.lO»-i  +  C.10"-M 

und,  weil 

folglich : 

M.  10»-^  ^N>M.  10— H  C.  10-' 
iV>6M0"-» 
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welches  über  nicht  müglich  i«t, 
[rigeii  Zahl  durch  Abschneiden 
frig,    C.IO"-^  aber  n 


hat  da 


r  Linken  ai 
I  Produkt  t 


IS,  als  aus  einer  (m+n-ljdf- 
Ziffern  eiitslamlen ,  (w— I)»if 
iffrig  ist,  folglicb  ist  M  nicht  kleiner  h\sA. 
Schneidet  man  in  dem  Produkte  zweier  Zahl« 
I  viele  Ziffern  ab,  als  der  eine  Paktor  bat,  f» 
o  viele  Ziffern  ab  beide  Fakturen  KUSBiniiwi 
haben,  oder  eine  weniger,  je  nacbdeni  die  abgeschnittene  ZiU 
kleiner  oder  nicht  kleiner  ale  dieser  Paktor  ist. 

11).  LehrRatx.  Schneidet  man  im  Uividendus  so  viele  «ai 
nur  Bo  viele  Ziffern  zur  Linken  ab,  um  eine  dem  Divisor  gletcW 
oder,  wenn  dieses  nicht  möglich  ist,  eine  um  so  wenig  als  tiß%. 
lieh  grussere  Zahl  zu  erhalten,  so  ist  die  Anzahl  der  Ziffern  in 
Quotienten  uui  I  grösser  als  die  Anzahl  der  verbleibenden  Zif 
lern  im  Uividendus. 

Beweis.  Es  ist  der  Dividendus  gleich  dem  Produkte  ans 
dem  Divisor  in  den  Quotienten.  Uezrichnet  man  demnach  i)ir 
Anzahl  der  Ziffern  im  Dividendus  mit  D,  im  Divisor  mit  d,  im 
Quotienten  mit  ij,  so  ist:  Dr=d-^if  oder  D=d\q~\.  Miim 
man  nun,  um  eine  dem  Divisor  gleiche  nder  eine  um  so  weolf! 
als  möglich  grössere  Zahl  zu  erhalten,  sn  viele  Ziffern  abscbneW 
den,  als  der  Divisor  hat,  so  ist  (Zus.  <l.)  D  =  d\q—  I ,  alt>o 
bleiben  noch  durch  Abschneiden  von  rf  Ziffern  ^  —  ^  Ziffern  übrig. 
Muss  man  aber  zu  dem  bezeichneten  Zwecke  eine  Ziffer  mehr 
abschneiden,  so  ist  (Zus.  9.)  />  =  */  + y;  von  (rf+9)  aber  (d  +  1) 
abgezogen   gibt  rf  +  7  — d— ]=9~1. 

11.  Zusatz.  Die  durch  solches  Abschneiden  verbleibende 
Anzahl  von  Ziffern  gibt  die  Anzahl  der  Nullen  der  bücbsten  Ein- 
heit im  Quotienten  an,  weil  die  Anzahl  der  Nullen  der  hüchsten 
Einheit  einer  Zahl  immer  um  I  kleiner  ist  als  die  Anzahl  der 
Ziffern  derselben. 

12.  Beiveis  der  Richtigkeit  des  Verfahrens  bei  der  ' 
Division.  Schneidet  man  in  der  üblichen  Art  die  Ziffern  da« 
Dividendus  ab,  so  erbält  man  nach  Zusatz  11.  eine  Zahl,  worin 
das  Produkt  des  Koeffizienten  der  hochslen  Einheit  des  Quotien- 
ten in  den  ganzen  Divisor  enthalten  sein  must«,  weil  der  Divi- 
dendus entstanden  gedacht  werden  kann  durch  Multiplikation  jedtf 
einzelnen  Theiles  des  Quotienten  in  den  ganzen  Divisor. 
man  nun  dasjenige  Vielfache  des  Divisors,  welches  der  1 
schnittencn  Zahl  am  nächsten  kommt,  ohne  sie  zu  überschreiü 

so  bestimmt  dieses  den  Koeffizienten  der  höchsten  Einheit  1 
Quotienten.  Dieser  kann  nicht  zu  klein  genommen  sein,  weil  n 
das   grusste   Vielfache    de«    Divisors    zur    Bestimmung   dessdb* 
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genommen  bat,  xu  gross  ist  er  aber  auch  nicht,  weil  das  Produkt 
der  höchsten  Stelle  des  Qootienten  (des  eineo  Fnklorä)  mit  Er- 
setzung der  übrigen  Stellen  durch  Nullen,  in  den  Divisor  (den 
andern  Faktor)  kleiner  ist,  als  der  Uividendus  (das  Produkt)  (Zuo.  i.). 
Nimmt  man  nach  Abzug  des  Vielfachen  von  der  ahf^eschniltenen 
Zahl  die  folgende  Ziffer  des  Uividendus  zu  dem  Reste,  so  erhält 
man  die  Zahl,  worin  das  Produkt  des  Koeflizienten  der  nächst 
bnheren  Einheit  des  Quotienten  in  den  ganzen  Divisor  enthalten  sein 
muHS,  n-oraus  man  diesen  Koeflizienleu  auf  gleiche  Weise  bestimmt. 

Man   sieht  leicht,    »ie  man,  auf    diese  Weise  Tortsch reitend, 
«IJe  Ziffern  des  Quotienten  sicher  hejttimmt. 


d 


Von  der   Anszlebang  der  Quadrat-  and  Kubikw 


zeln. 


13.  Lehrsatz.  Wenn  man  aus  einem  Radikandus  die  ein- 
aeloen  Stellen  der  Wurzel  von  der  hücbsten  an  nach  einander 
bealimnit,  so  ist  man  immer  sicher,  die  höchste  Stelle,  oder  wenn 
nan  eine  oder  mehrere  schon  bestimmt  hat,  die  folgende  nicht  um 
eine  Einheit  zu  hoch  genommen  zu  haben,  wenn  die  iiezügliche 
Potenz  der  höchsten  Stelle  oder  der  so  weit  bestimmten  Zahl 
unter  Ersetzung  der  librigeii  Stellen  der  Wurzel  durch  Nullen 
nicht  grosser  ist   als  der  Rudikandus. 

Beiveifi.  Hätte  man  die  höchste  Stelle  oder,  wenn  schon 
einige  richtig  bestimmt  sind ,  die  folgeride  um  eine  Einheit  zu  gross 
genommen,  so  Maren  alle  Faktoren  der  Potenz,  auch  wenn  man 
die  übrigen  Stellen  durch  Nullen  ersetzt,  zu  gross  (Zus.  2.),  folg- 
lich die  bezügliche  Potenz  dieser  Zahl  grösser  als  die  gegebene 
Zahl,  welches  nach  der  Voraussetzung  nicht  Statt  findet. 

14.  Beweis  der  Richtigkeit  des  Verfahrens  bei  der  Aus- 
ziehung der  Quadrat-  und  Kubikwurzeln. 

Bestimmt  man  bei  dem  Ausziehen  der  Qundrat-  oder  Kubik- 
nurzeln  aus  dt^m  Radikandns  diejenige  Zahl,  welche  das  Quadrat 
oder  den  Kulius  des  Koeffizienten  der  höchsten  Einheit  enthält, 
und  nach  dem  Quadrat-  oder  Kubik-Täfelcben  die  reine  Quadrat- 
oder Kobikzabl,  welche  dieser  bestimmten  Zahl  am  nächsten 
knmmt ,  ohne  sie  zu  Qherschreiten,  so  ist  die  Quadrat-  oder 
Kubikwurzel  derselben  der  Koeffizient  der  höchsten  Einheit  der 
Wurzel.  Denn  zu  tiein  Ist  er  nicht,  weil  zu  seiner  Bestimmung 
die  grösste  Zahl  genommen  wurde,  zu  gross  ist  er  aber  auch  nicht, 
weil  das  Quadrat  oder  der  Kubus  der  höchsten  Stelle  unter  Er- 
setzung der  übrigen  Stellen  der  Wurzel  durch  Nullen  klein 
als  das  gegebene  Quadrat,  der  gegebene  Kuhns. 
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Bei  der  BeGliiiimurig  der  übrigen  Koel'fizienleit  der  aoreinuder 
Inlgendcr)  Eitilieiten  der  Wurzel,  die  man  durch  Division  «rhUl, 
erl^hrt  man  erst  dann  sicher,  nb  man  den  richtigen  gefunden 
habe,  wenn  man  in  dem  fortschreitenden  Verfahren  das  Qnailnl 
oder  den  Kubus  diewe«  Theile»  abzHzieiien  hat,  voran si^esettl. 
dasa  man  bei  der  Division  den  grüttslei)  Quotienten  »enommen  bot. 
Lfisat  eich  die  Subtraktion  auGtühren,  »o  ist  der  Koeflizienl  d« 
richtige.  Denn  zu  klein  ist  er  nicht,  weil  man  zu  »leiuer  Bestin- 
mnng  den  grussten  Quotienten  genoiiirrieii  hat,  zu  gros«  ist  e 
aber  dann  auch  nicht,  neil  durch  das  Abziehen  dieses  Theil 
auch  das  Abziehen  des  Quadrates  oder  des  Kubus  der  so  wi 
bestimmten  Zahl  unter  Ersetzung  der  üblichen  Stellen  der  Wl 
zel  durch  Nullen  vollendet  wird,  tvelehes,  falls  der  KoeflSzient  g 
eine  Einheit  zu  gross  wäre,  nach  obigem  Satze  nicht  muglicb  b 
Kann  man  demnach  bei  dem  Verfahren  bei  der  Ausziehung  i 
Quadrat-  oder  Kubikwurzel  das  Quadrat  oder  den  Kubas  des  b 
stimmten  Koeffizienten  der  Würzet  nicht  abziehen,  so  hat  mi 
ihn  so  lauge  um  eine  Einheit  kleiner  zu  machen,  bis  die  Subtnk 
tion  sich  vollziehen  lässt,  wodurch  man  dann  eicher  ist,  den  rkb 
tigen  Koeffiztenlen  zu  erhalten. 


Oie  Löiung  der  fei 


XX. 


Die  LüHUDg  der  Perniat'schen  Autgabe:  Wegscbaf- 
fung  der  Wurzelgrüssen  aus  algebraischen  Ausdrücken, 
,  _'_  in  tvelcbeo  solche  als  Summanden  vorkommen. 

"Freier  Auszug  ans  einer  handsclirirtlichcn  Aibeit  iles  Haupt- 
manns a.  1),  Herrn  Adolf  von  der  Schulenburg  in  Mag- 
deburg, 

-  .  ni.grfrrli(;l    v.in 

1^    Herrn  ür.  Jncob  fVilhelm  Heinrich  Lehmann 

^'  fn   Si.i.nd.iw. 


Bei  dem  gegeuw artigen  ungeheuren  Umfang  der  reinen  Matbe- 
tuaiik  iai  es  treder  xu  verlangen,  noch  zu  erirarten,  dftss  eehr 
mäluarae  und  ueltlSuriige  Arbeiten,  welche  ein  Einzelner  zum  Behuf 
der  Entdeckung;  einer  ttkhligeu  Wahrheil  und  ihres  Beweiges 
durchgemacht  hat,  vnn  denen,  welche  das  bekannt  gemachte  Re<4 
»ultat  lesen  und  studiren,  in  extenso  wieder  durchgemacht  trer-i 
den  sollen.  Das  Inleresne,  die  Entwickelung  bis  ins  Eiiizelaat» 
SU  verfolgen,  nächst  freilich  mit  der  Fruchlharheit  de«  Resultats^ 
wn  aber  letzteres,  ohne  weitere  Anwendiiogen  davon  abzusehen, 
nur  daraul  hinausläuft,  zu  zeigen,  daaa  das  liesuchte  in  unver- 
{(leichbar  viel  ivenigeren  Gliedern  dargestellt  »erden  künoe,  als 
«an  jahrhundertelang  angenommen  hatte,  da  begnügen  sich  auch 
Mathematiker  ersten  Ranges  heiin  Studium  solcher  Werke  mit 
Autoritätsglauben,  wofern  nur  der  Entdecker  versichert,  daes  ei 
unzweideutige  Conlrolleti  (entweder  durch  zwei  von  einuiider  un- 
abhängige Methoden  oder  durch  Substitution  biestimniter  Zahle* 
atatt  der  Buchstaben)  angeislellt  habe,  und  zugleich  angiebl,  vi  eich* 
Contrnlien  dies  seien,  und  »ufern  zugleich  der  Leser,  weMi  et 
etwa  nicht  persönliches  Vertrauen  in    die  Wahrhaftigkeit  des   an- 


imuh 
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geblichen  Entdeckers  setzen  kiiIIIi;,  im  Schule  iteirier  eigen«« 
mathematischen  Auschauungen  Kriterien  »ur  Hanil  Imt,  welche 
jede  Myslificatian  socieich  aufdecken  würden,  —  wie  der  dutcb- 
gebildete  Philulo^ie  IVIItlel  in  Händen  hat,  die  MyKtiÜcationen  eines 
Wagenseil  (Pseuüo-Sanchuiiiathnn)  und  Sinionides  aufzudeckeB, 
oder  die  „wichtigen  historischen  Enthüllungen  üher  die  wirkliebe 
Todesart  Jesu"  in  ihrer  Blüsse  zu  brandmarken,  oder  wie  der 
durchgebildete  Physiker  die  |)si;uilu-Her«cfaereichen  Eiitdeckungn 
über  die  Mondbe»ohner  in  ihrer  NichIsH  ürdigkeit  an  den  Pran- 
ger stellet)  konnte.  Ein  mit  so  starken  Bollwerken  verscbauxter 
mathematischer  Autoritätsglaube  i^ewährt  eine  grüssere  Stcberbeit 
als  aller  Kirchen-  und  Bibelglaube,  und  alle  exacten  Wisseii- 
Hchaften  wären  von  jeher  viel  langsamer  rorlgeschrilten,  (venn 
man  jenen  gänzticli  verschmäht  hätte.  Wer  ihn  ganz  verschmähen 
wollte,  mifsste  unter  andern  alle  Logarithmen-Tafeln  und  alle 
astronomischen  Talelu  von  Neuem  in  extenso  selbst  berechnen. 

Der  berühmte  Jacobi  ging  in  seiner  Abneigung  gegen  weit 
läuflige  algebraische  Enlwickeluugen  noch  weiter;  er  verzichtet«)^' 
wenn  solche  hereinzubrechen  drobeteu,  voHautig  ganz  auf 
Entdeckung  des  beabsichtigten  Resultats,  und  hatte  den  Gmi 
satz:  „Was  ich  nicht  einigerniaassen  anständig  machen  kann, 
ich  gar  nicht  macheu,  bis  auf  bessere  Zeiten,  wo  es  mir  vielleii 
wie  Saul,  dem  Snhne  Kis,  gluckt,  beim  Suchen  der  verli 
Eselinnen  meines  Vaters  ein  Königreich  zu  linden",  —  wii 
vor  100  Jahren  der  Philologe  Conrad  Uesner  sagte,  man 
der  Seele  entlocken,  nicht  aus  ihr  herausquälen,  was  man  vi 
ibr  haben  will.  Aber  dieser  Grundsatz  läs^tsich  nicht  conaequent 
durchrühren.  Bei  unausgesetzter  Befolgung  desselben  wären  viele 
äusserst  wichtige  Wahrheiten,  viele  uns  jetzt  höchst  willkommene 
Er leichterungs mittel  liisher  unentdeckt  geblieben  und  Hürden  viel- 
leicht ewig  verborgen  bleiben.  Wohl  uns,  dass  es  ausser  den 
genialen  Geislern,  denen  alles  gleich.sam  spielend  und  im  Schlaf 
entfällt,  auch  (und  vorzüglich  in  unserm  deutschen  Stamme)  MSw 
ner  mit  eisernem  Fleiss,  welche  ihi-e  Zeit,  ihre  Mühe  und  ibr 
Papier  zum  Besten  der  Mit-  und  Nachwelt  opferten  (so  dass  wir 
jetzt  auf  den  Lorbeeren  unserer  fleissigen  Vorfahren  ruhen  küna 
nen),  gegeben  hat  (irer  wollte  es  leugnen,  dass  auch  uneor 
grosser  Landsmann  Kepler  zu  ihnen  gehilrt?)  und  noch  giebfl 
Zu  denjenigen  noch  lebenden  Männern,  welche  in  dieser  Bezi 
hnng  eine  rühmliche  Beharrlichkeit  zeigen,  und  deren  Arbei 
nach  der  Original -Handschrift  wegen  der  Weitläuftigkeit  der  F( 
mein  nicht  einmal  gedruckt  werden  können,  sondern  nu 
AusEUgs  fähig  sind,  der  aber  bei  der  (Jnziveideuligkeit  und  ITl 
bezweifelharkeit  der   angeführten  Controllen    vollständige  Befriei 


Wunelgroi 


rs alg.  Ausilr.,  in  wftch.  anUlie als Snr/im.  torkomm.  209 


gung  gewährt,  gehtirt  auch  Herr  von  Act  Schuleiiburg.  Uer- 
selbe  hat  in  der  mir  handschriftlich  vorliegenden  graseen  Arbeit 
den  Beweis  geliefert,  dass  die  Lösung  einer  Aufgabe,  von  der 
man  200  Jahre  lang  glaubte,  sie  führe  in  ihrein  vollstiindig  aus- 
«ioander  gewiebelten  Endresultate  iiuf  eine  algebraische  ganze 
Function  von  ^^JO-26206  Gliedern,  höchstens  auf  245157  Glieder 
führt.  Diese  Entdeckung  kann  man,  wenngleich  die  vollständige 
Ausführung  der  Auflösung  auch  so  noch  für  mensohliche  Kräfte 
uoroüglich  bleibt,  fi'ir  die  Wisscnscball  nicht  anders  als  buchst 
interessant    nennen. 

Die  Handschrift  beginnt,  mit  einer  Anführung  aus  Egenu 
Handbuch  der  allgemeinen  Arithmelik,  TheiJ  II.  §.319.: 
„Fermat  liess  durch  Mersenne  dem  Deecartes  folgende  Glei- 
chung rorlegeu  und  ihn  aulTurdern,  die  Wurzel  grossen  hinauszu- 
schaffen ; 


Descartes  hielt  die 

telCi  es  bedQrfe  dazi 

wenigen  Stunden  sei 

wie  leicht  einzusehe 

Toulouser  Akademie  gekrönten  Preisschrift: 

de   Fermat   sur    la    geom^lrie   de  son    tenis"",    dass  die 

Buccessive  Erhebung  eine  Gleichung  von  359026206  Gliedern  geben 

würde.     Ich  halle  dai'iir,   dass  Fermat  selbst  die  Wegscbaffung 

der  Wurzelgrüssen  aus  obiger  Gleichung  würde  unmöglich  gewe- 


9  Berechnung  für  leicht,  indem  er  behaup- 
nur  vier  Erbebungen  auf's  Quadrat,  und  in 
ie  Arbeit  vollendet.  Deecartes  irrte  sicfa, 
Genty  berechnete  in  einer  von  der 
'.  I'influence 


Hierzu  macht  Herr  von  d 
„Ich  gab  mir,   aber  vergebens 
sertation  zu  gelangen,   und  we 
Genty   za    obi^jem    ßi 
=  2.3.7.11.29.127.211." 

Hierauf  folgt  r 


ulenburg  die  Anmerkung: 
,    in  den  Besitz  dieser  Dis- 
nicht,   auf  welchem  Wege    I 
^ultate   kam.      Es    ist   ührigene   359(^2QS  J 


§.  I. 
Aus  einer  Gleichung  des  Steii  Grades: 
(I)  a:''-\^<^ar*-{^ßx^-\-yx'^^Sx-^t  =  0 

mit  den  ünltekannleii  (Wurzeln)    (,  v,  eo,  i/,  i  linde  ich  diejenige 
desaelfaen  Grades : 

_  (2)  x^'>+Ax^-^Bx^^Cx*-^'Dx^-\-E^^Q 
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luit  den  Utiliekaonten  I?,  v^,  w',  y^,  :^,  indpni  ich  aus  den  i 
cfawigeit 

nach   den    bekannten    Methoden    die  durch    die  Coellicienteii 
Gleichung!  (I)  ausged raubten'  cyni metrischen  Functionen 

C=  -  'it'e^tv^  =  '■Ißö-y^  —  'iae,     D  =  Sflvhc'^^  =  d"— 2yt. 

heatiiunie.    (Herr  v.  d.  S.  schiebt  noch  einen  zireiteu  Beiveis 
Richtigkeit  der  GleichuDgen 

(3)     A^'lß  —  ifl,     B=ß^^2S—2ay,     C='2ßö~y^-'2at. 
ü  =  aa— 2ye.    £  =  — f* 
ein,  iiulem  er  die  Gleichung  (l)  mit  j:^--aj^*  +  ßx^-~yx^-\-6ai 
mulliplicirt   und  die  CnefticieDlen  der  dadurch  entelehendeu 
chuug,  worin  jr*,  a',  a:*,  ar'  und  .r'  Turtgefalten  sind,  einzala 
nonimen  den  Cnelticienteu  der  Gleichung  ('2)  gleichsetzt. ) 

Die  Gleichung  ^{=: — a  des  $.  I.  ist  diejenige,  in  welche  dl 
Kerinat'sche  Gleichung  übergeht,  wenn  man 


setzt.    Die  Wurzelgrüssen  aus  der  Fermat'schen  Gleichong  weg 
schaffen,  heisst  nicbts  anders,  als  au{|  derselben  eine  gance  Fiini^ 
tion    von    P,  b*,  w',  y*,  :*,  a  ableiten,    «eiche  z=0  ist.     Die 
Forderung  ist  errüllt,    wenn  man  eine  gauze  Function  von   A,  l 
C,  D,  E,  a  gefunden  hat,    welche  =Ö  ist,    oder 
sagt,    wenn    man    ß,  y,  S,  i 

eliminirt  hat.     Da  aber  ß  zufolge  der  ersten    unter  diesen   GM 
chungen  eine  ganze  Function  von  A  und  «  ist,   so  kommt  es  nif 


was  dassell 
I   Gleichungen  (3)  des   §. 


leln 


<    Her 


•)  Icli   habe   di 
vor  dns  allgemeine  Glieil  gcselzlen  Sui 
schriebenrr  Aniahl  der  zur  Vollendung  der  «ymiuetri«rhi 
licli  gebildeten  Glieder)  at^ckürcl. 


'.  il,  S.   diireli    Einfülirnnf; 
inxeicheni  J'  Ciiiic  itarübor 


unelgröfts. aii.i  afg,  Ausilr..  in  ire/c/i.  wiche  iiU Siiiiim. mirkumm.  i\\ 

äarauf  au,  ans  den  vier  übrigen  Gleichungen  f,  S  und  f  zn  eli> 
mintren.     Um  die«  auszuführen,  setzen  vn'w  lur  Abkarzung;: 

nodurch  m  und  n  ganze  Functionen  von  A,  B,  C,  a  »erden,  sa 
lassen  eich  die  vier  genannten  Gleichungen  in 

und,   wenn  man  Ö  eliminirt,  in 

(I)  ßm-t-»~it^e  =  (y-«ß)^    (2)  D=Q-^cyy -2yi,    (3)  £=-«• 

rerirandeln.  Multipliciren  wir  die  Gleichung  (I)  mit  a*,  und  sub- 
(rahiren  wir  von  der  dadurch  entstehenden  Gleichnng  die  Gleichung 
(2),   so  erhalten  wie  die  Gl«cbung 


also,    wenn  man  noch  ^f  beiden  Seiten   (ie —"ia'ß — ma)oß  sub- 

i2c~2a^ß—ma)(y-(iß)  =  a\2ßm^n+a*ß^—2at)+^—2ttßc—I), 

und,  wenn  man  beide  Seiten  der  letzteren  Gleichung  quadrirt  und 
dann  statt  (y — aß)^  seinen  Werth  aus  der  Gleichung  (1)  setzt, 
die  Gleichung 

(4)  i2e-2a'ß-md)^l 

giebt , 


-,  weichet  mit  Hülfe  der  Gleichung  (3)  nur  hoch  t  zu  eli- 
it.     Zu  diesen)  Ende  ordnen  trir  die  Gleichung  (4)  nach 
I  Potenzen  von  £  und  stellen  glatt  'iß — a^  seinen  Werth  A  und 
atatt  o'/J* — n  seinen  Werth  C  wieder  her,  schreiben  also; 

,     — 8e»»  +  4(e.«,l  +  (2r.»+^)m-C).» 
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'seilen  Au  fg. :  W'egackiiir.  der 


Setzen  wir  liier  statt  — i' 
flieBsenden  Werttie  Es  naA  - 
mit  £  muttiplicirlen  Glieder  ( 
HO  erhalten  wir: 


und  c^  ihre  aus  der  Gleicbung  (i 
£,  and  bringen  wir  dann  alle  ni(' 
uf  die    rechte   Seite   der   Gleichui 


(2(,«(^-tt«)C-{£<»+3i9)in«-4(««  +  p)0+8£-4//m)B. 


K?-»)"' 


nelcbe  Gleii;hung,  wenn  man  beide  ISeiten  quadrirl  ui 
ß,  m,  n  und  £*  ihre  in  Functionen  von  A,  B,  C, 
d  Tackten  Werl  he 

setzt,  die  gesuchte  ganze  Funclion  von  A,  B,  C,  D,  E,  a  giebt 
welche  ^0  ist.  Diese  aul'  0  gebrachte  Gleichung  zu  bilden  wi: 
zwar  keinem  der  geehrten  Leser  groese  Mühe  kocten  (sie  ist,  vrei 
alle  Bruchnenner  weggeschnSt  nerdeii,    folgende: 

(5) 

1      ((4ß-(^  +  n'0''r  +  64(..''C^D))(««-J) 
+l6384K»jEJ+'i(64(«"i>-£)  +  (4Ä-(^+<t')a)(4ß(^+<(«)[    =0^ 

f  +  2a«(4  +  O«-  iA  +  «")"  -  80) 


s  Herr  v.  d.  S.  für  gut,  die  Gleicbung  (5)  der  ZA- 
untenverfen.     Er  setzt: 


indessen  Sndef 
len  -  Controlle  z 

a  =  5,    .4  =  — 5,    fi=10.    C=-10,    0= 
ivodurch  die  Gleicbung  (5)  in 

(1674588160«  —  40!)600C-I51 16544)- 


-I.-) 


d.i. 


übergeht. 


9674588160«— (640.  ~  151I6544)*=0 


Witlkärnngenoinmen  ircrdeii,  (leim  a(: 
doo  Fanctinn  inn  /*,  b",  Ic*.  V^  .  i* 
den  GleiEhun^en  (3)  des  $,  1.,  wenn  i 


i[  uDHliiiHng'^  von    einander  nach 
-i/)   i«l  8«  pfi.l  wie  ^,ff,  c. 

Die   g-ewähhen  Kohlen  (^enngei 
an  ^  =  10  =  >'.  *=5,  (=1   letst.. 


(j!  alg.  Aiisftr. .  in  y^/cfi  ioleheals  Si/mm.  rorhomm.  -213 


S-3. 

Uie  Gleichung  (5)  <{es  §.'2.  nünle  zur  Lösung  der  Term 
sehen  Gleichung  geniigeii,  auch  wenn  Hie  Summe  der  fünl' geg»-  1 
benerj  Wurzel gr-"ssen  ebeiifalls  eine  Function  unter  einem  Qua- 
dratwurzel-Zeichen M'Sre,  neil  die  Gleichung  (5)  nur  geratÜe  1 
Potenzen  von  a  enthält.  In  dem  von  Fermal  vorgelegten  8pe- 
ciellen  Falle  ist  a^  =  a'^b'^.  Hr.  v.  d.  S.  hat  sich  die  Mühe  gege- 
ben, auch  die  von  Femtat  vurgelegten  epecrellen  Werthe  von 
IF,  c*,  M>*,  y*,  1*  in  die  Gleichungen 


A== 


Sfi: 


E  =  —  fiBhehj^'^ 


und  die  auf  diese  Art  heransgehrachten  Werthe  von  A,  B,  C, 
D,  £,  <fl  in  die  Gleichung  (5)  zu  substitriiren,  und  findet  dadurch 
eine  Gleichung,  ivelche  tl  Zeilen  eines  autieinanil ergebe hiagenen 
ganzen  Bogens  einnimmt,  wnliei  überdies  od  eine  Klammer  aus 
einer  Zeile  in  die  andere  üliergeht.    Von  dieser  Gleichung  schreibt 


|i 


8.  J. 


^K  Wollte  man  in  dieser  Gleichung  auch  noch  alle  angedeuteten 
Mtilti|)[icationeii  und  Potenz-Erhebungen  vollziehen,  so  wflrde  die- 
aetbe  höchstens  245157  Glieder  enthalten,  und  ztvar  aus  folgen- 
den Gründen. 

Schon  eine  oberQüchliche  Betrachtung  der  Gleichung  (5)  des 
S-  1.  ergiehl,  dass  sie,  nach  Ausführung  der  angedeuteten  Multi- 
plicalionen  und  Potenz -Erhebungen,  in  Beziehung  auf  a^  eine  Glei- 
chung des  löten  Grades  wird.  {Hr.  v,  d.  S.  hat  diese  angedeute- 
ten Operationen  ausgeführt,  und  eine  Gleichung  erhalten,  welche 
sechs  volle Folioeeiten  einnimmt.  Davon  enthalten  die  sieben  letzten 
Zeilen,  jede  queer  Ober  beide  auseinandergeschlagenen  Foüusei- 
teii  geschrieben,  allein  das  von  (fl  unabhängige  Glied  der  nach 
den  Potenzen  von  a*  geordneten  Gleichung,  und  dieses  Glied  iveiet 
sich  als  ein  vollsländiges  Quadrat  aus,   novon  die  Wurzel 

-H024^aßO  +  8I92^ßE  +  256B^— 'i048Ä''O-16384C£-f40967>« 

ist.     Hierzu  macht  Hr.  v.  d.  S.  die  Anmerkung:   WSre  also  in  der 
Fermat'schen  Gleichung  o=0,  d.  Ii.  bestünde  die  auf  0  gebrachte 
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Gleichung  nur  ans  fiiiif  Ausdrücbeii  unter  Quadrativiirzeln ,  so  $( 
nügte  die  Gleicliung 

f  1024/l''ßO+8i  924ß£+236ff»-2ü48ß*/>— lß38JC£+40U6O": 

der  Aufgabe.  Diese  letzlere  Gleichung  hat  die  Eigenscbaft,  du 
wenn  man  sich  nun  £=0  denkt,  «ieder  ein  vollständiges  Qni 
drat  überbleibt,  nünilich  (J*— 8.4'ß  +  16ßa_64/J)a=0.  Win 
nun  auch  D=G  gedacht,  so  bleibt  abermals  ein  vollständig 
Quadrat,  nämlich  {A^—AB)'^  =  ti,  welcher  Ausdruck  für  den  F«l 
dass  auch  £  =  0,  da$  Quadrat  A^=(i  übrig  lässt.  Die  im 
aufgerübTte  Gleichutii;  dürfte  eine  der  grüssten  sein,  tvelche 
baupt  jemals  berechnet  sind.  Sic  bat  besondere  Eigenecbaflei^ 
von  welchen  ich  angebe:  Denkt  man  .sich,  dass  einer  der  Sunt 
manden  (ansser  a)  der  Gleichung  X(= — a,  etwa  t,  =0  werdi 
80  wird  auch  £'=0,  »eil  £=  — (»i)*io»j!'iä  war.  Der  bleibeoi 
Rest  jener  Gleicbong  (nach  Aussonderung  aller  (ilieder,  tvelcl 
E  zum  Factor  haben)  giebt  ein  vollständiges  Quadrat,  tvelchi 
ich  aus  der  Gleichung  (5)  des  §.  2.  entnehme  und  nach  A.U8%iehi 
der  Quadratwurzel  schreibe: 

((4ß—  {A  +  a«)>)«  +  64  (ß>C-  /)))« 
-  'iü48Baö  {\li  {A  +  ß")  +  1a\A  +  «»)»  ~(A-^  ß«)"  -  8C)  =  0. 
welches  die  Gleichung  reprfisentirt,  die  ans  der  Gleichnng 

durch  Fortschaffnng  der  Wurzeln  entsteht.  Wird  die  ge^bei 
Gleichung  wieder  um  einen  Summanden,  ausser  tt,  vermiodefti 
also  z.  B.  c  =  0,  so  wird  in  der  letzteren  Gleichung  D^O  {den 
D  war  ursprünglich  =  tl^hE*y^)\  der  Rest  ist  nun  wieder  eirf 
vollständiges  Quadrat  und  wird  nach  .Ausziehung  der  Quadratwur* 
sei  sich  darstellen: 


{AB 

Angenommen,  es  werde  nu 
Fnrtschaffmig  der  Wurzeln 


ich  w^O,  80  wird  C=0,  tind  21 
y  +  i  =  — K  dient  die  Gleichung 

4B-(^  +  a2)»  =  0, 

und  so  schliesslich  für  j=^  —  0;  die  Gleichung  j4  +  n*:=0;  es  wii 
nämlich  in  diesem  Falle  in  der  Thal  A=-a\  Hieraus,  ui 
weil,  wie  gesbgt,  a  selbst  als  Gröi^se  unter  einem  Warzelzgichi 
angenommen  werden  kann,  folgt,  das»  zur  Forlscbaftung  von  xwi 


Wiireelgröis.  a 


i.iHfiflr  .fnitflcfi.  so/eAs  afn  .tum?/!,  rorkomin.  -21^ 


Wurzel-Samraanden  nich  eine  Gleichung  ersten  Grades,  für  drai 
solche  Sumtiiatideii  eine  1ileichan§;  zweiten  Grades,  für  Vier  eine 
soJehe  vierten  Grailen,  Tür  fiinf  des  achten,  (är  «echs  des  sechs- 
tebnteii  als  Resultat  ergeben  wird.  Wenn  also  Egen  in 
der  Bemerkung  zu  §.  321.  Theilll.  seines  Handbuchs  überall  die 
doppelten  Grade  für  diescilie  Anzahl  ron  Summanden  angiebt, 
irrt  er  zwar  nicht,  weil  an^ennromen  »erden  muss.  dass  er  die 
Anzahl  der  Grade  nach  n  and  nicht  nach  o*  bemessen  hat,  aber 
jene  hochgradigen  Gleichungen  erscheinen  neniger  gewaltig,  wenn 
man  berücksichtigt,    dass  ihnen  alle  Glieder  mit  ungeraden  Expo- 


inten  fehlen). 


u 


Zahl  der  Glieder  der  Gleichung  nach  Ausrüh^ 
THDg  der  aiigedeulelen  Operationen  betrifft  (z.  B.  A^  ist  in  — (£1^ 
ftuüiDliisen},  Sil  ergiebt  sich: 

Alle  in  der  Gleichnng  vorkommenden  Glieder  steigen  in  Be- 
ziehung auf  (*,  e*.  10*,  y*,  t*,  tt*  nur  auf  die  I6te  Uimensiou ; 
die  Zahl  der  Glieder  ist  also  höchstens  derjenigen  des  Aus- 
drucks (ir'  +  o^)"  gleich,  d.i.  =^y|"^=^-*^  '^•21=20349. 

Im  speciellcn  Füll  des  Fermat  vermehren  sich  die  Elemente, 
au6  welchen  jene  Combinattonen  zu  16  sich  bilden,  uni  2.  Es 
sind  dieselben  Dämlich  ab,  a^,  ad,  **,  am,  tP,  ar,  a*Ä';  o"  würde 
eigentlich  viermal  vorkommen,  was  aber  hier  ausser  Acht  bleibt; 
denn  dadurch  kann  niemals  eine  Vermehrung,  allenfalls  aber  eine 
Verminderung  der  Anzahl  der  Glieder  entstehen,  indem  sich 
solche,  welche  +  a^  zum  Factor  haben,  gegen  solche,  welche 
—  a*  haben,  vollständig  heben  könnten.  Höchstens  würde  also 
8.«. 10.. ..23      20349  , 


1.2.S  . 


.16- 


-2p.253=  245157 


die    Anzahl   der  Glieder    = 
sein  bünnen. 

(Hierzu  macht  Herr  v.  d.S.  die  Anmerkung:  „Wie  nun  Genty 
io  seiner  angeführten  Dissertation  auf  die  Zahl  359026206  kommt, 
kann  ich  nicht  errathen;  »sollle  er  etwa  die  einzelnen  Glieder  so 
vielfach  gerechnet  haben,  als  es  ihre  Zahlen -CoefBcienten  andeu- 
ten, z.  B.  Kt*h  als  16  Glieder,  »o  würde,  auch  wenn  es  ein  Mit- 
tel gäbe,  diese  Zahl  zu  berechnen,  dieselbe  mit  359026206  kaum 
hoch  genug  gegriffen  sein."  Ich  erwiedcre:  Da  anch  mir  die 
genannte  Dissertation  nicht  zu  Gesicht  gekommen  ist,  so  kann 
ich  nur  annehmen,  dass  Genty  bei  der  Abschätzung  der  Anzahl 


HQLeAmanti:  Die Lüsutig iler  Fermaf  stbeii  Anfg.:  W'eyscha/f. ifer 

der  Glieder  zwar  die  Zahlen -Coerßcienten  nicht  zusam menge zll 
aber  auvh  nicht  genug  dafür  gesorgt  habe,  die  sich  von  e 
blo88  in  den  Zahlen -Coeriicieüten  unterscheidenden  Glieder  jed< 
mal  in  Ein  Glied  zu  vereinigen;  wie  (veit  er  in  dieser  Sor^loai 
kett  gegangen  sei,  kann  uns  ganz  gleichgültig  sein;  es  ist 
essant  E;enug,  dass  Hr.  v.  d.  S.  durch  einen  strengen  Be 
jene  ungeheure  Zahl  auf  eine  TerhältnissmSssig  sehr  Ideine  hi 
abgebracht  hat,    W.  L.)     Hr.  v.  d.  S.  fahrt  in 


.  6. 


fort:  Aus  dem  Bisherigen  lässt  sich  nun  der  Weg  erkennen, 
(reichern  Wurzeln  aller  Art  aus  Ausdrücken,  in  welchen  «ol< 
als  Summanden  vorkommen,  fortgeschafft  werden  kSnnen.  A 
der  Theorie  der  symmetrischen  Functiiinen  \fX  bekannt,  da» 
immer  mtiglich  ist,  aus  einer  gegebenen  Gleichung  eine  solcl 
desselben  Grades  zu  cnnstruiren,  in  welcher  die  Unbekannten  bei 
hige  ganze  Potenzen  der  Unbekannten  der  gegebenen  Gleichung  sini 

Wird  nun  ein  Ausdruck  mit  e  Wurzelzeichen  gegeben,   b. 


(1)  Vfl  +  V6+ ^1;  +  ,...  + W=0, 

so  vermaj;  ich,  Vo..  Vh,  Vc,....  als  Unbekannte  einer  Gleichui 
des  e  — Isten  Grades  anzusehen,  und  weiss,  dass  die  Summe 
e  — I  Gliedern  der  Gleichung  (1)   gleich    ist  dem  eten  Gliede  ini 
entgegengesetztem  Zeichen,    als  es  in  (1)  gegeben.     Diese  Gld> 
chung  des  <;  — Isten  Grades  sei: 

und  ich  weiss  von  dieser  Gleichung,  dass 


(3) 


'Vb  —  Vc- 


--Vd. 


Construire  ich  nun  zur  Gleichung  (2)  die,  deren  Unbekannte  diä] 
rten  Potenzen  der  Unbekannten  der  Gleichung  ('2)  sind  (wobei  icU 
durch  r  eine  Zahl  ausdrücke,  welche  m,  n,  o,...,(j  als  FactoreM 
bat  und,  wenn  m,  n,  o,  —  i/  relative  Primi^ahlen  zu  einand« 
sind,  =mno  ....y  ist),   so  erhalte  ich: 


a.[e-l)B.«i.....(^.oV- 
und  weiss,   daas 


■■■«  +  ^'a:!"-  3)iBiio....  j  _(.  j,',^!«- 


-H-.. 


WuraelgrSit. aus a/g.  Amt/r..  In  Kelch  ftoleheatsSvmm.  ror/mmm.Zil 

r  ci'=:— a"»--?  — Ö""--¥  — c™"-T-....,  J 

(4)     \  ß'  =  fln»....!Ani-...,.,_J_„..o.-.,cnTn....,_|.6ni».„tn""..   ,  +  ....,  [  , 


nro    —a'"-1 —  lfmt....q  —  (Jna....q  —  .,..,     ^Kii....qf,m<i....q  _|    f^nB....qfl^M....q 

^  4WI....I,  cmB....5 -(-  .,..,  u.  5.W.  mit  Hülfe  der  Theorie  Jer  symuie- 
trisGlien  Functionen  als  ganze  functlonen  von  a,  ß,  y, ....  darge- 
stellt werden  müssen.  Durch  Elimination  der  Grossen  ß,  y,  ....  aus 
den  Gleichun^eu  (4)  nach  den  bekaniilen  Metboden  kann  ich  eine 
ganxe  li'unclion  von  «',  ß' ,  /,....  und  von  o  finden,  welche  =0 
ist  Stelle  ich  in  dieser  aul'O  gebrachten  Gleichung  statt  u',  ß',  y' ,.... 
die  ihnen  gleichbedeutenden,  in  (4)  angezeigten  ganzen  Functio- 
nen von  a,  b,  c,....  wieder  her,    so  habe  ich  aus   der  Gleichung 

(1)  alle  WurzelgrSssen  mit  Ausnahme  von  o  herausgeschafft;   auch 

die  durch  a^yd  ausgedrückte  Wurzelgrosse  ist  in  dem  Fall 
herausgeschafft,  wenn  in  der  zuletzt  erhaltenen  Gleichung  a  nur 
mit  Potenz-Exponenten  vorkommt,  iielcbe  i/  als  Factor  enthal- 
ten, dessgleichen  in  dem  Fall,  wenn  d  eine  vultstSndige  t^te  Po- 
tenz ist,  oder,  nas  dasselbe  sagt,  wenn  in  der  Gleichung  (1)  nicht 
e  Wurzelsriiasen ,  sondern  deren  nur  e — 1  vorkommen,  das  ete 
Glied  der  Gleichung  (I)  aber  ein  Glied  ohne  Wurzelzeichen  ist. 
Ist  B  rieht  herausgeschafft,  so  fange  man  die  Rechnung  von 
vorne  an,  denke  sich  aber  zur  linken  Seite  der  Gleichung  (I)  noch 
ein  Glied  hinzugefügt,  welches  =0  ist,  wodurch  die  Gleichungen 

(2)  und  (3)  in 


x^  +  i> 


«  +  ,-j:'-3+....=0. 


-  Va  —  Vfi  —  Vc  —  .. 


übergehen,    und 
a==0   ist. 

Mehr  Seh«  re 
selbst   wieder  Si 


zuletzt    docfa    herausgeschafft   ist. 


gkeiten  ergeben  sich  ,  wenn  die  Grössen. a,  b,  c, 
imcn    von  Wurzelgrüssen  sind.     Lägst  sich  c 


solcher  Ausdruck,  z.  B.  y  n' +  Va",  in  die  Form  o"  +  Va"" 
bringen,  so  ist  diese  Reduction  zoerst  auszuführen;  andernfalls 
betrachtet  man  zunächst  nur  die  äusseren  Wurzeln  (in  obigem 
Beispiel  die  nte  Wurzel)  als  diejenigen ,  welche  fortzuschaffen  sind ; 
die  sich  als  Resultat  ergebende  Schlussgleichung  enthält  dann 
Glieder  mit  den  inneren  Wurzeln  (in  obigem  Beispiele  die  fünfte 
Tlieil  XXXV.  15 
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I  alt)  Anadnick  (Or 
EU  behandeln. 


Wurzel)  oder  Potenzen   derselben,  und   ist  nui 
Mch  abermals  nach  der  angegebenen  Methode 

Freilich  werden  sich  solchem  Verfuhren  in  den  meisten  Fäl- 
len Rechnnngs- Schwierigkeiten  entgegenstellen,  welche  wegen 
der  Weitläurtigkeit  der  Fornjeln   unQherHiii(ilich  sind, 

Herr  v.  d.  S.  macht  in 


folgende  Schlussbenierkung:  Ich  vermulhe.  dass  uiU  die 
tileicbung,  welche  ich  in  §.4.  gegeben  habe,  nicht  bäuRg  nach' 
gerechnet  wird,  und  wejide  daher  zu  ihrer  Prüfutig  die  Zableii- 
Controlle  an,  indem  ich  statt  der  Elemente  der  Aufgabe,  bis  ui[ 
Eines,  Zahlen  willkürlich  (aber  möglichst  leicht  zu  behandeln) 
nable.  So  nehme  ich  an,  statt  des  Ausdrucks  St^  —  u  sollt 
der  Zahlenausdruck  V"!  +  Vi  +  ^1+ i^l  +  Vi  =S  zur  Controlle 
dienen.  Die  tileichnng  des  §.  4.  ist  nach  a  eine  solche  des  33steB 
Grades;  a  muss  also  32  Werthe  haben.  Wirklich  finde  ich.  daM 
dies  .liejenigenWerthe  sind,  in  welche  sich  VH  Vl  + Vl  + Vl+Vl 
^  erwandelt,  wenn  ich  jedes  der  fünf  Glieder  Vi  unabhängig  Mn 
den  vier  übrigen  Gliedern  in  seiner  doppelten  Bedeutung  (-fl 
und  — 1)  nehme,  wodurch  32  Comhinatioiien  entstehen.  Für  alle 
diese  32  Werthe  würde  man  nach  der  Fort«chaffung  der  Wnrzelo 
zu  demselhen  Resultate  gelangen. 

Wenn  man  diese  32  Werthe  quadrirt,  so  geben  je  zwei  und 
zwei  dasselbe  Resultat  (nämlich  diejenigen,  von  denen  der  eine 
aus  dem  andern  dadurch  entsteht,  dass  man  alle  rütif  Zeichen  zu- 
gleich in  die  entgegengesetzten  verwandelt).  Uies  stimmt  mit  der 
Bemerkung,  dass  die  Gleichung  des  §,  4.  nach  rfl-  nur  rtne  Glei- 
chung des  Ißten  Grades  Ist. 

Bei  der  Zahlen-Controlle  ergeben  sich  tjun  zwar  im  streng- 
sten Sinne  nur  sechs  Werthe  für  a,  nümlich  +5,  —5,  -|^3,  —3, 
+  1,  — I:  aber  es  liegt  dies  in  den  gewählten  Zahlen ;  die  Glei- 
chung hat  Einen  Werth  «=5,  Einen  Werth  a=  — 5,  fönf  Werthe 
o=  +  3.  fünf  Werthe  d=-3,  zehn  Werthe  a=  +  1  und  Eehn 
Werthe  «  =  —1.  Eben  so  hat  die  Gleichung  des  I6ten  Grades 
Einen  Werth  b»  =  25.   lunfWerthe  e'^-Ö  und  zehn  Werthe  o»=I. 

Für  o«  können  also  In  die  Gleichung  des  %.  4.  die  Werthe  SB,  J 
9  und   1   eingeführt  werden:    A,  B,  C,  D,  E   haben  immer  t 
Einen  bestimmten  Werth : 


Wurteifträsi,  aus  aiff.Ausdr,,  in  welch, solche  alsSumm,Porkomm.219 

Die  Substitution  dieser  Werthe  Ür  A,  B,  C,  D,  E  in  die 
Gleichung  des  §.  4.»  ohne  Vollziehung  der  angedeuteten  Multipli- 
cationen  und  Potenz -Erhebungen,  nimmt  wieder  sechs  Folioseiten 
ein;  die  Vollziehung  der  genannten  Operationen  aber  fuhrt  auf 
die  Gleichung: 

a«  —  16.5a«>  +  8.335a«»  - 16.3135«««  +  4. 146535««* 
— 16.282261«««  +  8.^959305a«>—  16.5401095«i« 
+  2.112223715«"— 16. 263741 35«"  +  8.72514153«!« 
~  l6.36481285«io  +  4.106365735««-  16. 13680495«« 

+  8.9429615«*— 16.977589««  + 1476225  =  0, 

■ 

und  es  wird  schliesslich  noch   auf  zwei  ganzen   Folioseiten   con- 
troilirt^  dass  dieser  Gleichung  die  VTerthe 

««=25,    ««  =  9,    ««=1 

Genüge  thun,  indem  die  Summe  der  positiveii  Glieder^  je  nach- 
dem mau  ««=5  25  oder  =9  oder  =1  setzt  > 

=  160349671146492389785600,    321226560000000000.    1331200000, 

die  Summe  der  negativen  abec 

=-.160349671146492389785600,    -321226560000000000, 

-13311 
wird. 
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Summirang  der  unendlichen 


Von 
Herrn  Doctor  am  Ende 

zu   Langensalza. 


Der  GegenstaDd  des  folgenden  Aufsatzes  ist  die  Summirang 
der  vorstehenden  anendlichen  Reihe  sowohl  fö'r  den  Fall,  dass 
die  Glieder  derselben  mit  einerlei  Vorzeichen  behaftet  sind«  als 
auch  für  den  Fall,  dass  die  Vorzeichien  derselben,  sei  es  glieder- 
weise, sei  es  gruppenweise»  abwechseln. 

1.    Es  sei  gegeben  die  Reihe: 

Xi'{-X^-\-X^'\- ....  in  inf., 

welches  bekanntlich  die  allgemeine  Form  jeder  regelmissigen 
Reihe  ist.  Gesetzt  nun,  es  fände  sich  ein  Integral,  dessen  Werth 
genau  Xk  ausmachte,  so  dass  man  also  hätte: 


/ 


f(x,k)dx  =  Xk, 


so  wäre  obige  Reihe  gleich  der  folgenden: 

j'  f{x,l)dx+J      fix.^dx^^j''  f{x,Z)dx^....  in  Inf. 


a 


=J   '  {fix,  1)  +  fix.  2)  +  fix.  3)  + I  dar. 


Ä,=    J 


o,^"  +  <'tP"~^+- 


.+a„ 


woraos  ereicbtiicb  ist,  dass  die  Suromimng  der  gegebenen  Reihe 
Xi-i-Xf  +  ...,  auf  die  Summirung  einer  anderen  Reihe,  iiämiicli 
die  Reihe  f(x,  l)  +  f{x,^)  +  ....  übertragen  ist.  Ist  mao  nun  im 
Stande,  die  Summe  der  letzteren  zu  finden,  und  heiast  diesell>e 
F(x),  80  hat  man  schliesslich:  ^ 


Xi+X^  +  X^  +  .... 


I  inf. 


=/' "" 


)dx 


\  durch  welches  Integral,  da  nun  die  Reihe  durch  einen  geschlos- 
senen  Ausdruck   dargestellt  nürde,    der   Forderung  der  Reiben- 

I  summirung  Genfige  geleistet  w&re.  Dieses  Verfahren  lässt  sich 
mit  Leichtigkeit  auf  die  vorstehende  Reihe  anwenden.  Bevor  wir 
jedoch  diese  Anwendung  machen,  suchen  wir  die  Grenzen  zu 
bestimmen,  innerhalb  deren  die  Reihe  Sj  convergirt. 

2.     Bezeichnet  man  kurz  mitui,  u^,....  die  Glieder  der  Reihe 
so  hat  man  hier  i 

"F+i_  flop"  +  «ly«-^  + .- +  an 

«p   -«„(p+I)"  +  ai(p+l)''-i+....  +  a.^ 


lolglich : 


«.('+^)-+^a+^»-'+....+p 

(n=  einer  beliebigen  ganzen  Zahl), 


rx    für    p  :=  ao ; 
somit  ist  die  Reihe  Sx  sicher  convergent  fiir  l>j:>— 1, 

Wir  untersnchen  weiter  den  GrenzB-erthpf—^ 1  1.    Man  hat: 


Folglich 


"(^-O- 


(1+J" 


und    für   ^=:1: 


=pi(i+-)- 


22S  A^  Eniie  ■    sumnUrung  der  unendlichen  Hethe  I 

Da  dieser  Grenztierth  liekannllich  >  I  ist  liir  jeiles  r>  1.  u 
ist  demnach  die  Reihe  Sx  convergent  fOr  jedes  heliebrge  »,  >T«tiD 
l>a:> — 1,  und  in  dem  Falle,  das«  n>  1  ist,  cnnvergirt  sie  füli 

3,  Wir  schreitet)  nnn  zur  Sitmmirung  der  Reihe  nnd  drOciteo 
obiger  Methode  gemäss  das  allgemeiue  Glied  derselben  darch  ein  Inte- 
gral aus.    Der  Nenner  des  allgemeinen  Gliedes  aoP"+''ii'"~*+ +"1 

bezeichnen  wir  kurz  mit  q)(p)   uittt  setzen  dann: 


Differentiirt  man  di« 
X,  so  ergiebt  sieb; 


;  Funktion  nach  x  und  raultiplicirt  dann  r 


Eine  abermalige  Differentiation  nach  ^  und  Multiplikation  mit  ergiebt: 


dy p'j-P 

d^  ~~  Vip) ' 


Es  ist  ersichtlich,   dass  man    bei  Fortsetzung  dieser  Behandlung  \ 
der  Funktion  y  erhält:  I 


^S+»^ 


dx^'^     da:~  <p(py 


-S+A.-£3 +....+». 


dy       p^xV 
'^dx~  tfip)' 


Bezeichnet  man  die  nach  k  Diffeientiationen  und  Multiplikationen 
entstandene  Funktion  nach  Schert  *)  kurz  mit  — 1_^-,  so  hat  man : 


dx 


f  (p(p) 


{.xd)^y  XP 

dx*    -P  <p{p)  ' 


jxdYy  _ 


d.yB....yBx 


r 


Man  multiplicire  nun  die  erste  dieser  GleiLhungen  mit  «n.  die 
siveite  mit  dn-i,  die  dritle  mit  On-a  und  so  fort,  also  die  letzte 
mit  an,  addir«  dann  die  resultirenden  GleicbuDgen,  und  man  hat 
dann: 


1^ 


(xd)y 


'^  dx'»  ^ 


■■+"0 


in  +  CTH-ip  +  nii-g;j''+  ■■■■  +''op° 


.,(^^44^=,^. 


■  vir) 

Das  GesetE,  nacli  weichem  die  Coefficienten  der  Differential- 
quottenten  des  Ausdrucks  —j^^,  welcher  offenbar  folgende  Ge- 
stalt hat: 


<p(p)  ' 


i;ebildet  sind,  ist  gegeben  durch  die  Relation  *) : 
Bk  —  '^C, 

Rl-fc 

WO  das  Zeichen    'C  die  Summe  der  Corabinationen  der  (m— Ä)len 

k 

Klasse  mit  Wiederholungen  aus  allen  Elementen  1,  2,  3....Ä  be- 
deutet, nobei  aber  die  einzelnen  Conibinationen  als  Produkte  der 
Zahlen  anzusehen  sind,  aus  denen  sie  bestehen.  Man  bat  dem- 
gemSss : 


(xd)'y  /"-J     du      »-}    „d^u  °      (%\ 


9(.p) 


—  ^  Oll— 2 1    C-J;  ,     +   t,  3;"-;— i  I  :=  fln— sB      ;    r  > 


■*    da^    ~ 


•)  Snherk  eliendu^elli^il   giH);!.  ' 


Summifung  der  unendlicheu  Reihe 


Wir  nehmen    aus   diese»  Gleichungen   die  Coeflidenten    von 
heraus  und  setzen  ihre  Summe  ^At,   also: 


«,^i'C+ff„- 


di« 


i'C+o 


i'6'+..,.  +  o„'C=  Ja. 


nrher 


;ebeiiden    Glei 
folgt: 


und    benut 


Addirt   i 

dabei  diese  Bezeichnung, 

Es  ist  somit  durch  o)>i^e  Rech nungs Operationen  das  allgemeii 
Glied   der    Reihe   ;jj-j^^  auf  die  einfache  Furm  xt  gebracht 


Reihe  —r\  auf  die  einfache  F 
man  sieht  nunmehr,  dass  der  ersten  Forderung  i 
des  Aufsatzes  für  die  Summirung  der  Reibe  Sx 
Methode,  n&mlicb,  das  allgemeine  Glied  dieser  Reihe  in  der  Foi 
eines  Integrales  darzustellen,  dadurch  Genüge  geschieht,  dai 
man  die  Uiffereutialgleichung  (I)  Tollsländig  integrJrt,  eine  Fi 
derung,  der  man  bekanntlich  leicht  genügen  kann. 

4.     Um  die  geforderte  Integration  auszuführen,  suchen 
parlibulären  Integrale,    irelche   der  Differentialgleichung  (1)   olii 
zweiten  Theil  genügen,  d.  b.  der  Differentialgleichung 

dx" 


A»+'i,^j|+^,«^g+-.+'<.:. 


Nennen   wir   Hi,  y^,  yz,----  y»    die  partikulSren   Integrale   dieser 
Differentialgleichung,    so  wird   das  allgemeine   Integral   dersi 
dargestellt  durch  die  Gleicbung: 

y=  Ciyi  +  Cisa  +  C'sffs+--+Cny«. 
wo  Ci,  Ca,   Cg,....  Cn  iTÜlltürliche  Constanten  bezeichnen. 
Nimmt  man  nun  y  =  x^,  so  folgt: 


r(r-l):z 


J?=r(r- 


-l)....(r- 


y  und  seinen   Differentialqui 
iltirendeGleichuug  duit 


Wir  setzen    diese  Werthe  i 
tienten  in  (2)  ein  und  erhalten,  dadi< 
3i'  theilbar  ist : 

Aa-\-Atr-\-A^T{r-\)^....\A^T{T-\)....(T-n^\)=fi.     (3) 
Man  sieht,  dass  wenn  rt  irgend  eine  der  Wurzeln  dieser  Gl« 
chung  ist,  der  Gleichung  (2)  durch  y^=a^ii  genügt 


Eingang 
:hlagena 


S*=  ^     — =-; rV-; : — 

ba  die  Gleicliung  (3)  in  Beziehung  auf  r  vom  nten  Grade  ist, 
so  gtebt  sie  im  Atlgemeinen  n  rerschiedene  Wurzeln.  Wir  be- 
zeichnen diese  Uleichun^r  j^r  Kürze  wegen  mit  fXr)  und  ihre 
Warzeln  mit  r^ ,  r^,  r^,....r„,  und  erhallen,  indem  »ir  nun  n  par- 
tihulSre  Integrale  obiger  Differentialgleichung  kennen,  als  allge- 
meines  Integral : 


ji=CiX^'  +  C^x'^  +  C^a:'-  +  ...  +  CnX  ". 


(4) 


Damit  wir  nun  von  diesem  Integrale,  ivelches  der  obigen  Dif- 
fereotialgleicbung  ohne  zweiten  Theil  genügt,  zu  dem  Integrale 
gelangen,  welches   derselben   mit  dem  zweiten  Tbeile  xp  genügt, 

betrachten    wir    die    willkürlichen    Constagten    Ci,  C^ C„  als 

Punktionen  von  a:  und    bestimmen  dieselben  so,   dass  in  den  für 

dx'  dx*'  ""dx^-^  ^"^^  ergebenden  Ausdrücken  die  Summen  der 
mit  ~j^'  —f^'  ■■■■  —j—  multiplicirten  Glieder  gleich  Null  werden, 
wobei  also  nur  die  Gliedersumme  nicht  verschwinden  darf,  welche 
eich  ans  der  Berechnung  des  »ten  Differentialquolienlen   ergiebt. 


Setzt  I 


dem  Gesagten  zufolge: 


r  yi  für  x^>,  ya  für  x'^  u.  s.  n.,  so   hat  man 


welche  Gleichung, 
der   folgenden: 


rfa:^»  ■  itx     (fcr"-'  '  dx  "•"■""  "^  da*-' 

iin    leicht  erkennt,    sich   vereinfacht    : 


d*~'yi   dC't      do-^yt  (/^ 


«fr- V   dCn^   , 


kDnnen  nunmehr  die  n  Differential qnotienten  'j^'    -j-^,-.-.   j-.m 

bestimmt  werden,  und  zwar  ISsst  sich  die  Bestimmung  deraelbeni 
da  die  Bestini mungsgleicfaungen  sämmtlicb  vum  ersten  Grade  sind, 
allgemein  ausführen.     Man  hat  nach  den  Lehren  der  Algebra: 

dCk_ arP-'-t-' 

dx  ~  {rk  —  T^)  (r*— i-j)....  {Tk—Tk-t)  (r*  —  rt+i) ....  {vk  — rn) ' 

um  den  Ausdruck  rechter  Hand  zu  pereinfacben,  setzen  wir: 

(r-7-,)(r-r,)....(r-r,)=0. 

iffeuhar  aus  der  unter  (3)  angegebe- 


Diese  Gleichung  erhält  mt 
nen  durch  Division  mit  A, 


An  ~ 


(p-r,)(r-rj)....(r. 


■'.). 


E«  folgt  neiter: 

fir) 


A^(r~Tk)~ 
Wird  hier  r=iTk  gesetzt , 


-  Ta) ... .  {r  -  rk-x)  (r — rt+O ■■■■  (••— !■•). 
j  nimmt  -t-^  .  die  vieldeutige  Form  j 


BD.  um  ouD  den  wahren  Werth  dieses  Ausdruckes  zu  finden, 
differenliiren  reir  eowobl  Zähler  als  Nenner  nach  r  und  erhalten 
so  nach  Einsetzang  des  Werthes  n  fflr  r: 


fiXr»— r,)....(r*-i-fr_i)(r*— ri+i)  ■■■■(»■*  — r»)- 


Folglich  bat  man  jetzt; 


n^i^) 


also  überhaupt,  wenn  man  von  dem  Paktor  An  absiebt: 


rcn) 


Um  nun  die  Werthe  vor  Cj,  Ct,-- 
man  mit  dx;  man  erhält  dann: 


d  zu  erhalten,  niDltipUcire 


/XV-r„—i- 

lie  hei  den  Integrationen  sich  ergebenden  Con- 


Setzt  man  jetzt  diese  Werthe  von  Ci ,  C^ Cn  in  Gleichung 

(4)  ein,    so  erhält  man: 

'=^='"(/7'ij-'''"+'")+^'(/Tsf'^+'")+- 

....^x'Al  -jTTpr-dx+cA. 

Somit  haben  wir  der  ersten  Forderung  unserer  Aufgabe,  das 
allgemeine  Glied  der  Reihe  Si  durch  ein  Integral  darzustellen, 
genügt. 

Wir  haben  hier  noch  das  Weglassen  des  Coelificieiiten  A„  in 
d(\      dCt         dCn  _ 


den  Ausdrücken  für  -^  •    ~^  > 


■  dx 


1  rechtfertigen. 


i  die  Gleichungen  unter   (5),    welche  zur  Bestimmung  i 
'  U.S.W,  dienten,  aus  Gleichung  (3)  nur  die  Wurzeln  r, ,  r^, ... 
entlehnen,  so  ist  ersichtlich,  das»  das  Integral 


dC, 


^m 


*  Am  Ende:    Summiruttff  der  unendlichen  Reihe 

'^■•2^"(/w'"+") 

)  vollstEindige  Integral  der  Uifferentialgleichuag 


I 


d^j.6: 


Ist.     Wir  hatten  aber  das  Integral  der  Differentialgleicbung 


oder,   was  dasselbe  ist,   der  Gleichung 

rf"«   .  Ah-i        ,  rf"-'v   ■        .4)         ^^ 

2U  suchen.  Es  ist  leicht  zu  sefaen,  dass  das  Integral  dieser  let 
teren  Gleichung  A«ma\  kleiner  als  das  Integral  jener  ist,  folglli 
war  oben  das  Weglassen  des  Coel'ticienten  A«  gerechtfertigt. 

5.     a)  Es  seien  nun  die  ans  den  Integrationen  von  -g^  u.  s.  t 

sich    ergehenden  n  Constaaten  C|,  c^, Cn   za   bestimmen.    Zl 

diesem  Zwecke  tühten  wir  die  oben  nur  angedeuteten  IntegratiiH, 
neu  aus,    und  erhalten: 

xT 
y-<p{p) 

(arP-r.  \  /         arP-'-'  N 


"■((, 


^{p-^'^r'ri 


{p-',)r('''i 


^(p-'.JA'")'' 


■.-:>  + r 


T+-+.-; 


Durch  Division  mit  xr  folgt  hieraus: 


1 


q,^p)  -  l(;>-r,)r(i-,)T(p_,,)/»(r,)T--  T,y_, 


.)r(i-.)l 


folglicb : 


Lehren  der  Algebra  ist  aber: 


(.p-r^nr±)^ 


1 l_ 

-rn)  f(r„)-np)' 


°*   """    9(p)    '"'*''''^"g'S 
mit  Poteuie» 
folglicb  ist: 


1  a:  sein  muss. 


Diultiplicirtea  Glieder  verschi 
;,  =0,     Ca  =  0,....CH  =  Ü 


folgt,   dass  ilie 
den   müssen. 


und 


'P{p)~np) 


oder  g>(p)  =  A7»)- 


Man  siebt  demnach  zugit 
'ollkoiDinen  identisch  sin 


ch,   dass  die  Funktionen  rp(p)  und  fip) 


b)  Ein  zweiter  Beweis   für  die  Identität   von  <p(p)   und  f(p), 

aus  welchem  dann  ebenfalb  folgen  würde,  dass  Ci^^Ü,   Cj^^O 

....Cn  =  0  sind,   ergiebl  sich  auf  folgendem  Wege: 

Man  erkennt  leicht,  dass  man  für  x=  1  fiit  das  Integral 


'(/7W--') 


immer  denselben 
X  man  auch  immer  die^^ee  Integral  multipltciren  mag.  Dessbalb 
darf  die  Wurzel  ri  in  der  Potene  x''t  ausserhalb  des  Integrations- 
zeichens, so  lange  es  sich  um  den  Werth  des  Integrales  für 
x=.l    handelt,   als  ein  positiver  Zablenwerth  angesehen  werden, 

J=n 

und  die  Summe     ^    Cka:''k    wird    dann    für    a::=0    verschwinden 
mfieeen.     Da  ferner,  weil  p  stets  eine  positive  ganze  Zahl  bedeu- 


tet,  auch 


f 


fiTk) 


vip) 

-dx  für  x= 


=  0  verschwinden  muss  und    ebenso  auch 


0  verschwindet,  vorausgesetzt,  dass  p — n 

nicht  negativ  und  nicht  =0  wird  (welcher  Voraussetzung  in  allen 
Fällen  dadurch  entsprochen  werden  kann,  dass  man  die  Reihe 
Si  von  einem  in  genügend  weiter  Ferne  liegenden  Gliede  an  sum- 
mirt),  so  hat  mau  jetzt: 


Am  Ende:    Summirung  der  HneudUclie.n  Reihe 


und 


1=1  (p  -tu)  f'irk)       An{p~ri){p-r^   ...  (p— r„) 


1 


1 


fip)        Oftip—pOip—p^  —  ip—P")' 
wo  Fl,  T^,.,..rn  die  bekanute  Bedeutung  haben  und  pi,  /»2>-—j 
die  Wurzeln   der   Gleichung   tp(p)  ^  0  bezeicfanen.     Setzt  man 
rar  2vk,  so  ist: 


1 


I 


alsa   auch: 


A<i(p~rt)(p-ri)-..{p- 

+  aoAnC(p-rt).. 

Setzt  man  hier  p  = 
f(p)  =  (i  hezeichnet, 


>  rk 


(.P~-ru)(p~pi)....(p~pn). 

den  Wurzeln  der  GleichDi 


ergiebt  sich : 
ao('"t— pi)  (rk-~pi) ....  (Tk—pn)^0, 

welche  Gleichung  offenbar  aussagt,  dass  n  eine  von  den  n  Wi 
sein  der  Gleichung  (p(p)^0  ist.  Wie  man  leicht  sieht,  sinl 
ebenso  auch  die  übrigen  Wurzeln  r  der  Gleichung  /Xp)=:0 
gleich  Wurzeln  der  Gleichung  qi(p)~0.  V»  nun,  wie  ans  d« 
Aufgabe  und  aus  den  vorhergehenden  Berechnungen  Iblgt,  savrol 
die  Gleichung  ip(p),  als  auch  die  Gleichung  f{p)  vom  nten  Gra4 
ist,  so  haben  wir  hier  zwei  ganze  rationale  algebraische  Punktit 
nen  des  nten  Grades,  welche  für  n  ungleiche  Werlhe  von  p  (ir1 
setzen  voraus,  dass  beide  Gleichungen  nur  ungleiche  Wurzel 
liefern}  gleiche  Werthe  erhalten,  um  ihre  Identität  nachzuw« 
sen,  werden  wir  zu  zeigen  haben,  dass  sie  auch  noch  fiSr 
(n  +  l)ten  Werth  von  p  gleiche  Werthe  erhalten*). 
Da  Null  keine  von  den  Wurzeln  der  Gleichung 


•)Di. 
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'        p=l    Onp" +  (Iip"-'  +  ....  + (In 

Vip)  =  0op^+  n,p"->  +  ....+  «,  =  0 

Ist,  indem  wii  voraussetzen,  dass  an  nichl  =0  ist,  so  setze  man 
0  für  p  in  <p{^),  und  man  hat: 

und  ebenso  setze  man  0  Cur  p  in 

f{p)=A„-i-A^p  +  A^pip-l)+....Anp(,p~l)....ip-n-H), 
und  man  hat: 

Nun  Ist  aber  nach  Früherem : 


m= 


,'C  +  an-i'C +  ....-{■'€, 


folslich,  da'C=l  ist  und  'C  lür  alle  Werlbe  von  *=I,  2 » 

verschwindet: 

AO)  =  «- 

Demnach  erhalten  die  beiden  {ganzen  rationalen  algebraisch eii 
Fnnlttionen  <p{p)  und  flp),  die  beide  vom  wten  tirade  sind,  lu'r 
mehr  als  n  verschieHeue  Werthe  vnn  p  gleiche  Werthe  und  sind 
folglich  identiKch  gleich,  ivoraus  zugleich  folgt,  dass  C^:£cic^=0  ist. 

Sollte  der  Fall  eintreten,  dass  in  rp(p)  das  Glied  a„  =  0 
wäre,  so  vrürde  nach  dem  Vorigen  auch  vi«  =  0  sein.  Dividirt 
man  dann  beide  Funktionen  mit  p,  so  erhält  man  zwei  Punlitio- 
nen  vom  (n— l)ten  Grade,  deren  Identität  sich  durch  dieselbe  Be- 
trachtung, die  wir  im  Vorhergebenden  machten,  ergeben  würde, 
folglich  sind  dann  auch  diese  mit  p  multlpticirten  Funktionen,  d.h. 
die  Funktionen,  von  denen  «ir  ausgingen,  identisch  gleich. 

c)  Der  im  Vorif^en  gegebene  Beiveis  liir  die  identische  Gleich- 
heit der  Funktionen  ipip)  und  f(p)  wird  offenbar  dann  nicht  mehr 
ausreicben,  nenn  diese  Funktionen  gleiche  Wurzeln  darbieten. 

Da  wir  oben  die  Gleichheit  der  von  p  freien  Glieder  a„  und 
Aq  in  <p(p)  und  fXp)  leicht  nachweisen  konnten,  so  liegt  die  Frage 
nahe,  oh  sich  nicht  auch  die  Gleichheit  der  Coefficienten  der  mit 
Potenzen  von  p  mulllplicirten  Glieder  der  Funktionen  tp(p)  und 
flp)  allgemein  nachweisen  Messe. 

Wir  liefern  diesen  Nachweis  mit  Folgendem  : 
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Am  Ende:    Summirung  der  unetulllchen  Jte/Ae 


Der  CoelTicient  in  der  Funlitiun  qi(p),  welcher  mit  der  £teii  Po 
ten?.  von  p  multiplicirt  ist,  ist  On-ir.  Wir  suchen  iiuixten  CoefHcientt 
welcher  in  /(p)=^u+ ^,p  +  ....+  ^.p(p-l)(p-2)....Cp-»  + 
mit  derselben  Potenz  von  p  multiplicirt  ist. 

Man  hat  allgemein : 

p(p-})(p-2)....(p-»  +  l) 

=£^  p"  -C'^po-i+C'^p"-^- ....  +  (-1)"-*JC*  p*+....+  (- 1)—»^ 
=  J(-1)'-'[C  p*. 

k 

Hier  bedeutet  C  die  Summe  der  Comhinationen  der  Aten  Kit 

ohne  Wiederholungen  aus  allen  Zahlen  l,'i, n  — 1,  vrobei  i 

die  einzelnen  Comhinationen   als  Produkte   der  Zahlen    ansuseh 
sind,  aus  denen  sie  bestehen. 

Von  den  Gliedern  A„,  A,p,  A^pfp-l),....  A„plp~\)..,.(p-n+\ 

ist  offenbar  ^iip(p— I) (p  — A+l)  das  erste,  in  vcelcbem 

vorkommt.     Somit  ergiebt  sich,  wenn  wir  uns  jetzt  f{p)  nach  I 
tenzen  von  p  geordnet  denken,  für  p*  folgender  CoefQcient: 

AiC' -Jt^-iC'  +  At+iC' -....^(-1)7^  "C'  4....+(--lMirl,"t 

t-l  i  k+1  m-l  n- 


folglich  geht,   (venn  man  die  Glieder,    die  mit  f>[eichea  t 
plicirt  sind,  susammenfasst,  obiger  Coemdent  über  in: 


+  a,(   'C     C  ^    -C     C'+....+(-l)''-l 


.    +(-!)"- 


P^               s.= 

"^                         ^Cl- 

p^l   %p"  +  «,p"-'+-     +".. 

Nun  bat  man  aber : 

^H 

nenn  £<k;    folglich 
oo,  ",,....  bis  ffB_t- 
der  verschfrinden  bis 

C'=0*)    (für  k=n,  »- 

^ 

1 

müssen,   da  wir  für  alle   Coeflicienten  von                  M 
incl.  diesen  Fall    haben,    alle  obigen  Glie-                  H 
anf  dai$  einzige:                                                                    ^| 

"«-tl'CC^l. 

und  da  'C  €"=1  ist 

,    so   gelangt  man   schliesf^l 

ch     zu    dem    ein- 

fachen  Coeflicienten 
,      Zablenwerlhen  n,  n- 

,-i\   A.  b.  p^  hat  sowohl  in 
elGcienten.      Da  aber  k  irgp 
-1,....0  ist.  so  folgt  nun  a 

fpip),  als  auch 
d  einer  von  den 
llgeinein:  ' 

1              Denkt  man  sich  di«  Funktionen  ip{p)  und  fXp) 
L     nach  Potenuen  von  p  geordnet,  so  sind  die  bom 
Uro  einander  gleich,    woraus   folgt,    dass  ^i{p)  in 
■■Mdie  Funktionen  sind,  vi.  z.  b.  n. 

n  gleicherweise 
logen  CoeHicien- 
i\  fip)  identisch 

P          6.     Konnte  man 

ür  3:  in  «  =  — ,-T  einen  Ausil 

J      <f,(p) 

n  wäre,  dasa  seine  Differenti 
Rechnungs  -Operationen    ih 
so  «ßrde  sich  die  weitere 

uck  substituiren. 

welcher  so  beschaffe 

Gestalt  beibehielten, 
tend  vereinfachen. 

Iqnotienten  ohne 
re   «rsprilngliche 
[echnang  bedeu- 

Ein  solcher  Aus 
ist  die  Exponential^ 

Iruck,  welcher  diese  Bedingu 

ng  genau  erfüllt. 

</rPi 

M 

1      Setzt  man  daher  in  (1)  e^  für  x,   also  ef'  IJir  .r^,    so  ffbftll  man                   H 

».....-.|.» 

-S^'  +-g-' 

<'=^>'  'H 

ilereu  Integration,  n 

e  bekannt,    keine  ächwiertgkeiten  darbietet.   ^^^^| 

7.     Wir   «ende 
Aufgabe,    welcher 
Grae>fen   auf  einen 

uns    jetzt    zu    dem  zweite 
Jie   Forderung  stellt,    die   S 
geschlossenen   Ausdruck    i\ 

7. 

Theile   unserer                   1 
irnme  derjenigen                   1 
bringen,    deren                   ■ 

•)  Schetk  i.ag. 
«^  TUell  XXXV. 
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I  Ende:    Siimmiriing  t!tr  unevdlttktn  Reihe 

!  der  gegeben 


Integrale,  wie  im  Vorigen  gezeigt  worden  ist 
Reibe  gleiche  Reihe  bilden. 

Mau  hat  den  vorhergehenden  Rechnungen  gemäss  hei  einerU 
und  mar  positiven  Vorzeichen  der  Reihenglieder 


S,  « 


"(TldJ 


Hier  läasl  sich  die  eiagelclamnierte  Reihe 
ist.     Man  hat: 


in  inf.  =3;-'^*(]+j:  +  3:«  +  .„ 
wenn  ;i;<l   ist, 


t=i    t'(rk)J       1— a?  ^   ' 

8.    Sind   die  Vorzeichen   der   Glieder  der  Reibe  einfach  ab- 
wechselnd, so  hat  man,  wenn  das  erste  Glied  posttir  ist: 

l-x  +  x^—....  statt    l+x+x*-^.... 


Wechseln  die  Vorzeichen  ao  ab,    dass  die  eraten  beiden  Glie 
positiv,  die  nächsten  beiden  negativ  sind  u.  s.  w.,   so  hat  man 


l  +  x      x^  +  x'       1  +  a 
l—x*       l-^-|+Ä 


1  +.T— a;«— x»  + 
Wechseln  die  Vorzeichen  drei  glie  der  weise  ab,  so  ist: 

l~x'  1  — a:*  l+x' 

Man  sieht,    dass,    wenn  die   Glieder  vg  Med  erweise  abwechseln^ 
man  haben  wird : 

*=r-l  1=011-1  fc=».-l 

3     I*—       S       3;*+....=       S 


r 


^^ 


I   ao/»°  +  ''iP''~'  +  — ■ +0" 


Demnach  ist   das  äuminirenile   Integral   für  die  Reibe    Sj,    nenn 
Ale  Vorzeichen  der  Glieder  vgliederweiae  abwechseln : 


/x       Jfec-l 


9.     Wir  haben  am  Eingang  gesehen,   dass  die  Reihe  'S!  im 
Allgemeineti    auch    für    x^l    noch   convergirt.     Dagegen    ist  die 

Anneoduog  des  geschlossenen  Ausdrucb»    |_^-    (Ür    die    unend- 

licbe    Reihe    l  -yx  +  x'+  ■■■■    und    ebenso   die    Anirendung    von 

für  die  Kugehiirige  unendliche  Reihe,  für  den  Werth  .i-=  1 


nicht   mehr  slatthart. 


# 


Hat  man  aber  ein  bestimmtes  Integral  von  der  Form 

[x)  ^(x)  dx  1 


/'"-' 


iu  tvelcbem  f{x)  s«  lange  den  Summeniverth  einer  unendlicbfln 
Reihe  ausdrucken  niüge,  als  x<.b  ist,  so  ist  bekanntlich  die  Ao' 
Wendung  von  f{x)  auch  für  die  obere  Integralionsgrenze  b  nicht 
in  allen  Fallen  ausgescblusseu. 

Um  in  unserem  Falle  alle  Zweifel  zu  heben,  unlernerfen  wir 
die  die  Reihe  Si  summirende  Integral  summe  einer  genaueren  Be- 
trachtung, und  zwar  beschättigen  wir  uns  zunächst  mit  dem  Falle, 
in  welchem  die  Glieder  der  Reihe  einerlei  Vorzeichen  haben. 
Die  siimmirenden  Integrale  haben  dann  die  Gestalt: 


Ofcees  Integral  wird  offenbar  für  x=\   unendlich,  da  y'_— -    für 

a;  =  l  unendlich  wird,  was  zu  dem  Werthe  der  für  x  =  \  con- 
vergenten  Reihe  nicht  stimmt.  Man  erkennt  aber  leicht  bei  nShe- 
rer  Betrachtung,  dass  der  hiermit  ausgesprochene  Widerspruch 
nur   ein   scheinbarer  ist.     Denn   subtrabirt  man  unter  jedem  der 

Integrationszeichen  die  Griisse  j_  .  so  erhält  man,  wenn  man 
das  Abgezogene  wieder  ersetzt: 


I  Ende:    Snmmirung  der  unenditc/teii  Rei/ie 


.  +  s,-r-=0. 


ihre  Werthe  seU 


■'O- 


7;)^ 


folglich  i 


woraus  folgt,    Jasä   die  zh'> 
verachnindet,   und  man  hat  di 


infachere  Resultat: 


demnach  das 

Da  wir  ilen  Elx)>onenten  — rt  in  ar^v  immer  als  einen  positivei 
Zahlenwerth  ansehen  Itünnen,  weil  n  einen  endlichen  Zahlei 
werth  bezeichnet  und  die  Reihe  A'i  von  einem  beliebigen  Glied« 
an  suinmirt  werden  kann ,  so  dass ,  ivenn  auch  --  rt  negativ 
— ri  +  m,  indem  «ir  vom  ni  +  Iten  Gliede  an  summiren,  . 
einen  positiven  Werth  haben  wird,  —  so  ist  das  zuletzt  gefun- 
dene Integral  ofienbar  für  die  Integrationsgrenzeii  .tr^O  und  x=\ 

endlich,  indem  dann  die  PuDklioii  ^-j-^ während    des    InteN 

I  —X 

valles  ,r  =  0  bis  x  =  \  eine  stetige  und  endliche  Funktion  ist. 

Da  also  die  Reihe  links  im  Allgemeinen  (wenn  nämlich  k> 
für  x=.\  noch  convergirt  und  die  Funktion  rechts  für  x=.\  nedeic 
unendlich,   noch  diskontinuirlich  wird,  so  gilt  das  gefundene 
Eultat  auch  für  2=:l,    und  es  ist  folglich: 

Gans  ähnliche  Betrachtungen  führen  uns  zu  der  Ueberzeugung 
dass  die  Funktion  |-^^ — ^,  für  die  ihr  innerhalb  der  Grenzen  -f- ] 
und  — I  gleichbleibende  unendliche  Reihe  in  unserem  Falle  aucl 
noch  für  3:  =  !  gesetzt  werden  darf.    Denn  setzt  man  üQi 


I   identisclieu  Ausdruck 


, ^--    d.v  ebenfalls  für  die  Integrations- 

grenzen  x=0  und  :i:=l   endlich  und  stetig. 

Man  hat  äomit  auch  Ciir  den  Fall,  dass  die  Glieder  die  Zeichen 
wechseln,  lind  zwar  Tfir  den  Fall,  wo  der  jedesmalige  Zeichen- 
'ifrechfiel  nach  v  Gliedern  eintritt: 


1^1  r(rk)J 


-''k      - 


10.  Es  wurde  bisher  immer  vorausgesetzt,  dass  die  Wur- 
zeln, welchä  die  Gleichung  fXrj^O  darbietet,  reell  und  ungleich 
wären. 

Gesetzt,  diese  Gleichung  liefert  auch  jetzt  nur  ungleiche  Wur- 
zeln, darunter  über  eine  imaginüre  ri  =  a  +  ßi,  so  liefert  sie,  da 
die  imaginären  Wurzeln  stets  paarweise  vorhanden  sind,  auch 
noch  die  imaginäre  Wurzel  r^  ^  u  —  ßi.     Man  findet  dann  leicht: 


w 


2A_    fix-'cosißh:)- 


2g 


oder,  wenn  wir  e*  liir  x  setzen,  wodurch  die  Integcationsgrenzen 
0  und  1  übergehen  in  die  Grenze»  — ix>  und  0,  und  dann  das 
Theorem 

y  ~°  /\i)di:=J"    n~x)da, 
Blowenden : 

^  =  ähpJ i^J= * 


1—e 

Wo  die  Bedeutung  von  A  und  B  sieb  aus  den  Gleichungen 

_! 1^      .  Ji i_ 

kgiebl,  und  R  die  Summe  der  übrigen  Integrale  bezeichnet 


JjSS  Im  Eiifle:    SumaUrmtg 

Für  die  Reihe  mit  ivechselnde 
>=<-■      U        /"»»— .c...(^fa) 


'=r'    ■■ig     /"  »'-■"- 


t^-,    JM^        /■-,— e.s(Wj, 

+  .£,  SM^äJ  l+e—    *  + 

ivo  d   für  A— «f  1  geaeUt  ist. 

11.  Wir  betrachten  neiler  den  Fall,  wo  die  Gleichung  f{r)=^t' 
gleiche  und  reelle  Wurzeln  darbietet, 

Zur  Wiederherstellung  des  allgemeineu  Integrales  der  Diff^ 
rentialglelchung  dient  uns  das  hekannte  Verfahren ,  zvt  Folge  des- 
sen  man,  bei  zwei  gleichen  Wurzeln  r^^^n,  ra  =  r,+(f,  w» 
d  einen  bis  zum  Verschwinden  abnehmenden  Zablennerth  bedeu- 
tet, und 


fr-r,)(r-r^)....(r-r„) 


setzt.     Man  findet  dann,  ind 
nehmende  d  übergeht  und 


b/'t 


-1  . 


dx  =  gi,(r) 
Grenze  ttir  unendlich  ab- 


Man  hat  allgemein  bei  Anwendung  des  bekannten  TbeoreniB.' 


F(a  +  d>-F(a)  _       l 
d"  -1.2... 


-fl-lC+A-rf).    (l^i.^0). 


welches  unter  der  Voraussetzung  gilt,  dass  die  Funktionen  F{!t), 
F'(x),  F"(x),....F(''ix  innerhalb  des  Intervallesa:  +  o  bis  x^a+d 
stetig  und  endlich  sind  und  mit  Ausnahme  der  ersten  und  letzten 
für  j:  =  a  verschwinden,  in  dem  Falle,  wo  ni  gleiche  Wurzeln 
vorhaDdßD  «ind : 


St  = 


p=l    floP" +  "!?""'+ -■■■  +"" 


S,=T 


:."<'■'/' 


I-» 


<(i 


1.2....(m  — 1)'" 
(™-l),V-7;>(r,)/"^Ar+<».-lW":;V,/'^j''A 


P' 


wo  (m— l)|,  (m— 1)3....  die  bekannte  Bedeutung  der  B)nomial- 
Coefßcienteo  haben.  Kdr  Hie  Reihe  S,  liei  mich  c  Chedern  eth- 
tretendem  Zeichen» echsel  ifil ; 


+ß. 

Das«  man  oben  sowohl,  wie  auch  hier  dazu  berechtigt  war,  unter 
den  liitegrationsgrenzen  nach  r  zu  differeiitiiren,  ersieht  man  so- 
fort daraus,  diiss  die  DiffereiLtial(|uotienten  nach  t  der  unter  den 
lotegralionszeichen  stehenden  Fmitttionen  ( — rg  sehen  wir  als  po- 
sitiv an)  von   x  =  0  bis  a:=:l    stetig  und   endlich  bleiben. 

12.  Es  bleibt  nach  der  Fall  abrig,  daas  unter  den  gleichen 
Wurzeln  auch  imaginäre  auftreten.  Um  auch  für  diesen  Fall  die 
Gestalt  der  die  Reihe  sümmirenden  Integrale  kennen  2U  lernen, 
nehme  man  an,  die  Gleichung  f{r)^^0  lieferte  drei  gleiche  imS' 
ginSre  Wurzeln,    nämlich: 

also  aueh : 

Man  wird  ferner  haben: 


I 


«CCi-i)  =■ 


A  +  Bi' 


I 


Bei  Benutzung  dieser  Abkürzungen  ist: 


lU  i  s  c  e  I  I  e  n. 


Von    de 


He 


Ich  bin  oft  tregen  der  Etymologie  des  Worts  „Theodolll'^l 
oder  „Tbeodolith"  befragt  worden,   und  ijestehe  gern,   wefew" 
einer  genügenden  Antwort  zuweilen  in  Verlegenheit  gewesen  zu  sein.  * 
Vielleicht  ist  mancher  Leser  dieser  Zeitschrift  in   gleichem  Falle 
gewesen,  und  wird  mir  es  danken,   wenn  ich  die  folgende  Notiz 
aas    dem    „Lehrbuche    der   praktischen    lieometrie  : 
Gebrauche     an     hiihercn     techniHchen     Lehranstal 
Vou  G.  Chr.  C.  Hunaus.     Hannover.  1848.    S.  138.",     eineni'^ 
fiberhaupt  recht  sehr  zu  empfehlenden  Buche,  hier  mittbelle: 

„Hinsichtlich  der  Unterlage  endlich,  die  man  dem  Theodo- 
litheii  giebt,  ist  zu  bemerken,  daas  man  dazu  früher  au.sscbliesg- j 
lieh  pyramidali^ch  geformte  Postamente  aus  Stein  anwandle,  wasJ 
auch  jetzt  noch  bei  Vermessungen,  bei  welchen  nur  grösser«  1 
Theodolithen  angewandt  werden,  geschieht,  und  wonach  auch  ohn»! 
Zweifel  der  Name  Tbeodolith  (vaa&ia,  das  Anschauen;  öSöo,  der^ 
Weg:    und  li&oa.  der  Stein)  gebildet  sein  möchte."  G. 


Herrn  C.  W^.  Plath, 

II<'zTrk»-ln|i;<nieiir  in   llniiil>ii 


UatersuchungeD    über    die    P  o  th en  o t 'srhe    Aufgabe, 

tolche  aaf  den  Raam  ausgedehnt  wird. 

DiePotbenot'.xche  Aul'galie  bezieht  sieb  l>el.atiiitliL'h  auf  den 
■  Fall,  wenn  in  der  Ebene  drei  fest©  Punkte  A.  B  nnd  C  (Taf.  VII. 
Fig.].)  gegeben  f>ind  und  die  Bestimmung  eines  vierten  Pnokteg 
O  gefordert  wird  in  der  Art,  daRi  der  Beobachter  diesen  Punkt 
D  nicht  rerlasseo  darf,  in  »elcheni  Falle  also  nur  die  Winkel  a 
und  ß  lur  Lösung  der  Aufgabe  ger 

Es    liegt   non   die  Fräse  nahe,  wie  sich  die  Lösung  gestalten 
wird,  wenn  diese  Aufgabe  auf  den  Raum  ausgedehnt  wird,  wenn™ 
also  drei  Punkte  im  Räume  mittelst  ihrer  Coordinalen  ge[;cbeD  i 
und  die  Bestimmung  eines  vierten  Punktes  durch  hl o 

IWinkelmesBung  von  demselben  nach  den  drei  gegebenen  Pi 
ten  verlangt  wird. 

Diese  Aufgabe  lüsst  sich,  unter  den  spKter  folgenden  Vor 
Setzungen,  sowohl  graphisch  mittelst  der  darstellenden  Geometrie 
behandeln,  als  auch  ^if  iiualytischem   Wege. 

Was  die  Auflösung  durch  Zeichnung  anbelangt,  so  findet  sich 
eine  solche  in  dem  Werke  von  G.  Sehreibe  r,  (Lehrbuch  der 
dBTstettenden  Geometrie,  Carlsruhe  IS38),  noselbst  die 
Aufgabe  in  folgender  Fassung  vorkommt,  aus  welcher  zugleich 
ibrs  Bedeutung  für  die  Praxis  sich  erkennen  IHsst. 
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Ein  Ingenieur  ilurclivT ändert  eine  Gebirgsgegend  und' 
ist  mit  einer  Charte  versehen,  auf  ivelcher  die  hesoD- 
ders  merkwürdigen  Punkte  der  Gegend  genau  verzeich« 
ret  sind,  und  zugleich  deren  Huhe  über  der  Meeresfläch« 
darch  beigeschriebene  Zahlen  (Coten)  angegeben  'n 

Er  kommt  auf  einen  merkwürdigen  Punkt,  der  in  der 
Charte  nicht  verzeichnet  ist,  und  man  verlangt,  dass  < 
ohne  die  Stelle  zu  verlassen,   durch  blosse   Winkelmes- 
sung nach  drei,   der   Lage  nach  genau  bekannten  Punlt 
ten  den  vierten  Putilct  in  der  Charte  beeeichne,  und  2 
gleich  seine  Höhe  über  der  IVIeeresflSche  angebe. 

Schreiber  Ifiset  die  Äulgabe  auf  ziveierlei  Art,  indem  er 
zuerst  annimmt,  dass  der  Ingenieur  mit  einem  Messinstrument 
verseben  ist,  welches  einen  Verlikalkreis  und  Loth  besitzt,  und 
dann  zweitens  annimmt,  dos«  das  Instrument  nach  Art  der  Sex- 
tanten eingerichtet  ist  und  die  schiefen  Winkel,  welche  die  Ge- 
sichtsstrahlen' aus  dem  zu  bestimmenden  Punkte  nach  den  gege- 
benen Punkton  mit  einander  einschliessen,  gemessen  werden. 

Im  ersteren  Falle  ist  der  Durchschnitt  dreier  senkrechter, 
kreisfürmiger  Kegelflächen ,  im  ziveiten  Falle  der  Durchschnitt 
dreier  Umdrehungsflächen  mit  Hülfe  der  darstellenden  Geometrie 
zu  bestimmen. 


In  Nachstehei 
lg   auszuführen 


m  will  ich  versucfaen  die  Lüsung  durch  Rech- 
md    nehme    deshalb    folgende    Voraussetzui 


I.  Der  Beobachter,  welcher  sich  auf  dem  zu  suchenden  Punkte 
befindet,  ist  mit  einem  Messinstrumente  versehen,  welches 
getheilten  Horizontal  kreis  besitzt,  und  ein  Fernrohr,  welches  sich 
in  einer  Vertikalebene  darüber  1)en'egen  lasst,  wo  also  die  Uorir 
zontalwinkel  der  Gesichtslinie  von  dem  zu  suchenden  Punkte  nacht 
den  gegebenen  Punkten  gemessen  werden. 

II.  Der  Beobachter  ist  mit  einem  einfachen  M essin struroent,' 
aus  einem  Vertikalkreise  mit  Fernrohr  bestehend,  versehen,  mit 
welchem  er  die  Winkel  messen  kann,  welche  die  einzelnen  Ge- 
eich tsetrahlen  mit  der  Vertikale  bilden. 

III.  Der  Beobachter  ist  mit  einem  Winkelinstrument,  nacii 
Art  der  Sextanten  eingerichtet,  versehen,  mit  welchem  er  zwar 
auch  mit  Hülfe  eines  künstlichen  Horizontes  Hühenwinkel 
kann,  jedoch  durch  das  Instrument  hauptsächlich  a 
der  schiefen  Winkel,  welche  die  Gesichtsstrahlen  unter  sich  bil- 
den, angeiviesen  igt. 


^^^*  Da  durch 


fall*  aotcite  auf  den  llnvm  ausgeilehni  tnrä. 


Auflösung  ad  1. 


Instrumeot  mit  Harizontatkreis. 

^  Da  durch  die  Mesaangen  mit  einem  solchen  Instrumente  sich 
nui  die  Horizontalwinket  der  drei  Gesichtslinien  ergehen,  die 
Hüben  der  Punicte  aber  gar  nicht  in  die  Messung  mit  hJnelnge- 
logen  werden  krmnen,  so  lässt  sich  die  Aufgabe  unter  dieser 
ersten  Voraussetzung  nicht  vollständig  lüsen.  Man  kann  tvohl 
swei  Coordinaten  des  zu  suchenden  Punktes  bestimmen,  nicht 
aber  die  dritte,  nemlich  die  Hübe  des  Punktes  über  der  gemein- 
samen Uorizontalfläche. 

Die  Aufgabe  reducirt  sich  in  diesem  Falle  auf  das  bekannte 
Pothenot'scbe  Puihlem  in  der  Ebene,  und  man  bat  unter  den 
in  der  Figur  (Taf.  VII.  Fig.2.)  angegebenen  Bezeichnungen: 


für  die  drei  gegebenen  Punkte 
ihre  Coordinaten 


bestimmenden  Coordinaten 


und  für  den  gesuchten  Punkt  /J  di 
X  nnd  y. 

Da  das  Dreieck  ABC  vollkommen  durch  die  Coordinaten  sei* 
ner  Eckpunkte  bestimmt  ist,  sich  also  alle  Seiten  und  Winkel 
leicht  aus  diesen  D^ten  bestimmen  lassen,  so  kann  ich  sofort 
die  Längen 


AB  = 


BC  = 


so  wie   Winkel   B  an  der  Spitze,   als   bekannt 
einführen. 


die  Rechnung 


Aus  der  Winkelmessung  ergiebt  sich  ferner  Winkel  a  und  ß 
und  demnach : 

,4  +  r  =  360»  -  i  B  +  o  +  ß  I  =  w , 

woraus  sich  mit  Hülfe  der  Gleichungen 

BD.B\aa=dBmA    und  BJ[>.8in|}  =  e8inC, 
oder 

d»mA      esinC 
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die  Gleichung: 

dein  ff ainC 

e  bId  «  *"  B?ii  A 

ableiten  lässt,  und  bierans  n-iederuni : 

cisia|S:eeina^sinC;sm<4, 


j(/siii|S+esmRi:|d8inß  — eainol  =  i8inC+siD^l:i8inC— sinvll 


1- 


,.iw^\\C\Ä\. 


Hieraus  ergiebt  sich  nun  Winkel  C—A,  nnii  da  C-^A  nach  Obi- 
gem bekannt  ist,  so  sind  also  di&  Winkei  A  aud  C  ebesfollB  be- 
kannt. 

Aus  den  nun  gefundenen  Daten  lassen  sich  die  direkten  Ent-  ■L 
Ternungen  des  gesuchten  Punkfes  von  den  gegebenen  Punkten  | 
AD,  BD  und  CD  leicht  ableiten;  es  ist  nämlich: 


AD=: 
CD= 


nU  +  «| 


sin«  sin^ 

ewa\C  +  ß\ 


Für  die  Bestimmung  der  Coordinatcn  ;r,  ^  des  Punktes />  hatnii» 
infichst:  cos]'=3.  und  biera.««:  3  — ätt*— ^4— ylj  fo|gli«bf 


=  AD.a 


md     y=a  —  AD.( 


Die  Aufgabe  ist  also,  soweit  sie  sich  überhaupt  ans  den  niil 
oben  angenommenem  Instrument  zu  m es seodeoi Winkeln  bestisHMO 
lässt,  aufgelüset;  es  sind  die  beiden  Coordinaten  x,  y  bestimmt 
worden  durch  blosse  Wiakelsiessungen  von  dem  gesaebten  Punkt 
D  BUS,  es  hat  sich  aber  nicht  die  dritte  Coordinatc  bestimmen 
lassen,  weil  die  Hüben  der  gegebenen  Punkte  nicht  bei  den  Win- 
kelmessungen  mit  hineingezogen  werdeK  konnten,  sondern  nur 
die  Horizontalivinkel  sich  direkt  ans  der  Messung  ergaben. 


faUa  solcAe  avf  den  Raum  amgeäehnl  alrä. 


Auflösung  ad  II. 

lostionient  mit  Vertikftifcreis. 

Der  Beobachter  mlsst  von  dem  zu  bestiinmenilen  Punkt  D 
(Taf.  VII.  Fig.  3.)  aus  die  Wiokel,  welche  die  Geeichtslinien  nach 
deo  drei  gegebenen  Punkten  A,  B  und  C  mit  der  Vertikalen 
einschliessen. 

Dieselben  Winkel  werden  von  den  Gesichtslinien  mit  den 
Vertikalen  gebildet  werden,  welche  man  sich  durch  die  Punkte 
A,  B  und  C  gezogen  denkt. 

Man  hat  also  drei  Paar  Linien,  von  denen  je  eine  vertikal 
ist,  und  von  der  andern  unter  einem  bestimmten  Winkel  ge- 
achnitten  wird;  und  indem  man  sich  die  schneidenrie  Linie  in 
derselben  Neigung  um  die  Vertikale  in  allen  drei  Fällen  herum- 
geliShrt  denkt,  so  entstehen  drei  senkrechte  kreisförmige  Kegel- 
flächen,  die  sich  in  mehreren  Punkten  schneiden  werden,  »eiche 
alle  der  Aufgabe  Genüge  thun,  Ton  denen  jedoch  nur  Einer  ftir 
eine  bestimmte  Aufgabe  Gültigkeit  hat. 

Cs  werden  sich  nSmlicb  die  drei  ICegelQäcben  im  AIIgemei> 
uen  in  vier  Punkten  des  Raumes  schneiden,  es  wird  jedoch  für 
den  Beobachter  leicht  sein,  aus  der  Lage  der  gegebenen  Pnnkte 
gegen  seinen  Standpunkt  zu  bestimmen,  welcher  von  den  vier 
Punkten  fiir  den  vorliegenden  Fall  gemeint  sei. 

Stellt  man  also  die  Gleichungen  der  drei  Kegelflächen  auf, 
und  verbindet  je  zwei  und  zwei  derselben,  so  wird  man  die  Glei 
chungen  ihrer  gemeinsamen  Durchschnittscurve  fmden.  —  Die 
drei  gefuadenen  Durcbscbnittsllnien  müssen  sich  in  dem  zu  b6~ 
stimmenden  Punkt  schneiden,  und  man  erhält  also  die  Cuocdtna- 
ten  dieses  Punktes,  »enn  man  die  Gleichungen  der  Durchschnitts- 
linteii    der   Kegel    wiederum     zu    zwei    und    zwei    verbindet    und 


^^dhninirL 

Pr:  „ 


Gleichun<f6n    der    drei    Kegelflächen. 
3  CeoTd'uiateB  des  Punktes  A  seien: 


80  kann  man  sich  die  Kegelfläohe  erzeugt  denken  durch  die  Be- 
wegung der  oben  angeführten  Gesichtslinie,  welche  beständig 
durch    den    Punkt   A    geht,   and    sieh    dabei   auf  die  kreisiurmige 
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rntanga  und  a  der 


r  stutzt,  wobei  r 


Leitlinie  vom   Halbmeas 
gernesseae  Winkel  ist. 

Die  Gleichungen  der  Linie,  welche  durch  den  Mittelpunkt  A   ] 
(Taf.  Vn.  Fig.  4.)  der  Kegel  fl Seh e;jg eh t,  werden  also  s  ' 

und  die  Gleicliungeo  der  kreisfurmigen  Leitlinie: 
1=0. 


Durch   Verbindung  dieser  Systeme  ^ 
Gleichung  der  ersten  Kegelltäche: 

la:*  +  j»)z'a  =  r«(r 


I  Gleichung  erhält  man  die  ' 


i'l». 


-  =p  setzt;  die  Glei- 


Da  z'  =  wi  ist,  so  erhält  mau,  wen 
chung  der  ersten  Kegelfläche; 

a;«+y»  =  p»ti-7nt". (1) 

Die  Coordinaten  des  Punktes  B  (Taf.  VIL  Fig.  S.)  seien: 

x"  =  a,    »"  =  0,    i"=n; 
so  erhält  man  durch   eine  ähnliche  Herleitung,  trenn  man  —  -^  q 
setzt,  die  Gleichung  der  zweiten  Kegelfläche: 

la:,-«|»+y,"  =  ?^|i,-nl'; (2) 

und   endlich   (Taf.  VIL  Fig.  6.)>  unter   Suhstituirung  von  j  für  ^, 
die  Gleichung  der  dritten  EegelfUcfae: 


U^-J-I'  +  Iy^-Pl'^s'l», 


Aus  der  Verbindung  der  Gleichungen  (1)  und  ('2)  erhält  man 
nach  Elimination  von  y  die  Projectionsgleichung  der  Durchschnitts- 
linie  dieser  beiden  Kegelfläcben  auf  der  Ebene  XZ,  nSrollcb: 


oder  tvenn  man  die  bestimmten   CoefQzieiiten   mit  A,  B  und  C 
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Aus  der  Verbindung  der  Gl  eich  im  gen  (1)  und  (3)  erhält  man  nach 
Elimination  von  y  die  Gleicliung  der  Projection  der  Du  rch  schnittig - 
Knie  dieser  beiden  Kegelflächen  auf  der  Ebene  der  XZ,  nämlich: 


w 


=  V^5j^ 


nxy- 


(6) 


■zip'- 


'iß 


r'^r'+ß 


='+  I 


-;)'m  + Mm;»' -«?•)/ 


-„.,.+  «%' 


V>v: 


».)•- 


Subslituirt  man   hierin    für  x   den  ohen   in  Gleichung  (4)  ge- 
^^^iidenen  Werth,  so  erhält  man,  nachdem  man  geordnet  hat: 

I 

oder,  indem  man  die  Coeflizienten  mit  Z>,  E  und  F  bezeichnet: 

(7) 

LI  Dl*  +  £r  +  F  =  yfp^^^^^m^^^. 

^^^rUm  aus   dieser   Gleichung  z  bestimmen   zu  Icünnen,  moss  x^ 
'    ^och  in  I  ausgedrückt  werden,  und  man  darf  also  nur  auf  beiden 

Seiten   quadriren    und   fär  a^  seinen  Werth   ans  Gleichung   (5) 

setzen,  so  erhält  man: 

D^i* +  £»!»+ fs+2ß£i»  +  2/>Fi»  +  2J£Fi 

Ordnet  man  nun  nach  i,  so  erhält  man  eine  Gleichung  vierten 
Grades,  aus  welcher  sich  diese  Grösse  l>estimnien  lässt,  und  es 
ist  somit  eine  der  Coordinaten  des  gesuchten  Punktes  berechnet; 
man  erhält  nämlich: 

(8) 

i  D^  +  A-'U*  +  \'iDE—'iAB]i'  +  \2DF+  B*  ~p^  +  E^  +  2ACU* 

+  |2£F+2m;j»— 2i?CU+|Fa-hC»— mV*l  =  Ü, 

in  welcher  Gleichung  die  Buchstaben  A,  B,  C,  D,  E,  F  die 
oben  berechneten  Werthe  der  Coefrizienten  viin  :'  und  i  in  den 
Gleichungen  (4)  und  (6)  haben. 
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Da  die  Gleichung  für  z  vom  vier{e(i  Grade  ist,  en  werden  der  1 
Aufgabe  also  auch  im  Atlgenieioen  vier  Punkte  Genüge  Ibua, 
wi>bei  es  aber  im  Allgemeiuen  für  den  Beobachter  leicht  seiu  nir4,  I 
aus  der  Vergleichung  seiner  Lage  gegen  die  gegebenen  Punkte  J 
zu  bestimmen,  welcher  von  den  vier  gefundenen  Punkten  für  den  I 
üpeciellen  Fall  gemeint  ist. 

Die  zweite  der  Coordinnten,  x,    ergiebt  sich  sofort  aua  Glei-  I 
chung  (5): 

eo  dass  für  jeden  der  vier  Werthe  von  :    sich   auch   ein   Wertb  ^ 
TOD  X  vorfindet. 

Die  dritte  der  Coordinaten,  y,  lässt  sich  am   besten   aus  der 
Verbindung  der   Gleichungen   (I)  und  (3)  herleiten, 
erhält: 


in  welche  Gleichuog    die  zusammengehürigeti  Werthe  von  x 
und  z  zu  snbslituiren  sind. 

Im  Vorstehenden  sind  die  Werthe  der  zu  bestimmenden  Coor- 
dinateu  des  Standpunktes  des  Beobachters  aus  der  Verbindung 
der  DurchschnittHÜnieu  der  Kregel  I.  und  11.,  und  I.  und  III.  berech> 
net,  und  es  ergeben  diese  Gleichungen  die  vollständigen  DateDj 
um  die  Coordinaten  zu  bestimmen.  Zu  dem  gleichen  Resnitftt 
würde  man  gelangt  sein,  wenn  man  die  Durchschnitte  der  Siegel 
1.  und  II.  und  II.  und  111.  oder  I.  und  III.  und  II.  und  III.  mit  ein- 
ander verbunden  hätte,  so  wie  sich  denn  auch  unter  Berücksich- 
tigung der  Durchschoitte  aller  dreier  Kegclflächen  eine  ControIIe 
für  die  Richtigkeit  der  Rechnung  ergiebt. 


Die   drei   gegebenen   Punkte  seien    wiederum    bez 
A,  B  und  C. 

Dieselben  sind  gegeben  durch  ihre  Coordinaten : 

l  J.'  =  0, 

für  A      U'=0, 
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f 

x"=sn=20; 

für  C     {i^  =  ß  =  10, 

3*' =  i=:  13.103.... 

und  es  seien  ferner  ?on  dem  Standpunkte  des  Beobacihters  aus. 
die  Winkel  gemessen  worden,  welche  die  drei  Gesicbtslinien 
nach  den  Punkten  A,  B  und  C  mit  der  Vertikalen  bilden,  nämlich: 

för  Punkt  J:    a  =  260  33'54*.2. 

B:    «=  630  26'    ö^a, 

C:    ij=71»33'54''.2j 


»  99 


»9  99 


SO  ergeben   sich   daraus  zunächst    die»   für  diQ  Berechnung  d^r 
Coordinaten ,  erforderlichen  Werthe  von: 

r:^mtsija$d,    B^^ntSLngs,    ^s^tangij; 

nämlich : 

r=12,    /2  =  40,    e  =  39.309.... 

und  hierauJ9« 


p=^=o.5.  9=#=:2,   .«£=a. 


Substituirt  man  nun»  nachdem  man  diei  CoefBzSenten  in  den  Glei- 
chungen (5)  und  (!)  bereehne^  hat»  di«»e  Werthe  in  die  Glei- 
chung (8)»  so  erhält  man  diejenige  Zahlengleichung»  aus  welcher 
sich  z  berechnen  lässl.    Es  ist  nun: 

Coeffizient  A=:^  ^J  =-0.09375, 

I 

*./  = 2^ — '— =  — «D-«» 

Z)= — 25 =-0.34375, 


99 


» 


>» 
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Cuedizieot   E  =  - 


)'«+r«+^— e«- 1  mV''— nV  +  °^l- 


utid  die  Gleichung  (6)  venvandelt  sich  also  in  rolgende: 

0.126953l'25:*-5.8450l3OS99l75....iHy7-67282G23<JIU« 
— 687.7788628742(H6172....x  +  1685.W787343782436....  =  0; 
hieraas  ergiebt  sich: 

1«— 46.(M07183....i'  +  769.361339....2« 
—5417.S8I1968....I  + 13280.396787... 


Dien  GielBknng 
WunelD. 

hat    zwei    reelle   positive    und    zwei    imaginäre    1 

Die  beiden 

etsteren  sind: 

J 

>  =  10  .  . 

1  positive  Gli 
(negative 

der  =  100216.5307 1 

=  100216.5303 1 

iposilive  Glieder  =  37704.57fi6 '  ■ 

.  =  5.525777....    j^_^^^,,^^      ^^       ^   37704.5768....             ^ 

Die  beiden 

letzteren  sind: 
15.2574706.... +  \^ 

_J 

ft 

-7.544029 .il^^H 

i 

15.2574706.. ..-V: 

-7.544029....            "^^^H 

Die  Lage  der  Kegel  und  die  Beschaffenheit  derselben  bei 
gen  also  in   diesem  spcciellen  Falle  nur  znei  Durchschnittspunkte  | 
dieser  drei  krainnien  Flächen,  nie  sich  solches  auch  uub  Taf.  Vill. 
ergiebt. 


Die  Coordinaten  x  und  y  berechnen  sich  r 
Gleichungen  (5)  und  (9),  nämlich: 


i  leicht  i 


x=  At'—Bi+C, 


•0'-2yar  +  y'+|3 


falU  solche  auf  den  Baum  ausgedeint  wfrd.  '1 

fiiri=:10,  x=     1.225..... 

„   1  =  8,525777,  3:=-8,8172....; 
fQr  die  beiden  ersten  Werthe  vod  z  und  x  erhält  man: 

y  =  6.8921.... 
und  für  die  beiden  letzten  Wertbe  von  i  und  x: 

y=:;  — 2.7529.... 
Die  Coordinaten  für  beide  Punkte  sind  also: 

j;  =  +  1.225....  a:  =  — 8.8172.... 

y  =  +6.8921....     nnd     y  =  — 2.7529.... 
«=+10.0000....  1= +5.5258...., 

dnrcb  welche  Berechnung  die  Aufgabe  aufgelüset  ist. 

Uie  Untersuchung  der  Projectioiien  der  Durcbscbnittslinre» 
der  Kegelflächen  auf  den  drei  Haupt -Coordinatenebenen  gewährt 
manches  Interesse,  und  ich  will  in  Nacbstebendem  diese  Projectio- 
neo  fflr  die  Schnitte  der  Kegelilächen  I.  nnd  II,  nSber  zu  discu- 
tiren  versuchen. 


Untersuchung    der    Projectioa    des    Schnittes  der  Ke- 
geiriächen  1.  und  II.  auf  der  Ebene  XZ. 

Im  Atigemeinen  ist  zuTürderst  zu  bemerken,  dass  die  Schnitt- 
linie dieser  beiden  Kegel,  weil  solche  keine  parallelen  Kanten  ha- 
ben, eine  geschlossene  Curve  von  doppelter  Krümmung  sein 
ffird,  und  zwar  mit  Rücksicht  auf  die  beiden  Netze  einer  jeden 
dieser  Kegelflächen,  eine  aus  zwei  Zweigen  bestehende  Curve. 

Es  ist  damit  aber  nicht  gesagt,  dass  die  Projectionen  dieser 
Curve  ebenfalls  geschlossene  Linien  sein  werden,  und  es  ergiebt 
sich  auch  aus  Nachstehendem,  dass  die  Projectios  auf  XZ  kein« 
geschlossene  Curve  ist. 


Die  Gleichung  dieser  Cut 
Äz*—B 


st  nun  (s,  pag.  246,  (5)) : 

r  +  C-0 (10) 

Es  ist  dies  die  Gleichung  einer  Parabel,  und  man  bann  sie 
leicht  auf  die  übliche  Form  bringen.  Indem  man  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  unter  paralleler  Verschiebung  der  Achsen  verlegt. 

Setzt  man  nämlich: 
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ao  erhält  man; 

und  iudem  man 

'2A6t'  —  fii'  =  0 
und 

setzt,  erhält  mau  die  Abstände  der  neuen  Caoidinatenachäen 
den  alten,  nämlich: 


Die  Gleiiibutig  (11)  verwandeH  sieb  also  in: 


^i'*  — a:'  =  0,     oder 


Nach  SubtftilutruQg  der  Werthe  fät  A,  B,  C  (p.  )U9)  erhält  loaRt 
ö  =  iy.7,'{33....,    rf=10.107.... 


-10.666.. 


.  (12) 


Die  Parabel  üfTnet  sich  also  nach  der  Seite  des  negativen 
weil  iKir  liir  solche  Werthe  von  a'  dieGleicbuni;  reell  bleibt,  und 
beide  Zweige  4er  Curvenprojecliiin  Mtu)  Tbeile  dieser  Parabel;. 
wie  audi  aoa  Taf,  VII.  Sig.  7.  erdchtlicb  ist 

Untersuchung  der  Projection  des  Schnittes  der  Kegel- 

fUchen  l.  und  II.  auf  der  Ebene  XV. 
hl 

"     Aub^  den  Gleichungen   (I)  und  (2)  erhSlt  man  durch  EMminav 
tion  ton  ii 

oder  nach  Substitution  der  Werthe  von  p,  ^  a.  6.  w.^ 


^  /allt  solche  auf  den  Raum  auigftlelint  irirä. 
Nach  Wegscfaaffung  der  Wurzelgrüssen  erhält  man : 
a;*  +  .v'  +  23:V  +  5.33....a:'  +  5.33....a;i^«-53.8S 
— 62.1%''— ny.  168.... a^  + 501. 76=0; 
und  trenn  man  die  Gleichung  nach  ^  auflüset; 


Pf 


=  3 1.48-2. 663: -*«±V489.-J3— 48.3123;.  .(13) 


Der  Charakter  dieser  Curve  ist  nicht  aaf  den  ersten  Blick  aus 
der  Gleichung  zu  erkennen,  es  ISsst  sich  nur  von  vorne  herein 
das  sagen,  dass  sie  in  Be&ug  auf  die  Achse  der  x  symmetrisch  ist, 
und  dass  für  jeden  Werth  von  x  innerhalb  bestimmter  Grenzen 
vier  Werthe  für  y  vorhanden  sind,  wie  solches  auch,  mit  Rück- 
sicht auF  die  Entstehung  der  Curve,  ivegen  ihrer  beiden  Zweige 
nothwendig  sein  wird. 

Es  muss  die  Gleichung  also  näher  untersucht  »erden.  ^ 

Für  3:  =  0  ergiebt  sich  luiiJächst: 

y2  =  9.36....     und     53.60.... 

und  rolerich: 

//  =  +  3.06....     und    y-=+7.3'i.... 

Uro  die  Werthe  zu  linden,  wo  die  Cnrve  die  Abscissenachse 
acbneidet,  also  3*^=0  ist,  so  hat  man  die  Gleichung: 

jy»  +  3.33. ...^«-8S.88.... 3^-119. 168. ...af  + 501. 76 -=0 

aufzulösen;  diese  giebt  zwei  positive  und  zwei  negative  Werthe 
von  X,  nämlich: 


:e  =  3 

.598 

x  =  i 

.41ß 

sc  =  - 

-9.332 

:f=i- 

-3.9S8.... 

File  die  Grenzen  i 


ausserhalb  dieser  Punkte  bis  zu  x 
Werthe. 


3  998  '  "    ^''^'*    y    "'^^    Werthe; 
•      S.598....     .   , 

9.332,...    ''*'    y    ^"^' 


Um  die  ansgeEeichnete 
■nao  zunächst  den  ersten  Differ 


Punkte  der  Curve  zu  finden,  hat 
ntial  -  Coeflizient«!!  zu  bestimmen. 
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und  es  ergeben  «ich  sofort  ans  ^  =  0  ''■^  ausgezeichneten  Wertbi 
für  y,  wo  die  Tangente  parallel  mit  der  JT-Acbse  ist.    Es  ist  n 
48.312.... 
dg 2V^tl.23— 4».312....z_„ 


|a  +  l. 333  ....)»  = 


2V489. 23  ....—48.312.. 
12. 078  ....t« 


neu  nur   in  Betracht  gesogea 
X   beinern   Curvenpunkte  enH 


-489.23....  — 48. 3I2....a:' 

48.312»"— 360. 4302a:^—l'2l8.82&c— 719.2508  = 

;c'— 7.46a:''-25.2ar-l4.8y=  0. 

Dieser  Gleichung  entsprechen  die  Werthe: 

a:  =  -0.798,    x=  — 1.846,    a;=  +  10.104. 

Die  beiden  ersten  Werthe 
werden,  weil  der  dritte  Werth 
spricht,  indem  y  dafDr  imagioi 

Für  a;  =  — 0.798  wird  y=+7.48  und  ^  +  3.16, 

„    a;  =  -1.846      „     ff=+7.!i5     „    =±2.99. 

^  Wenn  man  den  doppelten  Werth  von  -r^  und  zugleich  die  Be- 
dingung ^  =  0  herücksichtigt,  so  ergiebt  sich,  dass  dem  einen 
Curven zweige,  dessen  Gleichung 

S  =  ±V31.48— 2.66....a:— 3:»  +  V"489:23^^48:312^ 

ist,  nur  derWerth  von  x^=  — 1.846  als  Abscisse  des  ausgezeich* 
neten  Werthes  von  y  entspricht,  während  dem  anderen  Zweige: 

y  =  ±V3|.48_2.66.....«-3:*— \^48Q.23-48.312i 
der  Werth  von  a:=— 0.798  angehört. 

Die  ausgezeichneten  Werthe  sind  also : 

liir  den  einen  Zweig:    jr=:  — 1.846,    ^=±7.55, 
„     „  anderen     „         a;  =  — 0.798,    «  =  +  3.16. 


fiills  soleke  auf  de»  Iti/nm  ttusgcitthiil  iNnl  25r) 

tveiset  der  zweite 


Dass  diese  Wcrihe  v« 
Differentialcoel'liiient  nach 


Maxima 
|[J89.Ü3  — 4S.3123r]iJ:'291.7!i6i 


(489.23— 48.3123-)J .  V  31 .  48— 2 .  66 ....  .r—a;' +  V  489 .23-48.312^ 


I  — (1. .33.  ■■.+ar)V"489- 23— 48. .^I-Jj:!:  12.0781* 
(489.23— iS. 312a:).  131 .48— 2.60... .a:—3;*±V48ä:23-^5873i2i|t'i 
Derselbe  nird  für  beide  Werlhe  von  x  negativ  und  zwar  fHr 

^  j:  =  -1.846:    4S  =  -0.I35..., 


.T=-0.7<18:    §,  =  ^0.309... 

Die  Werthe  von  j'^— <»  «enlen  die  Punkte  geben,  wo  die  Tan- 
gente parallel  mit  der  Ordiiiatenachse  i^eht.  Dämlich  an  allen  Punk- 
ten, wo  j  =  0  ist. 

Unter  Beriicksichtigung  des  Vorstehenden  bildet  also  die 
Projectifln  des  Schnittes  der  Kegel  I.  und  II.  auf  der  Ebene  XY 
eine  aus  zwei  geschtnssenen  Zweigen  bestehende  Curve,  und  es 
liegen,  wie  sich  leicht  aus  der  Vergleichuni!  ('er  gefundenen  Werthe 
ergiebt,  die  Masima  der  Ordinalen  in  der  Mitte  der  entsprechenden 
Achsen  der  Curvenzweige.  Diese  beiden  Curven  haben  ffir  den 
hier  untersuchten  Kall  wenig  Abweichung  von  der  Kreisforni,  denn 
für  die  grossere  ist  der  Halbmesser  in  der  Richtung  der  XAchse 
=  7.465,  die  in  der  Mitte  vorhandene  Masimal- Ordinate  =7.55. 

Für  die  kleioere  ist  der  Halbmesser  in  der  Richtung  der 
XAchse  =3.20,  die  in  der  Mitte  vorhandene  Maximal-Ordinate 
=3.16. 

Die  grtisaere  bildet  also  eine  etwas  aberhi)hete  kreisförmige 
Linie,  die  kleinere  dagegen  eine  etwas  gedrückte  kreislurmige 
Linie;  die  unterschiede  machen  sich  aber  erst  in  der  «weiten 
Decimalstelle  heroerklich  (Taf.  VII.  Fig.  8.). 

Auf  diese  geringe  Abweichung  der  Curven  von  derKreisform 
wurde  ich  zuerst  durch  das  Studium  der  darstellenden  Geometrie 
aufmerksam,  wo  sieb  bei  der  graphischen  Darstellung  des  Durch- 


2S6    Fialk: 


Mtr  Me  FolMenöftehe  ämfpabe. 


»cfcvHt««  t«r»l«T  Mfikrecbter  kf«iaAimie:«r  Kef«l  beruwatolKe.  «Ism. 
untcf  aichl  gar  zu  exlravaeanten  Annabm«ii  in  dMM  VcrbiltniMri 
der  K«g«l  zn  einander,  die  Linie  bei  aJler  Genauigkeit  der  Zrieb- 
nnng  mo  weoi^  von  dem  Kreise  nnlerschieden  ist,  dass  die  Du> 
■t«lliing  derodheu  mittet«t  des  Zirkels  volltoninien  genfigt,  mk 
dsM  man  eben  xgerst  nicht  treisc,  ob  die  AWeicbung  ii 
Mangelbartigkeit  der  Arbeil,  der  Inslrumente  oder  der  irirklicIieB 
Vernchiedenheil  von  der  Kreislinie  liegt. 

Mit  Helfe  Ak*  hy|ierboIi*>cben  KegeJscbDiltes  )5sst  sieb  ibO' 
bei  iiäberer  L'eberlegung  leicbt  nachweisen,  das»  im  Allgemei- 
ne» die  beiden  Zweige  der  Projection  der  Curve  auf  XV  kein^ 
Krelae  sein  werden,  und  dass  dieses  nur  in  besonderen  Fälle! 
Statt  ändet.  Je  mebr  nämlich  die  Hüben  der  Mittelpunkte  deB 
Kegel  einander  gleich  werden,  desto  ähnlicber  n  erden  beide  Zweig« 
der  Horizonlalprojection  der  Curve  einander:  der  eine  Terliert 
seine  überhiibete  Form  nach  und  nach,  der  andere  geht  aus  deni' 
flachen  Oval  nach  und  nach  in  den  Kreis  über. 


Sind  die  Hüben  der  Kegel  einander  gleich,   so  fallen 
Zweige  der  Hariiinnlalprojecfion   in  einen  zusammen  und  dlesti 
ist   dann    ein   Kreis,    während  die   Verlikalprojection    nach    ' 
vor  ein  Thcil  einer  Parabel  bleibt  (Taf.  VII.  Fig.  9). 

Alan  hat  nümllch  für  den  Fall  der  gleichen  Hüben  der  lUiHel- 


|iuiikte  der  Kegel  a 

ui  (1)  und  (2) 

»=+»•      ("t- 

P" 

und  hieraus; 

Durch  Vergletchung  mit  der  allgemeinen  Kreisgleicbung,  vreM 
die  Coordinaten  nicht  vom  Mittelpunkte  aus  gezählt  werden: 

crhSlI  man  die  Abscisso  des  Mittelpunktes: 


«'— P*' 


und  den  Halbmesser  des  Kreises: 
R 


falU  zolche  auf  den  Rauni,  aiugedekm  wird,  257 

Die  Gleichung  der  parabolischen  Vertikalprojection  auf  XZ 
findet  sich  för  diesen  Fall  aus  der  Gleichung: 

und  sie  ist: 

eine  Gleichung  von  derselben  Form  wie  (18)  pag.  251. 

Als  ganz  speciellen  Fall  will  ich  schliesslich  den  noch  anfdh- 
ren,  wenn  die  Kegel  kei;ie  gleiche  Hube  haben,  wenn  aber  ihre 
Achsen  zusammenfallen  (Taf  IX.  Fig.  lO.)-  In  diesem  Falleist 
natürlich  nicht  nur  die  Projection  der  Durchschnittscurve  auf  XY 
ein  Kreis,  sondern  die  Curve  ist  an  und  für  sich  eine  ebene  Curve, 
ein  Kreis,  wie  sich  solches  auch  durch  die  Gleichungen  darstellt. 

Man  hat  zur  Bestimmung  der  Horizontalprojection  auf  JTFdie 
Gleichung: 

und  hieraus: 

der  Halbmesser  des  Kreises  also  R  =  ^^ ^^-^  ;     und    für    die 

Projection  auf  XZ  hat  man  in  diesem  besonderen  Falle : 

/>*(z — m)*  —  a:*  =  q'^z  — n)* — a:^, 
und  hieraus: 

2  — 9 

P—9 

eine  gerade  Linie,  parallel  mit  der  Achse  der  x. 


Untersuchung   der  Projection   des    Schnittes   der  Ke- 
gelflächen  I.  und  II.  auf  der  £bene  YZ, 

Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)   erhält  man  durch  Elimina- 
tion von  as: 

Theil  XXXV.  18 
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— 2««9«(i— «)"  =  2a«{i  -  w)>*  -  4bV- 

Wenn    man  diese    Gleichung    weiter    entwickelt   und    nn< 
ordnet,  na  erhält  niani 

(14) 

I* .  (p* — 9')'  +  1*1 4/)*y'(ji  +  wi) — imp*  —  4?i5*  1     , 

f  i^-X  6m'p*  +  6n«^  -  ^p^*}\{n + m)"  +  2nni]  -  S««?«  -  2a «p' 

t :  1  Ap'^fj^n  +  Tw)«"'  — 4»i^p* — 4»t'*/'  +  iä^ght  +  ia^p'^tn  j 

+  I  mV* + «*  +  «*V* — 2n'^'p'9* — iß^qhfl  -  '_>B';)«m'  I  = 

Das  ist  eine  GIrichunt;  von  der  Form; 

(15) 

Wenn  man  die  Coeffisienten  A  bis  F  nach  den  Tri 
ten  (b.  pag/249.)  nSmlich: 


0=32,         tf=2l 


berechnet,  so  ergicbt  sich 
A  =  14:0625, 
D  = -293376, 


ß=— IIW,    C  =  29424, 
E  =  884736,    F=— 1600; 


und  die  Gleichung  (IS)  vortrandeit  sich,   wenn  man  sagleich  x* 
von  seinem  OoefBzieDten  frei  macht,  in  folgende: 


1* -78.9333. ...i»  +  2092.37B3....*"— 20862.2933. ..11  +  62914.56  4 

=—113.7777.. ..3/*. 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  zunächst,  dass  die  ihr 
flRtspretftende  Curve  in  Bezug  auf  die  Achse  der  Z  symmetrisch 
ist,  da  die  Gleichung  ßr  gleiche  positive  und  negative  y  densel- 
ben Werth  behält. 

Für  jedes  y  ivird  die  Gleichung  im  Allgemeinen  irier  Wevlhe 
von  i  geben,  die  Curve  wird,  wie  man  aus  der  Entstehung  der- 
selben schon  «ohßeesen  ^nn,  ans  zwei  geschlossenen  Zweigen 


w 


/ittlt  so/c/ie  auf  den  Rnum  au&gedehw  irird. 
Zweif«  n-erclcn  eli« 


bestehen  und   einem  jeden   dii 
Werthe  von  z  Bufallen. 


Bei   weiterer   Untersuchung  ersteht  j 
leren  zialcoefTizienten : 


dy""     4*'— a36.79Ö9....i» +4184,7466....» -20862,2933....' 

daas  derselbe  =0,  oder,  nas  dasselbe  Ist.  dass  die  Tangenten 
parallel  mit  der  f-(Ab8ci88en-)  Achse  an  allen  denjenigen  Pnnli- 
ten  sind,  ho  j  =  0  ist. 

Um  die  entsprechenden  Werthe  von  z  zn  finden,  hat  man  nur 
den  linken  Tbeil  der  Gleichung  (16)  gleich  Null  zu  setzen  und 
die  vier  Werthe  von  :  zu  berechnen. 

Es  sind  aber  die  vier  Wurzeln  dieser  Gleichung: 

»*— 78. 933-3  ....13+2092. 3733... I»— 20862. 2933. ...3 -f6-29I4.56  =  0, 

in  solchem  Falte: 

t'  =  ».3333....,    i"^12.8,    i"'  =  28.8.    i"'-32, 

n-ie  solches  auch  in  Taf.  IX.  Fig.  11.  bezeichnet  ist. 

Aus  dem  ersten  DifferentialcoefGzienten  ergiebt  sich  ferofr, 
dass  derselbe  ^  ot,  oder,  was  dasselbe,  dass  die  Tangenten  pa- 
rallel mit  der  Z-(Ordinaten-)  Achse  an  allen  denjenigen  Punkten 
sind,  welche  der  lüleichung: 

4jS  — 236.7999....  t"+4184.746ß....  2  — 20862.2933....  =  0 

entsprechen!  > 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind: 

i'  =  8.4461,    1"=  30,5224,    1™  =  20.^16. 

Die  letztere   dieser   Wurzeln  kommt  nicht   in  Betracht,   weil 
sie,  wie  aus  dem  Vorhergehenden  ersichtlich,  keinem  Curvenpnnkt  i 
mehr  entspricht. 

Für  t'  ^  8.4461    ergehen  sich  aus  Gleichung  (16)  die  daxu  ge-  1 
hnrlgen  Werthe  von  y=  +7.557. 

Für  i"=30.5224  ergehen  sich  die  Werthe  von  y=±3.I6. 

Hierdurch  sind  nun  auch  die  Grenzen  gegeben,  innerhalb 
welcher  aus    der    Grundgteichung  (16)  tKir    verschiedene   Werthe 


P 
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y  entweder  i 
r  nur  lauter  i 


r  reelle  oder  zwei  reelle  und  zwei  iiriaß;inärM 
ginSre  Werthe  von  :  entstehen. 


Es  nird  nSiuIich  diese  Gleichung  ergeben: 

für  y  zwischen  den  Grenzen  0  und  +S.]6 

vier  reelle  Werthe  Tur  :; 

rcir  y  ziviachen  den  Grenzen  J:^.16  und  J;7,[)57 


reelle  und  i 


'.  für 


vier  imaginäre  Werthe  für  z 

Wenn  man   nun   noch  die  Annahme  macht,  dass  beide  Reg^ 
gleiche   Hühe    haben,  so  wird  m  =  n  und  die  Gleichung  (14)  i 
iraridelt  sich  für  solchen  Fall  in  folgende: 

(17) 

i*(;»*-?*)-^*i4n(;'^-?T!+^'ifin'(p*- 

-lH«»(p*-7»)'-4«a>H?'')l+iN*(p^-?T- 
=  — 4ay. 

Nach  Berechnung  der  Coeffizienteii  der  \ 
zen  von  z  erhält  man: 


i«~80iH2IS8.222.., 


f....:+746fi6.666....  =  -113.777... 


Die  beiden  Z»eige  der  Curre  müssen  in  solchem  Falle  sym- 
metrische Linien  sein,  und  es  ergiebt  sich  auch  solches  aus  der 
Gleichung,  sobald  man  die  F-Acbse  bis  zum  Mittelpunkt  der  Kegel' 
flSchen  in  die  Hübe  rückt,  ako  +20  höher;  für  diesen  Fall  erhält 
man  neue  :,  und  wenn  man  setzt:  i  =  j!+20,  so  ergiebt  sich  ans 
der  letzten  Gleichung: 


»4— 241. 777. ...*»+ 11377.T77... 


-113.777....^«. 


Es  sind  nun  die  Glieder 
t  enthalten,  weggefallen,  unt 
metrie  der  Curve  in  Bezug  > 


welche  die  ungeraden  Potenzen  von 
die  letzte  Gleichung  weiset  die  Sym- 
uf  beide  Achsen  nach. 


Die  letzte  Gleichung   ist  leicht  direkt  £ 
s'*  =  v  setzt,  so  erhält  man: 

p"— 241.777. ...p  =  — 113. 777.... y*- 11377. 777.. 

woraus    sieh    die    Werthe  von   i',    und  demnach   auch    vt 
jedes  angeaummene  t/  leicht  berechaen  lassen. 


ifzuliisen;  wenn  maqi 


r 


So  lange 
chung : 


falls  soUhe  auf  den  liaiim  ausgedehnl  wird. 

der    aus   Vorstehendem    sich    ergeber 
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p=  120.8888... .+  V3236.34S365....— 113.777.. 
I  positiv   bleibt,  si 


lange  er- 


der Werth  unter  dem  Wurzelzeichei 
hält  man  Ttir  jedes  y  reelle  Werthe 

Sobald  j  =  +S -333....  wird,  so  wird  der  Ausdruck  unter  dem 
Wurzelzeichen  =0,  und  man  erhält  die  letzten  reellen  Werthe 
Jün  T  und  (,  oämltcb: 


»==120.8888.. 


und 


=  +11.44.. 


^f^  Bei  grüsseren  y  wird  c  und  s  imaginSr. 

Für  7=0  erhält  man  die  Punkte,  wo  die  Curve  die  Ordina- 
tenachsG  (schneidet,  nSmIicb  an  denjenigen  Stellen,  welche  der 
Gleichung : 

,  =  +  Vp  =  +V"l-20.88+V3236734836S::7. 


entsprechen;    dies  ist  da,   w« 
wird,  also  bei  s^  ±13.333.. 


=  +  VT77.777....  und  =±^64 

id  =  +  8  (Taf.  IX.  Flg.  12.). 

Macht  man  schliesslich   noch    die  Annahme,  dass  ausser  der  i 

Gleichheit  der  Hüben  der  beiden  Kegel  auch  noch  die  Neigungen 

der  Crzeuguugslinie  gegen  die  Achsen  gleich  sein  sollen,  für  wel' 

eben  Fall  p=:q  wird,  so  reducirt  sieb  die  Gleichung  (17)  abermals 


und  wird: 

l«(4aV)-^ 

.Sntt'q^  -^  ctHin^tf*-tfl 

)  =  4<.v; 

r""~ 

der  Coefiizienten: 
i«-40i  +  37S=^. 

Wenn    man    wiederum    die  Achse  der   I' 
der  Kegelflächen  in  die  Hube  rückt,  also 

bis  zum  Miltelp< 

■nkt 

.  =  5+20 

setzt,  so  ergiebt  sich: 

»«^25  = 

^',     oder    s  =  ±2V^. 

»-25, 

nämlich  die  Gleichung  einer  Hyperbel,  >vie  i 
Cnrve  gemäss  in  diesem  Falle  auch  sein  niu 
Für  j=r±5  wird  y^O;  für  kleinere    i 
grössere  i  wächst  y  bis  ins  Unendliche. 

!S  der  Entstehung  der 
SS  (Taf.  IX.  Fig.  iso- 
wird  1/  imaginär .  für 
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Auflösung  ad  III. 
Instrument   nach    Art  der  Sextanten. 

A.  B,  C  (Tat.  IX.  Fig.  14)   sind  die  drei  gegebenen  bekann- 
ten Punkte;    P  ist  der  zu    bestimmende  Punkt,  an   «ekbem  i 
der  Beobacbter  beilndct,  und  ivelcben  er  nicht  verlassen  darf. 


Derse 

be  ka 

n>i   al 

so   nu 

die 

Winkel  £ 

,  nnd  », 

welche  di«  J 

Uesichtsli 

lien    » 

flu    P 

nacb 

den 

Ponktcn 

A,   B  und 

C  bildeij 

Die  A 

«ff-abe 

reducirt  si 

ch  a 

.0,  nie  n, 

an  sieht,  dar 

1 

Von 

einer 

Py, 

amid 

B,    b 

ni  welch 

er   die  Cm 

ndtläcbifl 

und    die 

Wink 

el,    > 

•  Ich 

e  dl 

e  Kanle 

n  am   Sehe 

itel   einl 

scblies« 

en, 

lieka 

Ollt    s 

lud 

das  F 

-blende  z 

1  rindeBifl 

n»nientl 

ch  d 

e  Co 

ordin 

afen  des  Sc 

bcilels. 

■ 

Es  ist  in  diesem  Falle  nicbt  geralhen,  direkt  dio  CoordlDatD 
des  Scbeitels  ans  den  gegeben  Daten  eu  bestimmen,  sondern  ml 
tbut  gut,  zunächst  die  Länge  der  Kanten  a,  b,  c  zd  beBtimmi 
und  hieraus  die  Coordinaten  von  P. 

Setzt  man  '■ 


AC=T. 

ferner 

COBl=p. 

■ 

BC=S. 

costi  =  9. 

AB=Ü 

cna9=zr; 

so 

hat  man 

folgende  Grnndglelchungen : 

y-»^ 

n»  +  6»  - 

-2ab.p, 

S«=: 

A«  +  c«- 

-26c.g, 

P«= 

«»  +  *;»- 

-2itc.T ; 

in  welchen    a,  b,  c    die  d 
daraus  bestimmt  werden  k 

ei  ünbekiinnten  eind 
nnen. 

Man  wird  leicht  bemerken,  dass  die  Form  der  gegebenen  ^ 
Gleichungen  nicht  eine  solche  ist,  welche  eine  leichte  Ausschel«  ; 
düng  zweier  der  Unbekannten  milglich  macht;  die  Rechnung  fübtt  J 
auf  weitläufige  Auedrücke  und  dürfte  es  nicht  nOthig  sein,  dloj 
ganze  Entwickelung  hier  wieder  zu  geben ;  Ich  will  daß  Weseiil 
liebste  aus  dem  Ganzen  der  Entwickelung  hier  anführen,  und  bM 


r 

merhe  d 


fall»  solche  auf  den  Haum  atugedehnt  ttird. 


M.  daes  ich   davon  ausgegangen  bin,  b  und  c  zu  elimi- 
I  zuDächst  zu  beslintmen. 


iehsl   sehfi  baJd  zu 


Nach  Eliniinatiau    von  6  gelangt  i 
folgendem  Ausdruck: 

c«.14aV— 80^^9  +  47*— 4r*7»—4oH4oV  +  -*"Vl 

+  col4r»p?— 4rV— 4Ä*r  +  4SV?  +  '*tJ*»"-'l£^VVl 

=  2r»S»— 4a»Ä»  +  4S»«V-^— S'— (7«  +  27'»t7»+2S»(;« 

Bs  sind  nun  noch  c'*  und  c  uegzusch äffen.  Zunächst  kann 
man  fiir  c^  seinen  Ausdruck  ü* — n*  -f-2ac.r  in  vorstehende 
Gleichung  hineinsetzett,  darnach  gelangt  man  nach  einigen,  nicht 
Bch ni erigen ,  aher  umständlichen  Enttrickelungen  zu  folgender 
Gleichung; 

c^ar= (18) 

/  a*[-2r*  +  4;)9r»  +  r»[3-2j»-2p»]-'J;j9r-l+«*  +  |»»i  . 
1+  a«i  a^[l  -  9«-r'  +  29V-p9r]  +  Ä*[-l+p«+"^-PTr)  J 
<  +  r;»[l— 2ra-9*— p^  +  Sp^r],*  y 


1  a»  I  SS^;^4^^i*^[2-2y"— 2;j*] !  1 

Im  Zähler  nnd  Nenner  des  Brucbes  find  die  Glieder  nach  den 
Potenzen  der  unbekannten  Grösse  a  geordnet;  die  Coeffizienlen 
sind  bekannte  Grössen,  welche  der  Kürze  halber  durch  die  Buch- 
staben d,  e,  f,  g  und  A  bezeichuet  nerden  sollen,  wodurch  die 
Gleichung  eich,  wie  fulgl,  scWeilie«  lässt: 


rfn^+egg  +  Z 
5a*  +  ha 


1 


.  m 


Durch  Gleichsetzung  dieser  Ausdrücke  und  Quadiiiung,  auf  beider 
Seiten  erhält  man: 


terer    En 
folgende  Scblussgleichung: 


</«fl«  +  e»fl*  +  /^  +  'JAm*  +  gd/n*  +  atfa» 


p«a«+A>a«  +  2A5o« 
Nachi  weiterer    Entnickelnng    und   Ordnung    nach   n    erhält 


iti4    Ptath:    f'nlenuehuug''"  »Oer  d/t  Pnlhetiiifselie  hufgaöe. 
(20) 

oder,  wenn  man   «lie  bekannten   CoellGzienten  von   n^,  a^,  <i*  un« 
n'  durch  l,  m,  n  und  «o  bezeichnet,  erhält  man: 

o«;  +  a«m  +  a*n  +  a*«.-r=0 (21) 

Setzt  man  a^  ~  v,  so  erhält  man: 

a  All^eme 


i-ier  Werthe  für 
erlhe  für  a. 


acht  Punkte  der  Auf- 
aus  den  gegebenen 
zwei  und  zwei  syra- 
iedoch  nach  ent- 


Diese  Gleichung  giebt  also  ii 
und  folglich  acht,  oder  richtiger  ' 

Ex  entsprechen  nämlich  im  A 
gäbe   oder,    was    dasselbe :    es    lassen    sich 
Daten  acht  Pyramiden  bilden,  von  denen  je 
metrisch  siud  mit  gleichen  LSngen  der  Kantt 
gegengesetxten  Seiten  gerichtet. 

Der  Beobachter  ivird  sich  also  nocli  einige  Merkmale  nehmen 
mSssen  in  tiezug  auf  die  Lage  seines  Punktes  zu  den  gegebenen 
drei  Punkten,  um  danach  zu  beurtheilen,  welchen  der  acht  gefun- 
denen Punkte  er,  aU  seiner  Aufgabe  angebOrig,  zu  wählen  hat. 

Nachdem  somit  nun  a  bestimmt  ist,  d.  h.  die  Länge  Einer 
Kante,  lassen  sich  hieniit  die  beiden  andern  Kanten  &  und  c  aus 
den  Dreiecken,  welche  die  Seitenilächen  bilden,  leicht  berechnen, 
da  in  diesen  Dreiecken  in  solchem  Falle  zwei  Seiten  und  ein 
Winkel  bekannt  sind. 

Nach  Bestimmung  der  Länge  der  drei  Kanten  lässt  sich  dann 
schliesslich  die  Berechnung  der  Coordinaten  des  Scheitels,  als 
Hauptpunkt  der  Aufgabe,  vornehmen. 

Das  nachstehende  Beispiel  winl  den  Gang  der  Rechnung 
deutlich  machen. 


II 


B  t 


i  I>  I 


:  I. 


Die  drei  gegebenen  Punkte  seien  bezeichnet 'durch  A,  B  und 
C,  und  ihre  Coordinaten  seien  dieselben,  wie  im  Beispiel  ad  Auf. 
IQsnng  II.  (pag.  248.  und  249.)  angenonimen  ist,  nämlich; 

(«'=0. 


für  A 


i'=0. 


^^B                    fntts  solche  mif  iJeii  Unrim  nmgedefmt  viril 
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^^K                                         rx''  =  a=20. 

1 

^^L                   rurfi    L'  =  o, 

1 

^^^^B 

"^ 

^^^^P>< 

s 

^^^^                 für  C     !s-  =  J  =  10, 

^H 

^^p.                                        (■'  =  1  =  13.103...! 

^M 

80  folgt  hieraus  zunächst: 

V 

^C=7'=  17.853, 

^M 

^^k                                    ^e=[7  =  %.3»6. 

S 

^^V                                  SC^$=  15.731; 

jH 

^^Tie  gemessenen  Winkel  seien: 

^ 

-4/*C=  e  =  85'>47"20"                          coa  e  =p  = 

0.0734.                    1 

^K      CPB  =  >,=37«22'32"        dann  ist:     eos,  =  ,= 

=  0.7947,                   1 

^^ft    fi/>^  =  d  =  61°57'56''                           cos9  =  r  = 

=  0.47;                       1 

nud  man  kann  nun  direkt  zur  Berechnung  der  Coeriizienten  d,  e,              ^ 
/".  p,  A  in  den  Gleichungen  (18)  und  (llt)  pag.  263  iihergehen.                        | 

Es  ist: 

<i  =  -2r'+4;,^'+r"[3-2?»-2p»]-2p^-l+,>+)."= 

-01100045, 

^^e  =  !'[l-,'-r'  +  2,»r"-p,l.]  +  S=[-l  +  p"  +  r«- 
^k                           +0"[l--2r«-,«-p»  +  3p^]  =  - 

69.61271529, 

H/=  yp»,'-Q^+'^'~^j'=244llO.37(l019, 

j=2i-'-4p9r"-r[2-2,"-2p']  =-0.185272, 

, 

4  =r[r'--2T«5'-S'+t;']+p,[T>+S'-ü«]  =  48.5335095.                  ■ 

Mit  Hülfe   dieser  gefundenen  Werthe  kann  man  nun  zur  Be-                1 
rechnung  der  CoefBzienten  /,  m,  n,  w,  /'  in  den  Gleichungen  (20)                1 
und  (21)  pag.  264.,  schreiten,  und  es  ergieht  sich  daraus  Folgendes :              | 

/  =  i,tT'~g*-iP  =  —0.03884415 , 

1 

1^1               ™=(7V-2%  +  2*«i^-2<ic  =  12. 97525064 

1 

^B             «=2I7%-4>  +  4Zr«-,«_2ii/-= -8794.061477,                        ■ 

■^^^^^^1 
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w=  UM'— 2e/=4377040. 664511, 
/■=  595378057. 0641U. 
Die  Schlussgleichung  ('21)  wiril  ^ch  demnach  wie  folgt  stelle»; 
— 0.03884415q8  +  I2.97525064o«—  S791.06U77a*  +  4377040.66451 1 . 
—  593378057. Oß41I4  =0. 


Weon    man    nuu   a^   vod   seinem    CoefGzieiiten  befreiet,  und    wie 
angegeben,  r  statt  a^  setzt,  so  erhält  man: 

(22) 

*— 334. 033583950» +  226393. 45891b»  — ll26S2l06.«45o 

+  15327354493.9  =  0. 

Für  die    vier  Wurzeln    dieser  Gleichung    habe  ich    Dachstcbeade 
Näherungsiverthe  gefunden : 


v'  =  245.0B5 . . . . ,     o"  =  —82.417908025  +  V"— 239633.80139 . 
»"  =  253.8144....,  c'^  =  -8-i.4I7908025  — V^-^39633.80139. 


Nach  dem  Gesetze  der  Coenizienlen  soll  die  Summe  der  Wurzeln 
gleich  dem  Coefüzient^a  des  zweiten  Gliedes  mit  umgebebrtem 
Zeichen  sein,  demuach  iu  diesem  Falle: 

=  334.03358395 

und  man  findet  in  der  That  für; 

245.055. ... +  253.8144  — 82.417908025+ V—23%33.80U« 

— 82.417908(B5  -  V— 23963a80139 

die  obige  Summe  334.03358395. 

Die  acht  Werlhe  von  a  werden  demnach  folgende  sein; 

Erste    Dopiielpyramide. 

«'=  +  V^Ä45.(fö5....  =  15.6542...., 

rt"=:—V245. 055....  =  —15.6542..., 

Zweite  Doppelpyramide. 

«"  =  +  V  253. 8U4....  =  15.9315 

air__V"a53.8144.. ..  =  -15.9315.... 


I 
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Dritte   Doppelpyraniide  (imaginär). 
B»'  =■+  V  —82.417908025  +  \^=^39ß33.80IM, 
a  "=  —  V_82.4179(B025+  V^239633.8013y. 

Vierte   Doppejpyramide   (imaginär). 
aFU  _  ^  V— 82.41790W25—  V^^^39633J^i9, 
o  ►'^"  =  —  V^— 82.4l79080i»5  -  V^^39ß33.80139. 


In  diesem  speciellen  Falle  enUprechen  der  Aufgalie  alao 
vier  reelle  Werfhe  von  a,  von  denen  je  awei  und  zwei  Einei 
Doppelpyraniide,  bei  welcber  die  Kanten  zu  zweien  gleiche  Länge 
haben,  angehüren.  Die  beiden  Scheitel  dieser  Doppelpyraniide 
liegen  synimetrifich  zur  Grundflüche  und  die  Perpendikel  von  die- 
sen Scbeileln  aaf  die  Grundfläche  müssen  gleich  lang  werden. 

Durch  die  Bestimmung  ron  a  ist  nun  die  Länge  Einer  der 
Kantea  gegeben,  und  es  erfolgt  jetzt  die  Berechnung  der  beiden 
anderen  Kanten  b,  c  wie  pag.  264.  bereits  angedeutet  ist. 

Bei  dem  vorliegenden  Beispiel  will  ich  zunächst  für  die  erste 
Doppelpyraniide  die  fehlenden  Kanten  und  die  CoordJnaten  des 
Scbeitelo  bestimmen,  es  ergiebf  sich  alsdann  aus  der  einen  drei- 
eckigen Seitenfläche,  in  welcher  iwei  Seilen  nebst  einem  Winkel 
bekannt  sind,  auf  einfache  Weise  die  andere  Kante  (Taf.  IX. 
Fig.  15.): 

c  =22.36.... 

biä  ebenso  die  dritte  Kante  i 

6  =  9.8114.... 

Bei  der  anderen  Hälfte  dieser  ersten  Doppelpyraniide  sind  diese 
gefundenen  Kantenlän'gen  mit  negativem  Vorzeichen  zu  nehmen, 
weil  eben  diese  Kanten  nach  entgegengesetzter  Seite  gerichlel 
sind. 

Die  Berechnung  der  Coordlnaten  des  Scheitels  P  (Taf.  IX. 
Fig.  16.)  macht  nun  weiter  keine  Schwierigkeit,  und  ergiebt  sich 
aus  Nachstehendem: 
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Durch  Combiiiation  der  beiden  ersten  Gleichungen  gelangt  man  a 
dem  Ausdruck: 


Duich  Combination  der  ersten  und  dritten  Gleichung  und  mit-l 
HfilTe  des  so  eben  fifr  x  gefundenen  Werlhea  gelangt  man  ferner  fl 
zu  dem  Ausdruck: 

flfl  -  i»  _]_  jg»  +  j,*  _  „,a -1- i« -^  („a-cü  +  „s  _  mM  «») 


Wenn  man  diese  Ansdrficlie  fär  x  und  y  \a  die  erste  Gleichung 
substituirt,  so  erhält  mau  einen  Ausdruck,  in  welchem  nur  i  als 
unbekannte  Grilsiäe  vorhanden  ist,  nämlich: 


(F+Gr)*+(0  +  £i)'+(m 


und  hieraus : 


;^  +  2i. 


iFG  +  0£— ml 


l  +  £a+G«  I 

oder  Kürze  halber: 

(voraus  sich  dann  schliesslich  ergiebt:  , 

,  Es  tvird  mithin: 

ar  =  F+G|— /f+VTfjr*|     und     g  =  D+Ei  —  H+V7+W\, 

Bei    dieser    Coordinaten-  Berechnung    ist    nicht    ausser    Acht    zu 
lassen,  dass  die  Grussen  a,  b,  c,  nämlich  die  Kanten,  nur  in  den  J 
zweiten  Potenzen   vorkommen;    die  doppelten    Ausdrucke  i 
g,  t   geben   mithin   sofort  die  Coordinaten  für    beide   Scheitel   | 
der  jedesmaligen  Doppelpyramide. 

Die   numerische   Berechnung  der  Coeflizienten   F,  G,  D,  E, 
H  und  J  ergiebt: 


fälis  solche  auf  den  Raum  ausgedehnt  winf.  209 

CZa 

i 

a 

0  = — 2/ =-2.00313305, 

y 

m — ^— -Im — «I 
£= ^ =  0.8897, 

^2  =  200.533071, 

ß2 j?a /)2 Jf^2 

^  ~  — l  +  £«  +  G« —  "^ ""  183.206536. 

Es  ist  mithin: 

2=  14. 16097±17. 326535  =  9.998....  und  =18.523...., 

y  =  6.892....      „  ^14.299...., 

X  =  1.227....  „  =2.892.... 

Für  die  zweite  Doppelpyramide,  welche  neben  der  ersten  bei 
den  angenommenen  Daten  im  Räume  möglich  ist,  wurde  die  LSnge 
der  einen  Kante  a  (s.  pag. 266.)  gefunden  =dbl3*d315....  Durch 
ähniiehe  Rechnungsweise  wie  bei  der  ersten  Pyramide  erhält 
man  hier: 

6  =  +9.4714    und    c  = +22.1722 

und  wenn  man  sodann  die  Berechnung  der  Coeffizienten  F  bis  J 
ausgeführt  hat,  ergeben  sich  fär  die  zweite  Doppelpyramide  die 
Coordinaten  beider  Scheitel  wie  folgt: 

z  =  9.813....      und    18.087...., 

y  =  7.0652....      „      14.4266...., 

07  =  1 .6178....       „       3.2686.... 

Man  sieht  aus  den  Werthen  der  Coordinaten,  dass  die  gleichna- 
migen Scheitel  beider  Doppelpyramiden  sehr  nahe  im  Räume 
bei  einander  liegen;  die  direkte  Entfernung  der  gleichnamigen 
Scheitel  von  einander  beträgt: 
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r,=  V(7:i7J»  +  (ff-3ri)'+(a^-J^i)'=0.46. 

(M.  vergl.  Taf.  IX;  Fig.  17,)  Die  dritte  und  vierte  Doppeipyraraide 
(pag.  267.)  werden  iraaginär,  und  fallen  deshalb  ganz  ans  der 
Rechnung  aus. 


i 


Die  Aurgabe  ist  somit  auch  auf  diese  Weise,  dass  von  dem 
tAx  beatimmenden  Punkt  die  Wiulcel,  trelche  die  GeeichlBlinien 
nach  den  drei  gegebenen  Punkten  einschiiessen,  gemessen  'xer- 
den,  aufgeliisel.  Man  kann  schliesslich  nun  noch  folgende  kleine 
Rechnung  anstellen,  die  einigermaassen  zur  Cnntrole  der,  für  die 
Ooordinaten  der  Pyraniidenscheitel  gefundenen  Werthe  dienen  kann. 

üa  nümlich  jede  Hälfte  einer  Doppelpyramide  symmetrisch 
lur  Grundfifiche  liegt,  so  müssen  die  Perpendikel,  welche  von  den 
Scheiteln  auf  die  ürumldäche  gefallt  werden,  und  welche  eben 
die  Hüben  der  Pyramiden  darstellen,  einander  gleich  werden. 

Der  Ausdruck  für  die  L^nge  il  eines  Perpendikels  von  einem 
Pnnkt  x' ,  y,  t'  auf  eine  Ebene,  deren  allgemeine  Gleicbung 
A:c-|-By  +  Ci  +  D=0  ist,  stellt  sich  aber  bekanntlich   nie  folgt: 


+  VA»+B«  +  C» 

In  diesem  Ausdruck  müssen  noch  die  CoofÜiienten  A,  B,  C, 
und  D,  welche  von  der  Gleicbung  der  Ebene  herrühren,  bestimmt 
werden. 

Die  Ebene,  welche  hier  durch  die  Grundfläche  der  Pyramide 
dargestellt  wird,  ist  durch  die  drei  festen  Punkte,  durch  welche 
sie  geht,  gegeben.  Wenn  aber  die  Cnordinaten  dreier  Punkte, 
durch  welche  eine  Ebene  geht,  beseicbnet  werde»  mit: 

■',.  V,' '-;  ^«.  y*.  *.;  ■»'«<  Jw  '«; 

so  haben  die  CoefBzienlen  der  Ebenen^teichung  nach  den  Lehren 
der  analytischen  Geometrie  folgende  Werthe; 

A  =  SA»  ^V»^>  +  ¥"*'  — S'*"  +  V'"^»~"S»*»» 
B  ^  xß„—w„t,  +  x„%,„—x,„i„  +  x„,t,~x,z,„, 
C  =  x,y,„ — x,„y,  +  x„y, — x,y„ + x,„y,. — x..y.„ . 


( 


falls  solche  auf  ilen  Haum  ttüsgedehnt  vird 
FGi  dm  Toriiegemlen  Fatl  ist  nun: 


",  =  24, 


=  20,     i,„=13. 10305.. 


Nach  Substitution  dieser  Werthe  ergiebt  sieb;* 

A=— 40.    B  =  — 177.939 C  =  — 200.  I)  =4800. 

Der  Ausdruck  für  das  Perpendikel  w'nA  deinnacb : 

-177.939...Y-2QO.i'  +  4SO0 


-1  = 


Wei 


(  \V*rths; 

(  1.2Ü7.... 


±270.67.... 
I  Bezug  auf  die   erste  Doppelpyramide  zuerst 


und  sodann  die  Wertlie 


9.998.. 


14.299...- 
18.323..., 


för  x',  y'  und  i'  in  den  Ausdruck  ffir  i  substituirt,  so  erhält  man 
im  ersten  Falle  A  =  5.fi4.. -.  und  im  zweilen  Falle  J,  =  5.63...,, 
aUo  nahezu  nbereiustimtnend.  Bei  der  nicht  unbedeutenden  Grösse 
des  Coerfi2ienten  ß  und  C  kann  eine  grSssere  Genauigkeit  für 
beide  Perpendikel  nur  erreicht  werden,  wean  die  Coordinaten  x', 
j)',  j'  von  Tornebereiti  auf  eine  viel  grössere  Anzahl  Deciinalstellen, 
als  hier  gescbebeo,  berechnet  werden. 

,  i'  iti  dem 


Für  die  zweite  üopjielpyr 
Ausdruck  rur  ,1  die  Wertlie: 

milde 

hat  man  lü 

II.,                               1.6178.... 

1   3.2666. 

1                            7.0653.... 

und 

j  14.4266. 

•'                         19.813.... 

(  18.087  . 

and  mau  erhält  dadurch: 

i  =  5.599.... 

und 

i  =  5.598 

Unter  den  pag.  269.  gefundenen  vier  Werthen  fiir  den  zn  be- 
stimmenden Punkt  hat  der  Ingenieur  nun  denjenigen  iv  wählen, 
welcher  nach  Maassgabe  anderweitig  festgesIetHer  MeHtmale  als 
derjenige  i'on  ihm  anerkannt  'ist,  welcher  in  Bezug  auf  die  drei 
festen  Punkte  die  richtige  Lage  hat. 
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Bei  dem  vorlie!;enden  Beispiel  ist  leicht  nachEuiveisen,  wel- 
cher Punlit  genommen  «erden  musa,  weit  bei  beiden  Auflösungen 
ad  II.  und  ad  l[l.  die  Daten  für  einen  und  denselben  Punkt  ge- 
geben sind. 

Man  hat  demnach 
für  den  zu  bestimmenden   Punkt,   wie  solche 
ISsung  ad  II.  (pag,  !24S.)  ergeben,  nSmlich: 

x=i\.»*&....         und    —8.8172, 

3/  =  6.89M....  „       —2.7529, 

1  =  10.0000....     „       -I-5.5-25S, 

mit   den   vier  Werthen   zu  vergleichen,   welche  sich  s 
lüsung  ad  IIK  (pag.  269.)  ergeben,  nerolich; 


niithig  die   beiden    gefundeneu  Werth« 
B  der  Auf- 


1.SS7... 

2.892.... 

1.6178... 

.       3.2686... 

6. 898... 

14.299.... 

7.0652... 

.     14.4266... 

0.098 ... 

18.323.... 

9.813.... 

18.087.... 

I 


um  zu  erkennen,  dass  die  jedesmaligen  ersten  mit  grosseren  Zif- 
fern gedruckten  Werthe  diejenigen  sind,  durcb  welche  der  gesuchte 
Punkt  festgestellt  wird. 

SchluBsfolgerungen. 

Was  nun  die  Anwendung  dieser  Auflüsungsiuethoden  in  der 
Praxis  anbelangt,  so  ist  es  allerdings  recht  hübsch,  durch  blosse 
Winkelmessung  einen  Punkt  im  Raum  mit  Hülfe  dreier  anderer 
bestimmen  zu  können,  ohne  dass  man  ihn  zu  verlassen  nöthig 
hat;  allein,  wenn  eine  grosse  Schärfe  erfordert  wird,  ao  bleibt  die 
Sache  immer  etwas  misslich. 

Wenn  man  frei  zu  wählen  hat,  so  dürfte  sich  die  Methode 
ad  Auflösung  II.  noch  am  , besten  eignen;  denn  man  erhält  hier 
durch  die  Rechnung  zwar  allerdings  auch  noch  vier  Werthe, 
ter  welchen  man  entscheiden  niuss,  allein  man  erhält  doch  direkt 
die  Coordinaten  des  gesuchten  Punktes,  wrihrend  man  bei  dei 
Auflösung  ad  Itl.  erst  die  Längen  der  Pyramidenkanten  bestini' 
men  muss,  und  aus  diesen  dann  erst  die  Coordinaten  des  Schei' 
tels.  —  Ganz  abgesehen  von  der  Weitläufigkeit,  dass  man  bei 
dieser  letzteren  Auflösung  im  Allgemeinen  mit  acht  Punkten, 
welche  der  Aufgabe  Genüge  thun,  zu  schaffen  hat,  so  ist  es  eben 


w 


falls  solclif.  imf  iltn  Rmim  nnsgedflim  irlnt. 
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sehr  schwer,  die  Scfalos^gleichung  ('22)  pag.  266.  so  genau  ku  ke- 
stimmeD,  dass  die  vier  Doppel irerthe  fiir  die  Kantenlänge  a  sich 
richtig  genug  ergeben.  Man  niuss  zu  diesem  Zn-ecke  gleich  von 
vorne  bereiii  mit  Kehr  vielen  Decimalstellen  xu  rechnen  anfangen, 
und  da  die  genühnlicheii  siehenstelligen  Logarithmen  oft  nicht 
ausreichend  sind,  so  ivird  <lie  Rechnung  sehr  niiihsain  und  neit- 
raubend. 

bei  aller  Sorgfalt  habe  ich  es  nicht  erreichen  können,  dasa 
die  (ileichung  (22)  genau  genug  ausgefallen  ist,  denn  wenn  solches 
gewesen  wäre,  so  hätten  die  Wurzeln  anders  ausfallen  mässen. 

Bei  den  Daten,  irie  ich  sie  angenommen  halte,  hätte  die  Glei- 
chung (22)  so  ausfallen  müssen,  dass  c' =  245.00166741....  ge- 
worden wate,  während  sich  aus  der  Gleichung  »'  =  245.035.... 
ergab.  Wenn  ich  den  Werlh  p' =  «2=  245.00166741  hätte  ein- 
führen können,  so  würde  a  =  4;  15.6525  ausgefallen  sein,  während 
bei  t)'=a"  =  245.055....o  =  +I5.054'2  geworden  ist. 


Dieser  Unterschied,  we 
hat  sofort  Einfluss  auf  b  uti 
gen  kann,  wenn  man  zaett 
c  und  b  oder  b  und  c.     Mai 


1  auch  erst  in  der  dritten  Üecimale, 
c,  wovon  man  sich  leicht  überzeu- 
b  und   c  und  a  berechnet  und  dann 

wird  verschiedene  Werthe  fiSr  fi  und 


c  erhalten,  wie   es   eben  aucti  nicht  anders  möglich  ist,  sobald  a 
nicht  gnni  genau  genommen  wird. 

Wenn  aber  «.  h  und  c  nicht  genau  sind,  so  sind  es  ihre  zwei- 
ten Potenzen  noch  viel  weniger,  und  da  solche  bei  der  Berechnung 
der  Scheitel- Coordinaten  erforderlich  sind,  so  können  letztere 
eben  auch  nicht  ganz  nach  Wunsch  ausfallen.  Wenn  ich  den  ge- 
naueren Werth  von  c'  hätte  in  Rechnung  bringen  können,  so  würde 
ich  die  Scheitel -Coordinaten  ganz  übereinstimmend  mit  der  Auf- 
ISsong  ad  II.  (pag.  245.)  gefunden  haben,  närolicb: 


I 


a:  =  1.225  ,1=1.227., 

9  =  6.8921  während  sie  jetet  sind:    )  y  =  6.892.. 

.  1  =  10.0000  '  1=9.998.. 

Was    endlich 


welcher    vi 


die    Lvnfscheidiing    tjetrifft, 
vier,   resp.    acht  gefundenen    Punkten   genon 
80    dürfte  dieselbe  in    manchen  Fallen   schwierig  ausfallen.     Der  ' 
Beobachter    kann     wohl    leicht     erkennen,     ob    der     zu    beMim- 
mende  Punkt  über  oder  unter   der  Fläche  der  drei  festen  Punkte 
liegt,  aber,  wenn    mehre    der   gefundenen    Punkte  ganz  nahe  zu- 
sammenfallen, wie  es  z.  B.  bei  der  Auflösung  ad  III.  der  Fall  ist. 


F9^ 


"9i^n!<^ 
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de»  Tichtigf 


n  sebr  soTglaltige  Nebenbestiminuiigei: 
I  Punktes  notli wendig;. 


r  Erk«nni]nf 


E^  wird  vorausgesetzt,  dass  dem  Beoliacbter  immer  nur  Ein*« 
der  im  Eingange  etnähnten  Instrumente  zu  Gebote  steht,  und  der^I 
selbe  also   entweder    Hnriznntalninliet,    oder    Mübenirlijkel,   oder' 
sogenannte    schiefe  Winkel    messen   kann;  Märe  die   Aufgabe    so 
gestellt,   dass    der   vierte  Punkte,    ohne  denselben  verlassen    zu 
dürfen,  überhaupt  durch  Winkelmessung  bestimmt  werden  sollte, 
nnd  es  ständen  dem  Benbachter  beliebige  Winkelmessinstrumente 
zu  Dienst,    so    wäre  in    solchem    Falle    die  äaclie  sehr  einfach. 
Man  wurde   dann   zunächst   mit  Hiiire   der  gewühnücben  Pufhe- 
not'scbcn    Autgabe  nach    Messung    der  (loriznntalwinkel  die  Ho- 
rizontall&ngen   berechnen   und    hierauf  eine  oder  zwei  Elevationen 
messen. 

Schliesslich  habe  ich  noch  anzuführen,  dass  bei  dar  Aaf- 
lüsung  ad  II.  von  den  drei  festen  Punkten  nothwendig  zwei 
nicht  in  gleicher  Uühe  mit  dem  Beobachter  liegen  dürfen,  weil 
es  sich  sonst  um  den  Durchschnitt  eines  Kegels  mit  zwei  Eben« 
handeln  würde  und  dadurch  die  Auflösung  unbestimmt  bliebe. 


nnfjHI-^rhr  Mfthnnik.  üVS 


Bemerkungen    über    Lagrange's    analytische 
Mechanik. 


Herr 


üoctor    Heinrich  Bley  ") 


i _ 

tes  Meisterwerk.  Sowohl  durch  das,  tvas  der  berühmte  Verfasser  den 
wissenscharilichen  Erlcetintnissen  hinzugefügt  hat,  aU  durch  die 
Art,  wie  er  es  mit  dem  bereits  Vorhandenen  z»  einem  wohl  geglie- 
derten Ganzen  verbunden  hat,  nicht  minder  eniDich  durch  die  klarem 
ruhige  Logik  seiner  UarHtellunir,  «vird  die  analytische  Mechanik 
fär  alle  Zeilen  eine  Zierde  der  mathematischeti  Literatur  bleiben. 

Dennoch  finden  ^ich  auch  in  diesem  Werke  m>inche  Fehler 
ond  Nachlässigkeiten,  wie  schon  die  Noten,  nelche  der  von  mir 
benutzten  Ausgabe  beigelugt  sind,  beweisen.  Ausüer  demjenigen, 
was  hierin  besprochen  worden  ist,  habe  ich  aber  liei  einem  sorg- 
fältigen Studium  der  analytiitchen  Mechanik  noch  manche  Stellen 
gefunden,  welche  Unrichtigkeiten  enthalten,  manche  andere,  zu 
denen  eine  Erläuterung  mir  nicht  überllüssig  schien;  und  ich  habe 
geglaubt,  meine  Bemerkungen  um  so  mehr  millheilen  zu  dürfen, 
ald  es  zu  wünschen  ist,  dass  das  Studium  des  ausgezeichneten 
Werkes  immer  hüu liger  werde. 

Ich  habe  die  von  Üertrand  besorgte  Ausgabe  der  analyti- 
schen Mechanik  d6!<  LagTange  benutzt,  welche  unter  dem  Titel : 


*)  Der   Hovr    Vrrfuwer  di 

euer   lolinn    seil   f-eraum^r   Zfiit   in    iiieiapn 

llüden  i>i-fin.lli.^h<-n  B^mtikui 

;i|;('i<  »her  <iu<t  der  m  lobligali-ii  und   srhrm- 

Kien  matlii.-iimlitxshfn  Wnike  li 

Al  leider  dtn  ALdruck  der<elli<;[i   nirhl   iiicbr 

erlebt.  »nsfürmiuliDmiKimeli 

rAntrifb  und  UariPnslicdiirfnim  gewesen  l»t^. 

ineiiL  gogeljene«  Versiireclirn.   i 

tinlil  aU  ü«  irpend  die  Um-.lnnrf. 

.-  gMlBlleten,  zu  erfüllen.     Die  WirbliglceU, 
iki  rc<thlfflrtif;l  jedenfalU  die  Aufnahme  volll' 

des  I)etreirendeT1  Iierühmten  Wc 

■niorbunfrvn  des  Herrn  Verfii«ser«  riublig  »nd 

wohl   be^rünitel  aiiid ,   niua*  ni 

UÜrTich  hier  dnbi»  geHlelli  Heibe...     itAtu^[ 
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Jietnftkitiiflen  iiher 


M^caniqit«  analytujTie,  par  J.  L.  Lagran^e.  Trni^ii.ini 
editian,  revue,  corrig^c!  et  annnt^e  par  M.  J.  Berl 
iu  den  Jahren  1853—55  in  zivei  Quartbnnden  bei  Alallet-Hach« 
Her  in  Paria  «rscliietien  ist.  Sie  enthalt,  ausser  kiirKereii 
mittdliar  unter  den  Test  spilruckleii  Aniiierkuii^eii  ßprtrai 
ausliilirlichere  Noten  von  Poinsot,  Lejenne-Di  richlet, 
(rand,  Puiseux,  Serref,  Ossian  Bnnnet,  Bravaii 
von  Lagrange  stilljst,  M-elche  hinter  dem  Texte  folgen.  Die 
dem  Texte  hefindliuhen  Noten  Bertrand's  sind  meistens 
K IV  eck  massig  und  zeugen  von  einer  grossen'  Belesenbeit; 
habeich  bisweilen  seine  Ansichten  nicht  theilen  küDneii,  nie 
aus  meinen  BenieTkungen  ergiebt, 

IVIeine  Bemerkungen  folgen  dem  Texte  von  Paragraph  zu 
Paragraph,  und  da  die  Paragraphen  niemals  sehr  lang  sind, 
wird  es  leicht  sein,  die  speiiellc  fiteile,  auf  welche  sie  sich  be- 
ziehen, aufzufinden.  Sie  erstrecken  sich  auch  auf  die  längeren, 
hinten  angebängten  Noten  verschiedener  Gelehrten.  Meine  Be' 
merkuiigen  über  diese  habe  ich  zwischen  die  auf  den  Text  bezi 
ticheu  Bemerkungen  dahin  gestellt,  wo  sich  die^e  Noten  den 
Texte  anschliessen.  In  Bezug  auf  die  Benennung  der  Abthcilna 
gen  I^agrange's  habe  ich  noch  zu  bemerken,  dass  ich,  der  ba 
uns  gebräuchlichen  Terminologie  folgend,  das,  was  Lagr 
„ Articie"  nennt,  mit  „§."  hezcichnet  habe;  das,  was  Lagr 
mit  „§."  bezeichnet,  könnte  man  durch  „Abtbeilung"  abersetzcii. 


Analytische  Mechanik. 


Erster    Thcil. 
Die   Statik. 

Erster    Abachnift. 
§.  2.     Am  Ende  des  zweiten  Absatzes  ist  offenbar  eine  ZeiteJ 
ausgelassen.     Es  heisst  dort :    IJonc  la  charge  qne  supporte  le  pointfl 
d'appui  du  levier  qui  fait  la  base  du  triangle,    et   qui  est  char^ 
ä  ses  deuK  extremites  de  poids  ^gaux,  scra  egale  au  poi^s  doubtq 
dg  sommet,  et,  par  consequenf,  egale  ä  la  somme  des  deuxpoid^ 
statt:     Donc   la   eharge   que   supporte   le   pnint   d'appui   du  leviM 
qui  fait  la  base  du  triangle,    et  qui  est  eharge  a  ses  deox  extr£ 
mifäs  de  poids  ^gaux,  sera  egale  au  poids  du  sommet,  et  la  chargf 
que  supporte  le  levier  transversal  sera  egale  au  poids  double  dlL 
sommet,  et,  par  consöquent,  ägale  ä  la  soiume  des  poids. 


Lttgr ange's  ii!iais/lisi:/te  iletlMiiik. 
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Der  beweis  des  Satzes  wird  übrigens  durchaDs  nicht  gefOhrt. 

§.  ^.  Wena  der  gerade  und  borizontale  Uetiel  AB  (Taf.lX. 
Fig.  18.)  in  C  unterstützt  i^t  und  zugleich  eine  Last  Ird^t,  nnii  man 
denkt  sich  einen  zweiten  Heliel  von  gleicher  Beschaffenheit  und 
Länge  mit  dem  ersten  eo  verbunden,  dafs  der  Dnterstfltzungspunkt 
A  des  zweiten  mit  dem  einen  Ende  de»  ersten  Hebels  zusammen- 
fällt, und  nimmt  an,  dass  der  zweite  Hebel  an  seinen  beiden 
Enden  gleiche  Lasten  trügt,  so  kann  m»n  die  Combination  als 
einen  geraden,  einarmi<ren  Hebel  betrachten,  dessen  Unterstiitzungs- 
punkt  in  C  ist,  und  welcher  in  A  und  E,  also  in  einfacher  und 
doppelter  Entfernung  von  C,  eine  doppelle  und  eine  einfache  Last 
trägt,  welche  aber  in  entgegengesetzten  Richtungen  wirken  (indem 
man  statt  des  Unterstiitzungspunktes  A  eine  der  Summe  der  in 
C  und  E  auf  den  Hebel  EC  wirkenden  Lasten  gleiche,  aber  ent- 
gegengesetzte Kraft  annimmt). 

Denkt  man  sich  ferner  den  zweiten  Hebel  von  ungleicher 
LSnge  ndt  dem  ersten,  z.  B.  Jmal  so  lang  als  den  ersten,  und  > 
alles  Üebrige,  wie  vorher,  so  erhält  man  einen  geraden,  zweiar- 
migen Hebel  Fß  (Taf.  IX.  Pig.  19.),  welcher  in  C onterstötzt  ist,  nnd 
in  D  und  F,  also  in  einfacher  und  siebenfacher  Entfernung  vom 
Unterstützungspunkte,  gleiche  Lasten  trügt,  wozu  aber  noch  die 
doppelte,  aufwärts  wirkende  Kraft  in  A,  also  in  dreifacher  Ent- 
fernung von  C,  gerechnet  werden  niuss.  Bezeichnen  wir  die  in 
Fund  D  wirkenden  Kräfte  (Momente)  mit  7  und  I,  so  ist  die  in 
A  wirkende  Kraft  (Moment)  —6.  und  da  sie  der  Kraft  in  F  ent- 
gegenwirkt, so  bleibt  auf  beiden  Seiten  des  öntersiützungspunk- 
tes  C  die  Kraft  I,  und  es  ist  also  Gleichgewicht. 

Der  horizontale  Hebel  wird  aUo  im  Gleichgewicht  sein,  vrenn 
die  einander  entgegenwirkenden  Kräfte  (in  einem  speciellen  Falle 
die  Lasten  zu  beiden  Seiten  des  Unterstutzunge punktes)  im  um- 
gekehrten Verhältnisse  ihrer  Entfernungen  vom  Unterstßtzungs- 
puiiktc  stehen. 

JJ.  5.  Der  Beweis  von  Stevin  für  den  Satz,  dass  die  Kraft 
auf  der  schiefen  Ebene  sich  zur  Last  wie  die  Höhe  der  schiefen 
Ebene  zur  Länge  verhalte,  £;eniigt  nicht:  denn  eine  iramerwäb< 
rende  Bewegung  der  Kette  ist  keineswegs  unmöglich,  wenn  i 
die  Hindernisse  der  Bewegung  hinwegdenltt.  • 

§.  y.  Die  Bemerkung  Bertrand's  zu  diesem  Paragraphen,  In 
welcher  er  behauptet:  zwei  Kräfte,  welche  nichtin  derselben  Ebene 
sind,  haben  keine  Resultirende,  ist  deshalb  unzulässig,  wuil  hier 
nur  von  Kräften  die  Rede  sein  kann,  welche  denselben  Angriff«- 
punkt  '-haben. 

§.  12.     Das   Varignon'sche  Theorem    ist    nicht   ^anz   richtig 
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angegeben.  Es  beisst  nämlich,  dass,  wenn  man  van  irgend  einen 
Punkte  in  der  Ebene  eines  Paralleloiirainnis  Senkrechle  auf  di« 
Diagonale  und  die  beiden  (teilen,  welche  die  Uia'^Dtiale  einechliü« 
sen,  ftillt,  daH  Produkt  der  Dia[:;onalo  in  ihre  Senkrechte  gleid 
ist  der  äunime  oder  Differenz  der  Prndukle  der  beiden  Seilen  l 
die  ents}>re(.'henden  Perpendikel,  je  nachdem  der  Punkt  auBtiei 
halb  oder  innerhalb  deis  Paiaileln^raninii«  lie^^t,  statt:  je  nachdei 
der  Punkt  ausserhalb  oder  innerhalb  der  beiden  Seiten  liegt 
welclip  die  Diagonale  einKchliesHen,  wie  ea  in  der  Anwendung  d«i 
Theorems  aul'  die  Mechanik  richtig  heiäst. 

§  16.  In  BezuE;  auT  das  Princi|i  der  virtuellen  Geschwind!^ 
keilen  ist  noch  ku  bemerken,  dass  die  mcIi  Gleichgewicht  halten 
den  Kralle  einander  entgegen  wirken  müssen. 

§.  17.  In  dem  hier  geriebenen  Ausdruck  des  Principa  der  vir 
lueJIen  Geschitindigkeiten  wird  gewflhnlich  das  System  von  Küi 
pern  oder  Punkten  als  in  einem  Punkte  oder  an  einer  Axe  ba 
festigt  gedacht,  und  die  Krafle wirken  auTentgegeugesetzteuSeita 
des  Ruhepunkis  oder  der  Axe  einander  entgegen. 

§.  18.     Alan  kann  sich  allerdings  vorstellen,  dass  das  Gleicl 
gewicht   des    Gewichtes    am    PlascbenEnge    durch    ein  Hindernii 
hervorgerufen  werde,  welches  bewirkt,   dass  trotz  einer  versnct 
ten  unendlich  kleinen  Verschiebung  de«  beweglichen  System 
Gewicht  nicht  sinkt.     Indem   Bertrand   dieser  Vorstellungswei« 
das  Beispiel    eines  auf  dem   höchsten  Punkte  einer  Curve  robei 
den  schweren  Punktes  entgegensetzt,  fülirt  er  nur  eben  ein  t 
logon    an :     die    geringste   Verschiebung   würde    densellien    falltf 
machen,   und  doch  lallt  et  nicht,    eben  wegen   des  Hinderuissfli 
in  welchem  das  Wesen  des  Gleichgewichtes  besteht.     Lagrai 
ge's    Beueis   des    Princips   der    virtuellen   Geschwindigkeiten 
vollkommen  streng.     Denn  es  kann  entweder,  w&Iirend  die  Pirnkf 
des  .Systems    eine    unendlich   kleine  Verschiebung  erleiden,    dl 
Gewicht   dennoch    in   Ruhe    bleiben,    weil  es  wegen  seiner  L 
nicht  mehr  sinken  kann:  dieser  Vnrstellungsweise  setzt  Bertri 
das  Beispiel  eines  auf  dem  höchsten  Punkte  einer  Curve  ruhendfl 
schweren  Punktes  entgegen;   oder  es  kann  das  Gewicht  in  Ruh 
bleiben,  weil  eine  uuendlicli  kleine  Verschiebung  der  Punkte  dl 
Systems  unmöglich  ist. 

Zweiter    Abschnitt. 

;.  1.  Für  das  Gleichgewicht  dreier  Kräfte  P,  Q,  R  wird  mi 
haben,  wenn  %,  i^,  q>  u.  s.  w.  die  unabhängigen  Variablen  sin< 
als  deren  Functionen  p,  tj ,  r  gedacht  werden  können: 


folglich: 
ebenso : 


I.asranges  analyttselte  Hichaiük. 


89,   B*_ 


pt  +  e'ä=o  «■■■1  0-S+« 


'■ir+«i+«ä=» 


''i5+<?ö^+«^='>- 


Eberisn  verRihrt  man,  um  das  Gleichgewicht  von  vier  und  meh- 
reren Kräften  analytisch  auszudrücbeii. 

§.  7.  Damit  die  Formeln  dieses  Paragraphen  Tollkommen  rieb' 
tig  sind,  miiss  man  annehmen,  dass  die  Centra^  nach  welchen 
die  Kräfte  P,  Q,  R  u.  s,  w.  streben ,  dem  Anfangspunkte  der  Coor- 
dinaten  naher  liegen,  als  ihre  Angriffspunkte. 

g.  8.  dp=Q  wird  die  Oifferenlialgleichung  einer  Flüche  sein, 
auf  welcher  die  Richtung  der  Kraft  t*  senkrecht  steht,  indem  man 
sich  den  Angriffspunkt  von  P  in  einem  beliebigen  Punkte  der 
Fläche  denkt.  L-t  also  der  Mittelpunkt  der  Kraut  /'  constanl,  so 
mues  die  Flache  nothwendig  eine  Kugelllfiche  um  denselben  bil- 
den; hei  einer  ebenen  Fläche  wird  sich  der  Mittelpunkt  stetig 
mit  dem  Angriffspunkte  verändern. 

Lagrange  behandelt  nur  den  Fall,  wo  a,  b.  c  constant  sir 
wo  also  die  Fläche,    deren   Gleichung    Jc5:c  +  ff5j+  Cßi  =  0   ist, 
eine  KugelOliche   ist.     Sind  dagt^.geo    die  Coordinaten  des  Mittel- 
punktes der  Kraf[  veränderlich,,  während  die  Gleichung  der  ai^f  J 
p  senkrecht  stehenden  Fläche  sieb  nicht  ändert,  so  hat  man  die, 
Gleichungen : 

^S3^-^ß^3(-^ceI=o 

und 


folglich : 


^')+^-f-%-9y)  +  -r-(5i-5O  =  0, 


(Ap\x'  -x)dx  +  [Bp-ty'-s)Si/  +  iCp  +  t- 


=  (x'-x)dx'  +  (ff  ~  y)dy'  -f  (i' 


■z)ö= 
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Nimmt  mall  nuo  so ,  nas  oh  erlaubt  ist,  dass  sicli  verhalte:* 
x'—x:y'~yit'~i=Ap-\rx'-x:Bp\^'—y:Cp'^z'~ii 


Mp+.V-»)(3y-8a>)-Kgp+y-»)(8y-8.;)+(Q)+!'-i)(8»'- 
\riAp  + 


-xf-UBji  +  y' 
Gelten  obige  Preportionen  nicht. 


iSsst  sich  liie  Uleicbum 


8p  =  ■^^  (8i-8a;') +L»  (Sj,_By,  +  _±  (3,_8,.) 

nicht  weiter  uniündeni.     Jedoch  hat  man: 

?/)  =  Adx  +  JSSf/  +  CSi. 
Es  ist  übrigens  zu  bemerken,  das^  die  Flüchen,  auf  welchen! 
die  Kräfte  P,  Q,  It  a.  s.  w.  senkrecht  stehen,   von  Iieliehiger  Be-  ' 
schaffenheit  sind,  und  keineswegs  mit  dem  System  der  Angriffs- 
punkte von  P,  Q,  R  u.  s.  w.  zusammenzufallen  brauchen. 

§.  9.     Es  scheint  mir,  als  ob  Bertrand  sich  hier  im  Irrthtilii 
bei^nde,   indem  La^range   mit  Pdp   nicht  eine  Summe  ' 
tuellen  Momenten,  sondern  nur  das  Moment  einer  Kraft  bezeictifl 
nen  ivill.     Es  ist  in  der  That  gar  kein  Grund  fär  die  gezwungeod 
Bertrand'sche  Auffassung  dieses  Paragraphen  rorhanden. 
p,  q  n.  s.  TT.  hier  als  Functionen  der  Coordrnaten  angesehen  tvei 
den,  so  ist  damit  noch  keineswegs  gesagt,    dass  sie  auch  DifffH 
rentiale  der  Conrdinaten  enthalten. 

§.  14.     Lagrange   sagt    mit  Bezug  auf  die   beiden  System 
von    Kräften   P.  Q,  Ü  u.  s.  w.,    und    P" ,  Q',  R'  u.  s.  w. ,    zwef" 
Systeme  von  Kräften  können  nur  auf  eine   Art  völlig  Squivalent 
sein,  weil  die  Beweaung  eines  Kcirpers  immer  bestimmt  und  eine 
einzige  sei.     Denn  die  beiden   äquivalenten  Systeme  von  Kräften 
P.  Q,  R  u.  s.  «V.  und  P",  Q',  R'  u.s.  w.  rufen  hier  ein  und  die- 
selbe Bewegung,  nicht  aber  Gleichgewicht  hervor,  wie  Bartrau^J 
in  seiner  un|iassendeii  Note  annimmt.  ^ 

§.  15.     Am  Ende   des  ersten   Absatzes  niuss  es  heisi 
r^cijiroquement,  lorstjue  deux  systemes  de  fnrcas  sont  eqnivalenl 
et  peuvent  etre  Substituts  Tun  ä  l'autre   dans  le  mgme   syetei 
de    corps,    la    somme    des    moments    des    furces   de   Tun    de    c«^ 
systemes  est  loujours  egale  ä  ia  sonime  des  maments  des  forcqf 
de  l'aulre.     statt:    et  rricipruquement,  lursque  la  summe  des  mai 
menfs    des    furces    d'un    Systeme  est   tirnjours  ägale  a  la 
des  momenis  des  fnrces  d'un  untre  syst^nie.    ces  deux  systttmei 


nnaliiHscke  \lechau1ls. 
ibetitut 


2S1 

k  l'autre 


A^  Torces  Bont  Äquivalents,  et  [leuvent  etre 
daiis  le  m^me  systeniQ  de  corps. 

Bertrand  hatte  in  seiner  Note  zu  diesem  Paranraphen  noch 
anführen  i«olleii,  dase  die  Linien  |,  iti,  if  sich  rechtwinklig  durch- 
schneiden müssen,  wenn  S,  ^,  ^  die  aiigegebuueii  Werthe  baben. 
^'ergl.  Poinsofs  Note  (Nro.  I.). 


*-  Dritter    Abschnitt. 

g.  5.  Lagrange's  Annahme,  dass  man  die  Centrader  KrSfte 
P,  f  u.  s.  w.  in  einen  beiiehineii  Punkt  ihrtr  lücbtung  verlegen 
könne,  wodurch  p  =  P  wird,  lässt  sieh  nicht  rechtfertigen.  Auch 
vereinfacht  sie  die  Formeln  nur  vorübergehend,  da  sie  gleich  da> 
rauf  wieder  aufgehoben  wird. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  daee  die  ganze  Betrachtung  dieses 
Paragraphen,  in  welchem  angenommen  wird,  dass  ein  System  von 
Punkten  sich  um  eine  ausserhalb  desselben  befindliche  Ase  drehe, 
sich  nuch  auf  den  F;ill  übertragen  lässt,  wo  ein  beliebiger  Punkt 
des  Systems  selbst  in  die  Ase  gelegt  und  zum  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  gemacht  wird. 

§.  S.  Es  ist  in  der  That  sonderbar,  dass  ßertrand  behaup- 
tet, die  drei  Rotationen  um  die  Axen  der  x,  y,  z  künnten  nicht 
gleichzeitig,  sondern  nur  nach  einander  stattfinden.  Nur  durch 
Zusammensetzung  der  gleichzeitigen  Rotationen  um  diese  drei 
Axen  lässt  sich  eine  Rotation  um  eine  zwischen  ihnen  liegende 
Axe  darstellen. 

g.  10.  Die  hier  aufgestellten  sechs  Bedingungsgleichungen  siud 
nicht  absohlt  nothwendig,  aber  sie  sind  die  einfachsten,  welche 
der  Gleichung 

genfigen.     Lag  ränge    betrachtet    mit    Unrecht    den    Werth    von 
x'^  +  i/^  +  i*  als  mit  ar'ä  +  j'^  +  z'"  identisch:    beide  Grössen  sind 

§.  17.  Die  Zusammensetzung  der  Momente  der  Rotationsbe- 
wegung folgt  denselben  Regeln,  als  die  Zusammensetzung  der 
geradlinigen  Bewegungen,  doch  nur  unter  der  Bedingung,  dass 
die  Momente  den  Rotationswinkeln  [iroportioiial  sind. 

§.  lU.  Legt  man  durch  den  Schwerpunkt  eines  äystems  eine 
Verlicalebene,  und  nimmt  auf  beiden  Seiten  derselben  zwei  Kräfte 


a» 


Hie  ff:     /Umerkuiiffeii  lilier 


futid  P"  (Taf.L\.  Pig.mj  an,  die 
bat  man,  wenn  a  und  b  ihre  Eiiirern 


Bicb  Gleichgewicht  halten, 
i]oi>eD  vom  Schwerpunkte  sk 
aP=bP'. 

Ist  nun  der  Abslanil  einer  zweiten  Verticalebene  vonderdurc) 
d^n  Schwerpunkt  gehenden  c,  so  ist 

(a  +  c)/>-{A-c)P'  =  c(P+P'). 

Nimmt  man  eine  schief  liegende  Ebene  durch  den  Schnerptinkt^ 
an,  die  x-  ß-  mit  der  Vertrcalebene  den  Winkel  a  macht,  an  sind! 
die  beiden  gleichen  Producte  in  Beziehung  auf  die  durch  den  J 
Schwerpunkt  gelegte  Ebene: 


a.P  = 


u.R. 


md  es  wird: 


P 
I 


(«+c)cO9C.P-{6-t)CQSC.P'=CC08<,.(P  +  P'). 

Was  für  zwei  Kräfte  gilt,   wird    fQr  jede   beliebige  Zahl  gel- 
ten, da  man  eich'  diese  stets  auf  zwei  reducirt  denken  kann,   di«/! 
sich  Gleichgewicht  hallen. 

§.21.  Denkt  man  sich  eine  Hnrizonlalebene  durch  den  Schwer-  | 
punkt  des  Syslems  gelegt  und  eine  damit  parallele  Ebene  durch*  I 
den  [Vliltelpiinkt  der  Erde,  und  versteht  unter  p,  q,  r  u.  s.  w.  dieT 
Entfernungeu  der  einzelnen  schweren  Punkte  von  dieser  letzteren  j 
Ebene,  »o  ist  11=  der  Sunime  der  Producte  der  schweren  Punkte  j 


n  Ihre  Entfernungen  von  dieser  Ebene,  und  -. 


TT 


:  deitr  I 


Abstände   beider  Horizonlalebenen    oder  des  Schwerpunktes   des  ] 
Systems  vom  Erdmittelpunkte. 

§.  11.  TT  ist  meistentheils  ein  Minimum  oder  ein  Maximum^ 
wenn  das  System  sich  im  Gleichgewichte  heflndet,  aber  nicht 
immer;  wenn  dagegen  T7  ein  Minimum  oder  ein  Maximum  ist,  so- 
beßndet  sich  das  System  nothweiidig  im  Gleichgewichte.  Vergl, 
§.  21.  Daher  ist  das  System  in  der  Lage  des  Gleich gewicfata, 
wenn  die  lebendige  Kraft  desselben  ein  IVlaxiniuni  oder  ein  Mim-  | 
mum  ist;    aber  der  umgekehrte  Sal;e  gilt  nicht  immer. 

g.  ^6.     Die   Kräfte  P,  Q,  H  u.  s.  w.  werden  hier  von   La- 
grange  offenbar  mit  Recht  als  conslant  angenommen,  da  sie  VonJ 
der  Anzahl   der  Seile  abhnncren.    p,  q,  r  u.s.n.   bezeichnen   diS'! 
mittlere  Länge  der  Seile  zwischen  je  zwei  Flaschen,    also  aucb  j 
hier  die  Entl'ernun^en  der  Angriffspunkte  der  Kräfte  von  den  Centre 
ond     J7  =  /V+Of/  +  Är  + ....    bat    denselben    Werth    wie    a 
Schlüsse  des  %.  '21. 


Lagrange's  liitaly tische  MecAtmil!. 
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g.  27.  Offenbar  liegt  ein  Fehler  dieses  Beweises  darin,  dass 
Lagrange  ^inseitig  nur  die  Wirkung  des  (Jewichles  in  Betracht 
zieht,  und  nicht  die  des  Systems  der  festen  Punkte,  von  welchen 
genau  dasseihe  gilt,  wie  von  dem  Gewichte,  ntir  dass  die  Wir- 
kung gerade  entgegengesetzt  ist,  so  dass  heide  KrSfle  sieb  stets 
aufheben  müssen,  und  nur  die  Trägheit  wirken  kann. 


Vierter    Ähscfan 


I§.  2,     Ist  die  Gleichung  des  Gleichgewichts 
PBp  +  Q8g  +  fiOr+  SSj  =  0, 
und  man  hat  die  Bedingungsgleichungen 

3r  +  o  =  0,    St—b  +  c  =  0; 
8o  wird  durch  Elimination  von  5r  und  Ss: 

PSp^Q8q~aR+(b—c)S  =  0, 


also 


P=0,    Q  =  0,    — oß  +  (6-c)-S  =  0. 
Nach  der  neuen  Methode  wird  aher: 

P=0,    Q  =  0, 

ß  +  l=0,    S  +  fi^Q, 

nl  +  fi(c-Ä)  =  0,     k  =  —  R.     (i  =  —Si 


ai  +  f.(c-6)  = 


-«ß  +  (/ 


c)S  =  0. 


^E  j.  10.  Die  Erkifirung,  welche  Lagrange  hier  giebt,  um  die 
mit  8  bezeichneten  Differentiale  von  den  mit  ä  bezeichneten  Varia- 
tionen iB  unterscheiden,  ist  ungenügend  und  dunkel,  xnra  Theü 
sogar  fehlerhaft.  Erstere  bezeichnen  die  wirklichen  Wege,  welche 
die  Punkte  des  Körpers  zurücklegen,  indem  die  Lage  desselben 
unendlich  wenig  vernndert  wird,  wobei  es  ausser  der  Lage  eine^  I 
Punktes  auch  auf  die  Aendening  ankommt,  welche  das  Gesetn 
der  Verbindung  der  Punkte  während  der  Bewegung  etwa  erleidet 
Letztere  dagegen  bezeichnen  die  Wege,  welche  die  Punkte  zu- 
rücklegen,   indem    die  Lage   des  Körpers  unendlich   wenig  verSn- 
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dert  »ifd,  »eini  die  gegenseitige  Verbindung  der  i'onkte  biefaei 
als  unverätiderl  angesehen  tvird,  sei  es,  dass  sie  ivlrklkh  constant 
bleilit  oder  dass  von  einer  Veränderung  derselben  abgesehen  wird. 
Vergt.  §.  33.  de»  dritten  Abschnitts  des  xneiten  Theils.  Oiexer 
Unterschied  ist  jedi>c'h  erst  fiir  die  Dynnniik  von  Wichtigkeit,  uod 
deshalb  üiich  hier  von  Lagrange  nnch  nicht  berücksichtigt.  Es 
ist  aber  Tatsch,  zu  nagen,  dass  die  niil  S  beEeichnelen  Variatio- 
nen von  der  gegenseitigen  Lage  der  Punkte  unabhängig  sind. 

Man  bezeichnet  mit  d  auch  Elemente  von  Linien  und  Massen, 
nie  dx,  Sm.  Diese  belrailitet  man  besonders  in  der  Geometrie, 
und  auf  sie  bezieht  sich  hier  Lagrange. 

§.  16,  ßertrand  giebt  richtif;  den  firond  an,  weshalb  die 
unbestimmten  Kedingungsgleichungen  L=0,  !U=^0,....  der  Zahl 
nach  nicht  drei  sein  können.  Hätte  man  deren  drei  bei  nur  drei 
ujibestimmten  Part i culargle ich un gen  des  Gleichgewichts  S^^O, 
£  =  0,  !F  =  0,  so  küifnte  man  auch  nur  z»ei  der  drei  unbe- 
stimmten Coeflicienten  X,  fi.,  v  eliminiren,  den  dritten  dagegen  I 
nur  als  Function  von  x,  y,  i  und  ihren  Differentialen  bestimmen.  J 


§.  21.     Man  hat; 


=  ^(Sf7-9t;)  =  0. 


g.  22.  Die  hier  für  S,  T  und  5^  gegebenen  Werthe  gehören  I 
vielmehr  den  Grössen  Süx,   Thx  und  'FB:c  an. 

Wenn  nur  die  Variable  z  von  der  Bedingungsgleichung  £=0] 
abhängt,  so  ist  L  von  y  unabhängig,  und  man  hat: 


ai 


81, 


,  8i, 


*I,  =  5;to+ä-&  +  ipJ='  +  ... 


87" 


Sa;    'Zi/'    '  ^x^ 


Uiöx  +  ^är  + 


äT" 


dLd.Sv 
^  8i'  hx  ' 


g.  23.    Es  ist 


e.füBz 


=f(T3g-t-WSz+....)Sx  +  (T'6^  +  T"SBi/+....+  WSi  +  ^'SSii:...)dx.i 

Will  man  wirklich,  obgleich  d;r  als  constant  angesehen  iirird,  auf] 
die  Variation  von  x  R{Icksicht  nehmen,  so  hat  man,  ausser  dei^l 
VerSndernni;,  welche  6y  und  St  erleiden,  noch  fSüäx  zu  den^l 
Werthe  von  S./Üds:  Su  addiren,  ^' 


l  28.    Sieht  n 
eine   der   Varialilei 


I  bei  der  Litsung  der  mecbariischen  Probl^ue  j 
hinsichtlich   der   Variationen   nach   Ö   als  coitn  1 


Lagrange's  analytische  IHeckanih.  285 

« 

stant  an,  so  erhält  nian  nur  zwei  Gleichangen^  welche  noch  den 
unbestimmten  CoefGcienten  k  in  sich  enthalten.  Eliminirt  man 
diesen,  so  bleibt  nur  eine  Gleichung  mit  drei  Variablen»  also 
eine  weniger  als  outhig  ist. 

X  drückt  übrigens  nicht  die  Kraft  aus,  mit  welcher  das  Ele- 
ment dm  der  Wirkung  der  Kräfte   P,  Q,  R  u.  s.  w.  widersteht, 

sondern  • 

'V(i)'+c^)-+(ty.     ■ 

und  XöL  ist  das  Moment  dieser  Kraft,  welche  senkrecht  gegen 
eine  Fläche  wirkt,  die  durch  die  Gleichung  d£r  =  0  dargestellt  wird. 

$ 

§.31.  Lagrange  sagt,,  es  seien  bisher  nur  Functionen  un- 
abhängiger  Variablen  betrachtet  worden;  es  wurden  aber  viel- 
mehr sämmtliche  Variablen  als  von  x  abhängig  angesehen. 

§.  32.    Ich  finde  folgende  Werthe  für  Sz"  und  &^: 


^„      d^(öz-z'öa"-2 
dz'  = 


dx^ 


§.  33.    Man  hat  also  fär  Sü  den  Werth: 

,,,    ySü, SU  dz, Büdz'.Südz.BU/dz!'     ,8«ar\  .  8f78i,'      \, 
^^—yW^Sz  Bar  dz'  BaTBzi  Bx^8z''\Bx~^  B^J^B^'W'*'-)^^ 

,^Bü,dVBz    BVBz'   B UBzt    B ü/BzT      ,8^\   BIT  Bz^'      \, 
+V8y     3»  By'^ Bz' By'^Bzi  By'*'B:^\8y~'*  B^y^Blpl^^")^ 

au.       BüBdu  .  BüBSu  .  Büff^Su  .  Bü  d^8u 
'^  Bz  ''"+3*'  Bx^Bzi  By  +8j"  Bx*  +81,' ä^  +  — 

§.  35.    Setzt  man  in  der  Gleichung  ^^=0 

so  dass  SÄ8j:8yV^J+z'*+2i*  der  Werth  der  kleinsten  krummen 
Fläche  ist,  so  hat  man: 


folglich : 
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1 


+  ■    Ij^  +'   ■'  -%  =  =.8=.''k +  «■«='■.  5- 
Man  erbätt  also  keine  identische  (ileicbimg. 
j.  36.    Es  ist 

.=,--.(-)-..(S-<f)-..(|).<^ 


Fünfter    Abscbnitl. 

§.  3.  LagrangF  behauptet  offenbar  zu  viel,  indem  er  sag 
es  sei  gleichgültig,  in  welchen  Punkt  Her  Richtungen  der  KrSftaj 
P,  Q,  R  u.  s.  ff.  man  die  Cenlra  der  Kräfte  verlege.  Es  wird  < 
vielmehr  nur  für  einen  ganz  epeciellon  Fall  P=:p,  Q=q,  R^ 
u.  8.  w.  sein. 


j|.  5.    Da  der  Druck  des  Körpers  auf  die  Fläche,  deren 
chung  X=0  ist,  offenbar  durch  V^Ä''+  r*  +  /ä  vorgestellt  wird^ 
so  ist  der  Widerstand  lier  Fläche; 


was  auch  mit  den  Formeln  des  §.  5.  des  vorigen  AhschniKs  stimmti 


§.  I.     Es  ist  sonderbar,  dass  Lagrange  die  Kräfte  S,  i7, 
und  S,  ^>  'P  in  der  ersten  Ausgabe  neben  einander  gebrancbL 

§.  2.  Poinsot  sagt,  die  Formeln  des  §.  1.  gelten  nnr,  weoB 
^,n,0....  die  Entfernungen  der  Ki>rper  von  fixen  Centren  odi 
Ton  festen  Ebenen  vorstellen;  »heraus  §.  7.  geht  hervor,  daaa 
Ewei  von  den  Courdinaten  auch  Winkel  oder  Kreislinien  sein  kOa- 
oen.  Ferner  müssen  lür  die  gegebenen  Wcrtbe  von  S,  11,  S  die 
Coordinalen  ^,  k,  a  rechtwinklige  sein. 

§.  5,     Wenn  |  =  w  ist,    so  sind  die  beiden  ResuKirenden  der 
Krtfte  X  und  Y  und  der  Kräfte  S  und  U: 
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VÄM-T«    und    VH^  — 2S7TCOSO  +  77«. 

und  es  verhalten  sich  ihre  Werthe  wie  I:sina. 

5.  6.  Poinaot  nimmt  an,  man  kfJnne  die  Centra  der  geee- 
benen -Krftfle  P.  Q,  It,....  in  einen  beliehi^en  Punkt  ihrer  Rich- 
tung legen,  nnd  duher  p,  q,  r....  wülkührlich  hestimnicn,  so 
dass  man,  wie  immer  die  Function  /'beschaffen  sein  niüge,  welche 
man  gewählt  hat. 

f(p)  =  P.   f(0=Q.    /"(r)  =  Ä 

P:Q:R:....=np):rUl)--f'W:.... 

machen    künne.     Vielmehr    sind    aber   die  Centra  der  gegebenen 

Kräfte   P,  Q,  R aut'h  ge;;ehen,   also  p,  9,  r bestimmt; 

dagegen    ist    die   Function   f  wiltkülirlich,    und  kann  so  gewählt 
werden,   daas  man  habe: 

r(p)^p,  riq)=Q,  f'(T)=R,.... 


P:Q 

ßi. 

■■=f<.v):rw--rir)'- 

Wenn  I.  B.  P= 

=P'. 

0=»»,  »- 

=r<.  in  lann  nun 

Ap.  i,ry= 

3  +  4  +  5  - 

£•+2*+ ■"_„„„ 

3  +  1+  5  — con 

en,   und  es  iat 

r(P)  =  p'  = 

=  p. 

rw=?"= 

=  Q.    /•»  =  ,«  = 

{.7.    Indem  P 

ins 

t   nagt,    da 

a   Princip    der  virti 

'  virtnetlen  Ge- 
■chwiindigkeiten  führe  nicht  so  unmittelbar  zu  den  Gleichungen  des 
Gleichgewichts  eines  festen  Systems,  als  das  Princip  der  Zusam- 
mensetzung der  Kräfte,  da  es  die  drei  letzteren  Gleichungen  nur 
mittelst  einer  Coordinaten Verwandlung  g6be,  so  wendet  sich  seine 
Kritik  nur  gegen  «wei  der  von  La^range  angewandten  Metho- 
den, nSmIich  gegen  die  in  §.8.  und  j.  10.  des  dritten  Abschnitts 
erörterten. 

g.  8.  Die  Fon  Poinsot  beschriebene  Methode,  uin  die  wah- 
ren Werthe  von  S' ,  Tt' ,  £'  zu  gewinnen,  Ist  nicht  die  von  ihm 
befolgte,  vielmehr  setzt  er: 

PSp-i^  Q8q  +  BdT+....  =  3'H+  n'än+  Z'iia  =  S8^+  nSa+  £de. 

bestimmt  die  Werthe  von  @i,  Sn,  Sa  in  9|,  3k,  Sa,  und  vereinigt 
alle  Glieder  mit  d^,  mit  Sn  and  mit  Ba. 


^V     2ee 

ff/efi; 

Hemerlttmiieu  über 

^" 

^B 

Der  Wcrth  von 

S  ist: 

„     i(i-i')  +  S(Jv-rt  +  n(i,- 

'). 

H 

Die  Gleichungen 

3  =  0 

i7=0,     i  =  Ü 

j^^H 

^^1            üedhigen 

die  Gleichungen 

'^1 

2'  =  0, 

ir  =  o,  ^'=0, 

^B 

^B             über 

unigeliehrf. 

■ 

Gleichung 
nothwendi 

rden   also,    ivenr 
n   E=0,  n=0, 
;  sein. 

P8;*  +  e89+ß8r+....^0  ist.    d^| 
2=0  stets  mSglieh,  wenn  auch  nidH 

^H 

In  der  Formel  m  =  1?Sr8.«>  mus.  man  o  als  ver£n.| 

^H                                VC 

n  0  bis  u  ansehe 

■ 

^H                   Jedei 

Glied  der  durch  Entwickelung  des  Rad 
1 

cals         ^^J 

V>  +  j,!  + 

"-26,-■)e.  +  4«^^c» 

^V           nach  den 

Potenzen  von  b  u 

nd  c  erhaltenen  Gross 

hat  dieF^^I 

^H            und  verwandelt  sieb  in : 

^M- 

..■2n.-l)(1.3.5 

...2fl  — I)  ff(B2_.ia)«{Ca_^a)ii 

S.7.S 

....2»i  +  2n  +  3 

^M           Der  bei  L 

agrange  noch  v 

orhaodene  Factor  m  ist  otTenbar  übep-^l 

^H                    Ferner  weicben  die   von  mir  berechneten  Werthe  von   R,   T^M 
^H             y,  X,   T,  Z.,..  etwas  ab  von  denen  des  Textes.     Ich  finde;       ^| 

^1            „      1      e«+.'  .  B(e«+i«)-6.V             ^      3e» 
H           "-V      2.5r-+         8.5. 7r»            ■   ■     '^"iSr' 

'  a.iOr'  +-S 

■          ''^ä^. 

3i»  +  3e>i'  . 
•i.lOr'    +- 

,      SC 

J 

■        -^:£f 

r 
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DiejeDige  Componente  iler  Aftraclion  des  Sphäraides,  welche 
durch  das  partielle  Differenlial 

ausgedrflckt  v'aA,  steht  senkrecht  aiU  rsin^,  aber  nicbt  auf  dem 
Radius  r. 

§.  12.  Da  f  und  g  constant,  also  auch  keiner  Verniinderaog 
fähig'  sind,  SD  denkt  man  sich  am  besten  die  drei  Kirrper  an  den 
Eiidpuakten  und  an  dem  Drehungspunkle  eines  messingeneo,  swei- 
armigeu  Wiiikelhebels  befestigt,  dessen  Arme  leicht  drehbar  sind. 


§.  16. 


Differenziirt  man  /nur  nach  x' ,  y\ 


0  erhSIt  man: 


V{,x' 


^1^. 


l'  +  (y'' 


l«+(t'- 


;")» 


und  nimmt  man  x" ,  y" ,  i"  als  die  Coordiiiaten  des  Alittelpunkts 
der  Kugel,  der  zugleich  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ist,  an, 
und  x' ,  y' ,  i'  als  di«  Coordinaten  eines  beliebigen  Punkts  der 
Oberfläche,   so  wird: 

Die  Gleichung  der  Kugel  aus  dem  Mittelpunkte  ist  aber 

r^  =  3^^  +  ya  +  l^ 
welche  durch  Differentiation  giebt: 

wie   oben. 

§.  18.  Obgleich  die  Formeln  für  F,  G  u.  s.  >v.  ganz  dieselben, 
als  für  X,  (t  u.  8.  iF.  in  §.12.  sind,  so  sind  doch  die  absoluten  Werthe 
beider  Arten  von  Grössen  nur  in  dem  Falle  identisch,  wenn  durch 
die  äusseren  Kräfte  X' ,  Y' ,  Z' ,  X"  u.  s.  w.  keine  wirkliche  Aus- 
dehnung der  Therle  des  extensiblen  Fadens  stattgefunden  hat. 
Sobald  aber  die  Länge  von  f,  g  u.  s.  w.  zugenommen  hat,  so  sind 
auch  die  Werthe  der  Veränderlichen  x' ,  y' ,  z' ,  x"  u.  s.  w.  andere 
geworden,  als  in  §.  12.,  und  die  absoluten  Werthe  von  F,  G  a.  8.  w. 
folglich  von  denen  von  A,  [i,  u.  s.  w.  verschieden. 

§.  21,  Die  ersten  drei  Gleichungen  dieses  Paragraphen  zei- 
gen, dass  die  Translalionsbewegung  des  Systems  Null  ist,  die 
letzten  drei,  dass  die  Rotationsbewegung  desselben  um  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  Null  ist.  Da  vermöge  der  Bedin- 
I  XXXV.  20 
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gungsjrleichviigen  auch   die  gegen  sei  tifi^e  Lage  der  KiJrper    anver>fl 
änderlich  ist,  so  sind  hieTniil  alle  Bedingungen  des  Gleieligen'ic 
erschöpft.     Bemerkeiiswerlh  ist,  dass  hier  und  in  §.-23,,  g.  24.  dl«^ 
drei  verschiedenen  Arten  der  Bewegung,  nelche  ein  Systet 
Kürpern  überhaupt  haben  kann,   und  die  in  g.  1.  des   dritten  Ab- 
schnitts aufgeführt  sind,  von  einander  gesondert  zur  Belrachtuiq^ 
kommen,  indem  jede  ihre  drei,  respecttve  sechs,  besonderen  Gldttg 
cbungeii  des  Gleichgewichts  hat. 

g.  25.  Die  Lage  eines  Punktes  ist  durch  die  Butfernui 
desselben  von  drei  anderen  Punkten  bestimmt,  nenn  diese  i 
in  einer  Ebene  liegen,  in  welchem  Falle  der  Punkt  zwei 
schiedene  Lagen  haben  kann.  Liegen  alle  vier  Punkte  in  ei 
Ebene,  so  ist  die  Lage  des  einen  durch  seine  Entfernungen  von 
den  drei  anderen  bestimmt,  wenn  diese  nicht  in  einer  geraden 
Linie  liegen ,  widrigenfalls  znei  Lagen  müglich  sind.  Hierauf  muss 
hei  der  Bestimmung  der  Coordinaten  :c',  y' ,  i' ,  x"  u.  s.  w.  ISr 
den  Fall  des  Gleichgewichts  Rücksicht  genommen  werden.  MbM', 
kann  die  Gleichungen,  Tnn  welchen  man  bei  der  Lüsiing  der  Adl^ 
gäbe  ansgeht,  stets  so  auswählen,  dass  jede  Zweideutigkeit  Tel 
schwindet,  ohne  eine  grössere  Zahl  van  Gleichungen  zu  faedärfei 
als  der  Paragraph  angiebt. 

%,  26.  Bertrand's  Entwicklung  der  Bedeutung  von  Ehe  ig 
sehr  gesucht,  und  ausserdem  fehlerhaft:  denn  A'Se  kann  nivfa 
proportional  mit  Ze  sein,  wenn  £,  wie  es  der  Fall  ist,  Functini 
von  e  und  aisu  veränderlich  ist. 

Eh 

bestimmen  kann,  auch  E=tp{e)  sich  bestimmen  lassen.  Wa^ 
Bertrand  in  seiner  Note  über  die  Unmöglichkeit,  E  direct  au 
bestimmen,  sagt,  ist  also  unbegründet. 

§.  33.  Zeile  8  bis  ]0  dieses  Paragraphen  muss  es  beissen& 
AiDsi,  comme  les  Irois  premieres  riquations  integrales  de  l'art.  x~ 
donnent,  pour  le  premier  point  du  lil  oü  les  quanlites  affecteofii 
de/  deviennent  =0,  statt:  Ainsi,  comme  les  trois  [iremi^reav 
eqnations  integrales  de  l'art.  30  donnent,  pour  le  premier  point) 
du  fil  DU  les  quautit^s  affectees  de  /  deviennent  alors. 


Nimmt  man  e  als    bekannt  an,    so  wird,    da 


§.  35. 
0  entweder 


erhalt  hier: 
'dx"        „02""' 


■)=«.  ^"G^'+*-|;:)=o. 


i'^O    oder    dx"  =  —  a' 


Lagrange's  analytuche  Mechanik. 


inmiiglich  ist,  neon  a"  und  b"  reell  « 
J,"— 0,    und  ebenso  il'=0, 


Si9m  =  0,     SFSm=:0,     SZdm  =  Q. 

§.  38.  Um  die  Lage  des  Fadens  anr  der  krummen  FIflche, 
deren  Gleichung 

9i  ^  pQx  +  ^^ 
ist,  lur  den  Zustand  des  Gleichgewichte  zu  heslininien.  muss  man 
die  Werthe  von  dx' ,  8t/',  8:'  und  Ton  dx" ,  dy" ,  dt"  aus  den  be- 
stimmten und  den  unbestimmten  (ileichnngen  ableiten.  Nimmt 
man  hierzu  noch  die  Gleichungen  der  Curve  des  Fadens,  so  ist 
seine  Lage  so  neit  als  mil.<:lich  bestimmt. 

§.  40.  Der  Druck,  «reichen  jedes  Element  des  Fadens  auf 
die  krumnie  Flüche  ausübt,  auf  weicher  er  liegt,  ist  fi\\-\-p*+g*. 
Also   ist  der  Gesammlausdruck    des   Fadens   auf   die   Unterlage 


wijjV^I  +p^  +  y* 


vorausgesetzt,   dasa  fi  VI  +  p*  -f  9*  eine  Con- 


stante  ist. 

§.  4L  Gegen  die  Gleichung  8il=0  ist  zu  erinnern,  dass  sie 
aus  §.  30.  abgeleitet  ist,  wo  nur  die  Unansdehnsamkeit  des  Fadens 
als  Bedingung  vorausgesetzt  wird,  «-Shrend  sie  sich  ans  §.  38., 
1V0  auch  die  zvfeite  Bedingung,  dass  der  Faden  auf  der  krummen 
Fläche  liegt,  eingeführt  ist,  nicht  ergieht.  In  der  That  weiss  man 
auch  nur  von  einem  freien  oder  auf  einer  Ebene  ruhenden  Faden, 
auf  dessen  Enden  Kräfte  cfiannend  tvirken,  dass  seine  Spannung 
in  allen  Theileo  gleich  ist. 

'Aus  Ss^O,    was  sich  aus  der  Gleichung 

I.S6S1  +  Sfi  (Si  -  pSx — qSy)  =  0 

ergiebl,    gebt  noch    nicht   mit  Noihivendigkeit   hervor,    dass   die 
Länge  der  Curve  «  des  Fadens  ein  Masimum  oder  ein  Minimum  ist. 
Wie  sich  aus  dem  Vorstehenden  leicht  ergieht,  sind  die  Re- 
sultate dieses  Paragraphen  nicjit  begründet. 

§.  A-l.     Anch  hier,  wie  bei  ^.  18.,  ist  xu  bemerken,  dass,  nb- 

20* 
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gleich  die  algebrai scheu  AiisdrOcIce  von  F  und  i  ganz  dieselben 
siod,  ihre  absoluten  Werthe  doch  nur  dann  ubereinetimnien,  fcenn 
die  Elemente  di  der  Curve  des  exten^ihlen  Fadens  keine  wirk- 
liche Ausdelinun^  erlitten  haben.  Dagegen  entsprechen  de»  alge- 
braisch identischen  Gleichungen  der  Curven  des  ausdehnf:anieD 
und  des  anausdehnsanien  Fadeiis  stets  gleiche  absolute  Zaht- 
tverthe,  auch  nenn  die  Elemente  des  ersteren  ausgedehnt  ivorden 
sind,  weil  die  Verhältnisse  von  dx'.cif.dz  unverändert  geblieben 
sind,  wie  die  Formeln  des  §.  30.  zeigen,  ßeide  Curven  haben 
daher  völlig  gleiche  Form. 

5.  44.    Wenn  man 

(§.  32.  des  vierten  Abschnitts)  setzt,  so  erhält  man  ganz  andere, 
minder  einfache  Gleichungen  des  Gleichgewichts  und  einen  com- 
plicirteren  Werth  von  F,  aber  dieselbe  Gleichung  der  krummen 
Fläche,  wie  Lagrange,  abgesehen  von  dem  Werthe  v        ~ 

j.  4tS.     Setzt    man    in    der    GloichuDg    der    krummen    Flächl 
(7=1,  80  wird  sie; 


'S"  ^x  dy 


I 


setzt  man  femer  11= — gx  und  vernachlässigt  alle  zweiten  Potei 
xen  von  i,  so  geht  sie  über  in: 

§.  40.     Da  keine  unendlich  kleinen  Grüssen  dritter   Ordnung 
in  dem  Werthe  von  sinV  vorkommen,  so  hat  man; 

.  3  8'3:a+8V+g'ta— a'i» 


'->[. 


§,  47.    Es  ist 

. (8;  +  8'i)a  (8^x38%  +  S'jf  Jff'.y  +  8»i  J8't) 

^^  —  (8*j;Hff'jH8'i*-8*'*)J  (ff«a»+8^«+8M+28i9»*+a 
Man  muss  also  setzen: 


1 

r 

/.«»/■o 
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J 

£(8. +  8=.)»                                                         ■ 

-(8"^ 

+  ^, 

2  +  S»i» 

-»',')l(8%=  +  ü^»  +  8^»+ffl<ä'.+  8fll      .            ■ 

■ 

g.  48. 

Für 

obigen 

Werth  von  J                                                       ^^^| 

(3i"  +  28.8"»  +  8«»"  +  Sy  +  8<i')' 

1=  [F+/(J+/jrBm)8s-/(ß+/ra».)8i]« 
+  [G+/('l+/A:8m)8.-/(C  +  /ZSm)8iP 
+  [ff+/(B+/}'8»,)8.-/(C+/Z3».)8j]«. 

Wenn  der  elastische  Feden  eioe  Curve  einfacher  Krümmung 
bildet,  für  welchen  Fall  Lagrange'a  Behandlung  des  Problems 
ausreichend  ist,  ao  hat  man: 


I 


Die  Gleichung  der  Curve  des  Fadens  ist: 

Ix8"j/— öyö".T)  =  P+f{A  +fXdm}Sg~fiB+f¥dm)5j:. 
4ä.     Mao  hat: 


■'  —  ds(c 


:a  ^  aSyB  ^.  aijS  4  2SiSi5  +  ÖS*)«  • 


also  nicht  constant.  Deshalb  bestimmt  man  il  am  besten  aus  einer 
der  drei  durch  die  erste  Integration  erhaltenen  Gleichungen  des  §.48.: 

l,=  [A+/Xdm  +  d.(Jd*x)]^=  [B+frSm  +  B.(J5'if)]^^ 

^>  =[C+fZdm+a.(JcPi)f£. 

'  Lagrange  setzt  in  seiner  Luaung  dm^^rBs  und  bestimmt  F 
als  die  Dicte  des  Fadens,  indem  er  stilUchtvelgend  dessen  Dich- 
tigkeit ^1  setzt. 

§.  50.  Die  Integration  der  drei  ersten  Gleichungen  dieses 
Paragraphen  ist  nur  fär  den  von  Lagrange  berechneten  Werth 
von  7  müglicb. 


Bemerkungen  ilber 


Wenn  der  elastische  Streifen  eine  Cwrve  einfacher  Kriinim 
bildet,   so  wird  die  erst«  dieser  Gleichungen ; 


=  /*+  Afmn  ipSs  —  ß/eos  9 


Bx-F  .  K 


\^20  — 2Jcos(p— 2Äßin^. 


I  J  ist   eine   neiterc 


Für  den  von   mir  berechneten  Werth   ^ 
Integration  der  Gleichung 

Jh^dtf  ~  F  +  Afaia<pBi  —  B/coa,pBi 

unmügltch. 

§.  52.  In  dem  letzten  Absätze  dieses  Paragraphen  niuss  < 
hdssen:  Mais  la  tension  du  dl  qui  est  expriniöe  par  k,  lorsqni 
le  lil  n'est  pas  elastique,  ou  par  F,  lorüqu'il  est  ^laslique  (art.  43)i 
etc.  statt:  Mais  la  tension  du  Gl  qui  est  exprim^e  par  K  oa  pa 
F,  lorsque  Ig  Gl  n'est  pas  ritastique  {art.  43),  etc. 

Weit  ds  in  dem  Werthe  von  Se  veränderlich  ist  für  den  Fi 
der  Ausdehnbarkeit  des  elastischen  Fadens,  so  muss  nach  de 
von  mir  berechneten  Werthe  von  e  zu  dem  Werthe  von  Se  not 
hinzugefügt  werden  : 


Zu  dem  Werthe  von  i$£d«aind  also  noch  hinzuzufügeji  die  Glieder 


''ö*a7»+ea5»+av+2Si3=j+e.« 


\d^xHS^j''-ti^H^S^+Bt 


Das  letztere  verwandelt  sich  in : 


=r> 


Lagrange^t  anatpUuke  Meeäantk.  2fl6 


is''a««'' 


8«j» 


=  8«*" 


dd«' 


^   (  X(8«a;''»+a«y''«+a«j''»+28»''a««"+a»"«)  5 

+  8  V  +  8»y » + 8«z'»  +  28*'8  V + ai'* 

£'8««' 

y"(8«a:'«+8^'«+8*t'«-8««'«)(8»a;'*+8^'»+8^'H2a»'8««'+aj'«) 

+  ^ö  •  ga^2  ^.  82^2  ^  g2  ja + 2050««  +  da^  ^* 

+  jS8.    ^  ■ -      —  fflg, 

V^(a«a?2+aay2^  32,2  _  32,2)  (a«ara+8V+3*«H23«3««+Sf*) 

Also  müssen  zu  dem  Werthe  von  SE^e  hinzugefügt  werden  die 

Glieder: 

— g2^«2+g2y//2^.322//2_(.  28«''aV+8Ä''***^ 

'    J  X(8«:r''*+8«y''»+8«z''«+28**8*»''+8»''«)  ) 

.   £'«'8»' „, 

■•■  a«a/«+^*«+8V*T2S?8VTä?» 

£'8«i' 
+  —  -         ■  ■    •  8V 

V"(8«x'Ha»y'*+8V«-8«»'»)(8«:r'H8^'Ha*z'«+28*'8«*'+8»'») 

/  £;(c8««+a») 

~  *V8«j;»+8«y«+8*t*+28»8^-|-a«» 

-  Eeds 

~  **  •  8«^+aV+3^H^28iavFl? 


-8. 


iSds. 

V  (8«a:H8v+8***-9**')(3*«*+a^Ha^H2a«a>#+ai^/ 


§.  64.    In  der  EntvHcfclung  der  Gleichung  dieses  Paragraphen 
finden  sich  im  Texte  Druckfehler;  sie  wird: 
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0=     S[JKm— 8.(;L8a:)  +  8«.(ft8?ar)-88.(i;a»ar)]dar 
+  «[FSm— 8.(%)  +  8a.(|tt8«y)— 8».  (i*32^)]^y 
+  S\Zdm  -  8.  (ä8z)  +  8«.  (ft8«2)  —  8».  (yiH)'\  d« 
+  [l^dx"  -  8.  (f*''8«:r'')  +  8«!  {v"d^x")'\ba^' 
+  [fA"82a:''  -  8.  (v"8  V)] 8dj:" 
+  i;"88:r"8«da:" 

^.  [x"8/  -  8 .  (^'^  d^")  +  8« .  (v'^a  V)]  ^y" 
+  ^"S'iy"  -8.  (v"8V0]  8  V 

+  [k'^Bz" — 8 .  (^"8««") +8«.  (v"8V0]  &" 
+  [^''8«2"— 8.  (v"8V0]  8«2" 
+  v"8  V8«&" 

—  [X'dx'  —  8 .  {^'8aa:') + 8« .  (^'8»^:')]  fc' 
.  -[f*'8«ar'-8.(v'8»a?0]8da:' 

-v'8V82da?' 

^[r8y-8.{^'82y)  +  82.(v'8V)J(Jy' 

— v'8'y'8*%' 

—  [V8z'— 8.  {ft'aazO  +  8«.  (v'8V)]  dz' 

—  [f*'8«z'— 8.  (v'dh')]  ddz' 
— v'8»2'8%'. 

§.  58.    Aus  v'  =  0  folgt  noth wendig  8v'=0  (vergl.  aach  §.  54. 
und  §.  56.),  60  dass  man  bat: 

f*'(8^'8«a?'  —  8a:'8«3^0  =  %'  —  i?ar'  +  F, 
f*'(82'8«a?'  —  8a:'8V)  =^2'  —  6V+G, 

also  durch  Elimination  von  ft': 

il  (y'8i;'  -  z%0  +  Ä  (2'8a?'  -^x'Bz')  +  C{x'dy'  -  y'8ar0 
+  Fdz'  —  G8y + Hda/  =  0, 

welche  Gleichung  sich  umformen  lässt  in : 

82'«[^(y-y')-  F(ar-a:')]8//i-8^'S[-X(2-20-  ^(*-ar0]8m 

+  8j:'ä[  F(«— 2')  —  ^fy — y0]8»»=  0. 
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in  dieser  Gestalt  ist  die  Gleichung  besonders  geeignet,  um 
nachxuM'eiseo,  dass  Tiir  den  Fall,  vio  der  Hteire  Fadea  die  Form 
einer  geraden  Linie  hat,  das  erste  Glied  vnn  sellist  Mull  vrird, 
worin  die  völlige  Unbeweglichkeit  des  Fadens  ausgesprochen  i«t. 

:  beiden  Glei- 


Uur 
;hungen 

ch  Elimination  von  ^'  Ahult  man  ferner  di 

b 

dy'^x-  —  Sx'd^       Ay'  —  Bx' +  F  _ 

welche  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  der  auf  den   steifen 
Faden  wirkenden  Kräfte  angeben. 

§.  59.  Mit  Unrecht  behauptet  Lagrange,  dass  l,  ft,  v  die 
Kräfte  ausdrücken,  welche  der  Variation  der  Functionen  «,  ß,  y 
unter  der  Einwirkung  der  auf  den  Faden  wirkenden  Kräfte  Wider- 
stand leisten;    diese  Kräfte  haben  vielmehr  die  Werthe: 


I 


y=:ni  folgen,  wo  «  constant  ist,  was  bei  einem  Kürper,  wel- 
cher drei  Dimensionen  hat,  nicht  inüglich  ist,  und  eben  so  wenig 
bei  einer  Curve. 

§,  63,  Die  Gleichungen  des  ersten  und  zweiten ,  Falls  des 
vorigen  Paragraphen  entsprechen  den  Gleichungen  der  zweiten 
Abtbeilung  des  zweiten  Capitels  und  die  Gleichung  des  dritten 
Falls  der  des  §.  5H.  Die  Gleichungen  des  dritten  Abschnitts  ent* 
sprechen  nur  im  Allgemeinen  den  hier  behandelten  Fällen. 


Die  Gestaltveränderung,  welche  die  Theilcben  einer  Flüssig- 
keit bei  einer  unendlich  kleinen  Verschiebung  erleiden,  wird  durch 
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die  Formel  des  Gleich genichts  aus^edriit^bt ;  dagegen  wird  d 
leichte  Geivegllchkeit  der  Theilcheti  nicht  in  die  J^pracbe  At 
Calcüls    abersetzt.      Jedoch    konimt  sie   in    anderetj,   abgeleitet) 


Formeln  zum  Ausdruck;    %.  B.  in  §.3 


iebenteu  AbschnitI 


eben 


Abschnitt. 


Eige, 


tnllicb  re^ultirt  die   Variation  hi  ai 
der  Linien  p,  q,  r  u.  6.  ti 

g.  6.     Uie  beiden  Krälte   J2'  und  J7"  sind  dei 
,  auf  nelcbe  sie  wirken,  direct  proportional. 

j.  7.    Da  die  Gtei 


S(Pap  +  08i/  +  fi3r  +  .. 


.)=0 


für  einen  beliebig  gestalteten  Caiial  gilt,  so  gilt  sie  für  die 


i  der  Flüssigkeil,  da  i: 


sich  diese  aus  vielen  CanäJen  i 


iNgesetzt  d< 
§.  tj.     In  der  Gleichung 
&W  =  P&p^-QSg-\-RST^....^SiSPdp~dP5p  \-8Qdq~bQ8q 
+  dRdr—SRÖT-l-....) 


ist  Pip  +  Qdq-\-RST-{-....  noth' 
nen   Gleichung   des    GIeichge< 
Zeichens  Null 
sigkeit  sich 


I  der  allgen» 
ivichts    die    Glieder    ausserhalb    d< 
Aber   selbst  dann,    »enn   die  Flu 
heiden    Enden    verschlossenen  Canal  be» 


findet,  können  Verschiebungen  der  äussersten  Theile  des  Fluidums 
aach  der  Seite  der  Flüssigkeit  bin  eintreten,  und  äp,  ög,  Sr 
sind  also  nicht  =z.O. 

Ferner  ist  P  geHÜbnlich  nur  Function  von  p,  Q  von  ^,  lÜ 
von  T,  u.  8.  w.,  und  deshalb  Pdp  +  Qdq -y  Rdr  +  ....  ein  vollständi- 
ges Differential. 

1   f^p+Qd<f  +  Rdr+....  in  XBx 

md  ebenso  Fand 
I  Antven- 


g.  9.     Wen 
wandelt  wird,  « 
Z.  an   findet   d 
düng,  nnd  man 

PSp+QS</  +  Rdr+... 
a  X  Function  von  j:,  i/ 
e  Methode  de»  vorigen 
hat: 

in  Xdx  + 
1  ist,  und 
Paragraphe 

sx 

81'        ax 

-n- 

SP      BZ 

f- 

11. 

Von  den  drei  Gi»s. 

8Jv       j  « 

destens  eine  einen  negativen  Werifa  haben,  da  nicbt  olle  drei 
Seilen  des  Parallelepipeituins  bei  der  Verschiebung,  welche  das 
Volum  nicht  abändert,   ;^rüsser  werden  krinnen. 

g.  13.  Der  Werlh  von  costt  ist  nicht  nothwendig  unendlich 
klein,  sondern  kann,  als  Summe  zneTbr  Differenlialquotienten ,  eine 
endliche  Grüsse  sein.  Ebenso  die  Wertbe  von  cos^  and  cosy 
in  §.  14. 

ßei  der  Berechnung  des  Werlhes  von  c'osa  vernachlässigt  tnan 
die  Potenzen  von  der  /weiten  Ordnung  an;  aber  diese  sind  nicht 
notbwendig  unendlich  klein,  weshalb  die  ganze  Berechnung  feh- 
terhall  wird. 

§.  17.  Es  ivird  bei  dieser  ganzen  Entnickelung  vorausgesetzt, 
dass  die  Krüfte,  wekhe  auf  die  Tbeile  der  ringsum  Treien  Flös- 
gigkeit  einwirken,  sich  selbst  das  (Jleichgetvicht  halten,  ein  Fall, 
der  in  der  Wirklichkeit  nur  selten  vorkommt.  Nimmt  man  an,  die 
Flüssigkeit  befinde  sich  in  einem  Umfasse  und  der  Widerstand  der 
Geiaasvrände  rufe  das  Gleichgewicht  hervor,  so  geht  die  allge- 
meine Gleichung  des  Gleichgewichts  in  §.10.  über  in: 

S(XS3;-t-r5i/-i-ZSi)dm  +  Si.SL—S(X'dx+¥'Sff-i-Z'3i)=0. 

wo  X',    F',  Z'   den  Widerstand  jedes  Punktes   der  Wände  und 

idens    des    Gelasses   nach    den    Richtungen   der  Axen   der 

Gleichung  verwandelt  sich   durch 


X,  ij  und  1  bezeichnen. 

>  Substitutionen  in 


+  S(l"d/'  — A'V)&j:Bx+  Ä(rÄr-i'di')9:ray=0. 


Man   hat  also   I 
Gleichgewichts  ■■ 


mde  unbestimmte  particulSre  Gleichangen   des 


/•  =:(rZ-g)S;r3y0z. 
,  dass  das  ganz  mit  Flüssigkeit  angefüllte  Ge- 
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^^ 

^H          fäsB  die  Form   eines  Würfels   habe,   deese 
^H           n>  sei,    und  dasa  ,9  die  Schnere  bezeichne 

r>  innerer  Raominball 
,  so  ist: 

^H                       SZ3m=n»  (1+  2  +  3  + ....  +  n)ghn  = 

t'-^S^m. 

^M                       Sr8m=^'i(i  +  2  +  3  +  ....  +  n)ngdm  = 

»■(«tl)s8„i. 

^H                         SMm  =  »»(n  -f  ])(/B;h  ; 

^H           ferner 

^M                          Zdm=nffSm,     {n~l)ghm,     (n-2)jSiB, ....  sSh.  ;                     | 

^^m                           T8m  =  Xdm=gBm,     2g8m,     'igBm, 

....sSv.                         1 

H 

^L            J'  =  (i7r-|^)S:r%9i,    (2ffr-gi)03:e7;Bi, 

(3jr-|i)B:tSj8. 

<».9r-|^)  Brf^B.; 

^B             r'  =  07r-|)9:rejSi,     (%r-|)  5:^9^07, 

(3i,r-|)a.8v8j,..J 

<"»'■- l'^-^ys.« 

^B            Z'  =  («ffr-|V^3j9i,     [(«-I)5r-|j9:r%8: 

[(„-%r4;]8,8^ 

....  (jr-g)a:rö,ffl^ 

^H                    FQr  jeden  Punkt  der   horizontalen  Oberfläche  der  Flüsslgke^f 

^H             hat  man,  wie  in  g.  18.,  die  Gleichung  ^.  =  0. 

"'"'  SJ-  S  ""■•  S 

^^B             bleiben  in  obi|>en  Gleichungen  unbeatinimt.     Man  miisEte  l,   ä.  h.^| 
^H           den  Druck,  welcher  auf  jedes  Fliissigkeitstheilchen  von  allen  Sei-  1 

^^|i           ten  gleichmässtg  einwirkt,  kennen,  um  ^^>^-^ä~  berechnen  ZH^| 

^H 

1 

^B                   Es  folgt  aus  der  Gleichheit  von  ||.  ^^ 

und  s-,  dass  X',   y^M 

^H          und    Z'  rOr  jedes  l'lüssigkeilstheilchen    in 
^^M          schiebt  gleich  sind. 

derselben   Horizontal.! 

^H                 §,  20.    Die  Dichtigkeit  mus»  in  jeder   wagerechten  Schicb^S 
^^M            welche  von  zwei    unendlich   nahen  wagerechten  Flächen  begrenzt:^| 

Lagi-ange'x  analpHsche  laeehatUlt. 


8(11 


drNckbarkeit  der  Flüssigkeit,  welcho  liei  Lagrange  noch  als  Ge- 
«etz  gilt,  in  wagerechten  Schichten  \on  jeder  noch  so  grossen 
Dicke  gleichfiirmig  sein,  und  es  müssen  sich  die  Schichten  nur 
von  oben  nach  unten  nach  ihrer  zunehmenden  Dichtigkeit  anordnen. 

g.  n.     Uie  Formel  filr  den  Druck  in  jedem  Punkte  der  Flüs- 
sigkeit ist; 

friXdx-^Ydy\-Zdz)   oder  fr{Pdx^-Qty-\-Bdz). 

^m    §.26.    Die  Bedingungen  färdie  Identitätderbeiden  Gleichungeo 


1A 


^coDst.     umi 


^a  +  /fj  +  C«  = 


:l 


mltlA  —  f  _  A^       mNA—f_  A^ 
mLA      ~ß«'         mLA      "  C»' 


Note  IV.,   von  Bertrand. 

{  Statt  f  ist  in  den  Gleichungen  (1)  und  (2)   zu  seilten  :      ■.■ 

W  f 

l'Durch  Elimination  von    ^    zwischen  (!)  und  (2)  erhält  man: 

(3)  (jl/-iV)(H-i»)(l  +  0=Z.(Ä'«~A*), 


i 


■4)  (j--i«)  [(i+i'xn-ny"  ^?-y"  ^-]=o- 


g.  28.  Die  Gleichung  der  Gestalt  der  äusseren,  freien  Ober- 
flBche  der  Flüssigkeit  ist : 

ß'iXdx  +  Tdij  +  Zdi)  =  K 
und  nicht 

Sr{Xdx  +  FSj  +  Ä9t)  =  K. 

§,  33.  Im  dritten  Absätze  dieses  Paragraphen  muss  es  beissen : 
On  »oit  d'abord  que  l'introduction  des  variations  S^,  i^,  S^  n'ap- 
porte  aucun  changement  aus  ^quations  qui  doivent  avoir  lieu  pour 
touB  les  jioints  du  Quide,  et  qui  resultent  des  termes  affectes  d'une 
triple    Integration,    parcequ'en    egalant  a  zern  les  coäfücients   de 


SJ 


/Sit, 
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Sx,  Sy,  Si  A&OB  cee  termee,  les  ternieB  (\u\  cnntiennent  les  varlj 
tioii?  6^,Sij,  ii  di^paraisKent  en  nieme  temps.  8latt:  On  roit  d'aboi 

que parcequ'en  ^galant  ä.  zriro  les  coefficieiits  de  Sa:,  5t),  Sz  dan 

c«8  termes,  les  variatioos  dg,  8r},  6^  disparaUäent  eii  meme  temps 

§.  36,     Gegen    den   in  diesem  Paragraphen  geführten  I 
Ifisst  sich  eianenden,  dass  die  lutegration  von 

■- 15 +  &;'''»'' 

ein  blosser  Pnrroaliemus  ist,  da  jedes  dieser  Integrale  ohne  Wet 
teres  =^  0  ist  wegen  der  Uijalihängigkeit  der  Variationen  d|,  ätj,  i 
heziebungsneise  von  z,  y,  1. 

§.  39.  Nach  Lagran^e's  Methode  erhalt  man  keinen  hesoq 
deren  Ausdruck  Tür  den  Wideretand  des  Bodens  und  der  WäDd« 
des  Gefüsses.  in  welchem  sich  die  Kti'issigkeit  befindet,  obgleich 
dieser  Widerstand  eine  wesentliche  Bedingung  des  Gleichgewicbt« 
aller,  auch  der  inneren  Klüssigkeitstheile  ist.  Die  Summe  dei 
Momente  der  auf  die  inneren  und  die  begrenzenden  Tbeile  dei 
Flüssigkeit  nirkenden  Kräfte  ist  =0:  das  ist  die  Formel 
Gleichgewichts,  in  welcher  der  Widerstand  der  Gefüsswände  still 
schweigend  als  bekannte  Grossen  vorausgesetzt  wird.  Man 
also  die  Formel  so  zu  deuten,  dass  die  Summe  der  Momente  da 
der  Flüssigkeit  eigentbümlichen  Kräfte  und  die  Summe  der  Mo 
mente  des  Widerstandes  der  Wände  sich  Gleichgewicht  halte» 
für  den  Fall  des  unbeweglichen  Gefässes. 

Diese  Formel  ist,  was  die  darin  wirklich  ausgedrückten  Krfift< 
betrifft,  unabhängig  von  dem  Gesetze  der  Gleichheit  des  Druck« 
nach  jeder  Richtung,  Lagrange's  Plane  (§-60  geroSss,  wahrem 
die  von  mir  zu  g.  17.  gegebene  Formel  sich  auf  dieses  Gesetz  stfitst 


j.  4.    Es  iet 

F  =  const.  -friX8x+  Ydy  +  Zhi). 

§.  5.     Man  muss  hier  die  Wärme  &  nach  der  durch  sie  ber 
vorgerufenen  Ausdehnung  der  Gasarten  bestimmen,  so  dnss  z. 

•266",  6C.=2, 
533«,  2C.=3, 


gesetzt  wird. 


j.  7,     Auch  für  I 


inoe's  analytische  .Vechonik. 
II  in  ein  Gef^s  etngeschl 

ich    7U    §.   17. 


Gas  könnte 
'origeo  Ab- 


t(s  aufgestellt  halie,  inrlem  man  blos  X  mit  —e  verlauscht, 
is  gelten  alle  daraus  abgeleiteten  Fulgerun^en,  ausser  dass 
»egeu  des  ringsum  geschlossenen  Gefässes,  nirgends  £=^0  hat. 


.   M.     Der  richtige  Werlh  von 


L 


J   e 


weiter     T  h  e  i  I. 
Die  Dynanifk. 

reter    Ahschiiilt. 


g.  '2.  Lagrange  sagt,  man  könne  den  Werth  der  beschleu- 
nigenden Kraft,  welche  in  jedem  Augenblicke  auf  das  Bewegliche 
wirkt,  bestimmen,  indem  man  die  in  diesem  Augenblick  hervor- 
gerufene Geschwindiskeit  mit  rfer  Dauer  dieses  Augenblicks,  oder 
den  Terniöge  derselben  in  diesem  Augenblick  durchlaufenen  Kaum 
mit  dem  Quadrate  der  Dauer  dieses  Augenblicks  vergleiche. 
Letztere  Behauptung  ist  ungenau:  denn  man  hat,  wenn  fj  die 
Schwere,  Sd  die  in  einem  Augent)lick  dt  durch  dieselbe  hervnrge- 
Fufene  Geschtvindigkeit  und  ht  den  durchlaufenen  Raum  bezeichnet; 


a« 
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Formeln,    «reiche  für  jede  gleichiiirtnig  beschleunigte  Bewegung 
gelten. 

§.  15.  Im  «weiten  Absätze  mus8  offenbar  gelesen  werden: 
D'Alembert  a  donn^  dcpuis,  ä  ce  principe,  une  plus  grande 
ätendue,  en  faisant  vnir  ijue  si  chaque  corps  est  sollicite  par  une 
force  acceleratrice  constante  et  qui  agisse  suivant  des  lignes  pa- 
ralleles, ou  qui  soit  dirigee  vers  un  point  fise  et  agisse  en  raison 
de  la  distance,  le  centre  de  gravite  dott  dt^crire  la  meme  droile 
ou  courbe  que  si  les  corps  etaieut  (ihres;  statt:    Ü' Alembert  ...., 


le  cfiDtre  de  gravite  doit  decrire  li 
^taienl  libres. 


Bemerkiitigen  il6er 

Gourbe  i|ue  si  les  corps 


Zweiter    Abschnitt. 

g.  6.     Es  ist  falsch,  wenn  hier  gesagt  wird,  dass  die  Kräfte' 

m^x     mS^y      mS'^z     . 

's7ä~'    "äja  '      fl.a  ■    "o  entgegengesetzten  ainne  genommen,    so 

dase  sie  die  Linien  j:,  y,  i  zu  verkleinern  streben,  den  wirklicbeD' 
Kräften  P,  Q,  R  u.  s.  w.,  welche  al»  die  Linien  p,  q,  r  u.  s.  w^ 
zu  verlfleinern  strebend  angesehen  werden,  das  Gleicbgew 
halten  müssen:  denn  im  vorhergehenden  Paragraphen  haben  wif 
die  Gleichnng : 


g.  a-    Nach  den  Feststellungen  des  g.  7.  hat 
nommen. 


S{P&p-VQ&t,-\-RST-\-....)s 

streng  ge- 


x  —  l=Dx,    y—m  =  Dy,     ±-n  =  Di, 
und  Ds  als  das  Element  der  Curve;    also  auch: 
X — l      Dx       y — ffl Dy       i— ji Di 

T^-Th'  ''~i^-'Ds'   ~r"~£rjf' ''■^■"■ 

Da,  J)ß,  Dy  werden  offenbar  als  constant  angenommen;  nmA 
sie  ebenfalls  veränderlich,  so  wird  der  Werth  für  Sr: 

Da  der  Widerstand  proportional  dem  Quadrate  der  Geschwin-, 
digkeit  des  sich  Bewegenden  wSchst,  also  ebenfalls  eine  regel- 
m&esig  beschleunigende  Krallt  ist,  welche  aber  der  Bewegung  des 
Systems  der  Kürper  entgegenwirkt,  so  nimmt  die  uligemeine  For- 
mel der  Dynamik  folgende  Form  an :  ■ 

■\-S{P&p-YQSq  + ....)  m  +  RSt  =  0. 

§,  n.  Wirken  die  Stosskrgfte  P,  Q,  R  u.  8.  w.  auf  alle  Kör- 
per des  Systems  unniittelbar  ein,  so  hat  man: 

S(xSx  +  ySy-^i3i)m+SiPdp  +  Q3g  +  R6T+....)=0. 
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Wirken  aie  aber  nur  auf  irgend  einen  Korper  m  des  Systems 
unmittelbar  ein,  die  Bewegung  wird  aber  von  diesem  dem  ganzen 
System  mitgetheilt,  so  wird  die  Bewe^ungsgleichung : 

S(iöj7+^%  +  i&)m  +  P^p  +  eö^+Ädr  +  ....=0 


Dritter    Abschnitt. 

§.  9.  Das  Princip  der  Flächenräume  wird  hier  nur  ßir  den 
Fall  bewiesen  y  wo  das  ganze  System  der  Körper  eine  gemein,- 
same  Drehung  um  einen  festen  Punkt  hat;  es  gilt  aber  auch  für 
ein  ganz  freies  System  von  Körpern ,  die  verschiedene  Drehungs- 
geschwindigketten  besitzen  können  (§.  16.  des  ersten  Abschnitts). 

§.  10.    Es  ist 

folglich : 

§.  11.    Indem  man  die  drei  Gleichungen 

auflöst,  und  die  daraus  sich  ergebenden  Werthe  in  die  Gleichungen 

^  (!?-*)  „=^C-. 

substituirt^  nachdem  man  vorher  die  Werthe  von  x^  y^  %  in 
X* i  y* y  %'  eingeführt  hat,  erhält  man  schliesslich  die  drei  Glei* 
chungen  des  §.  10. : 

Theil  XXXV.  21 
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^.  15.  Wenn  in  ganz  freien  {Systemen  Rotationen  um  irgew 
einen  Punkt  im  Räume  durch  Stossbräfte  hervorgerufen  «lerd« 
do  kann  man,  wie  in  diesem  Paragraphen  gezeigt  wird ,  eine  sold 
BewegunR  stets  in  eine  Rotation  des  Syelems  um  seinen  fichnei 
punkt  und  in  eine  Translalionsbewegun^  des  Schwerpunktes.  : 
legen.  Dasselbe  findet  natürlich  Statt  bei  Rntiitioiien  eines  gaiii| 
freien  Systems  um  irgend  einen  Punkt  im  Raunte,  die  durc* 
äussere  beschleunigende  KrSfte  hervorgerufen  iverden  (§.  12.). 

j.  17.  Z.  7.  und  Z.  13.  dieses  Paragraphen  muce  x,  y,  z  «talt 
X,  y,  1  gelesen  werden. 

Wirken  bei  einem  festen  Körper  von  beliebiger  Gestalt  die 
Slosskräfte  nur  auf  einen  Punkt  desselben  ein,  so  sind  derei 
Momente : 

C=X3—¥x,    B  =  Zx-Xi,    A=Ft  —  Zy. 

während  die  Werthe  von  A,  B,  C  in  x,  y,  i  unverändert  ble 
beo.  Wirken  die  Stosskräfie  auf  mehrere  Punkte  a:,y,  i,  x' ,  y' , 
u.  8.  w.  des  festen  KOrpers  ein,  so  sind  deren  Momente: 

C=  Xy  ■]-  X'y'  -^^ ....—  Yx—Y'x' —...., 

B=Zx  +  Z'x'^..^—Xz  ~X-z'  — ..-, 

^=Fi+  Y'x'  +„.-z,  -zy  - 

§.  18.  Wenn  irgend  ein  rotirendes  System  von  Kürperii  duro 
die  gegenseitige  und  allmähliche  Einwirkung  seiner  Kiirper  uiivei 
änderiich  oder  zu  einem  einzigen  festen  Körper  wird,  so  erleide 
die  Rotationsbewegung  keine  Aenderung,  es  mögen  die  sich  an 
ziehenden  Körper  ihre  relative  Lage  und  ern  oder  nicht  (vergl.  §.  7.}. 


Note  V., 


Bertraud. 


Die  Integrale  a,  b,  c  sind  stets  positiv,  dagegen  können  vott 
den  Integralen  d,  e,  f  zwei  negativ  sein;  folglich  ist  def  stets 
positiv,  und  es  muss  also  immer  abc^def  sein,  wenn  aVt'tfl 
y^e*f*  ist 

Wie  Bertrand  selbst  anführt,  wird  aber  für  eine  gerade  Linie, 
welche  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  geht,  der  Aus- 
druch  (3)  gleich  Null,  und  also  ist  die  Gleichung  (I)  doch  nicbt 
schlechthin  unmöglich. 


§.  20.  Offenbar  ist  Lngrange  durch  seinen  vor  der  Vollen- 
dang  der  zweiten  Ausgnbe  der  analytischen  Mechanik  erfolgten 
Tod  verhindert  worden,  seine  am  Ende  dieses  Paragraphen  aus- 
gesprochene Absicht,  später  (im  neunten  Abschnitte)  directe  Mit- 
tel anzugeben,  um  zu  den  Gleichungen  dieses  Paragraphen  zu 
gelangen,  auszuführen. 

§.  24.  Betrachtet  man  in  den  drei  Gleichungen  des  g.23.  &  als 
constant,  so  erhält  man  in  den  drei  Gleichungen  des  §.  24.  anf 
der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  0,  und  erspart  also 
Lagrange's  Entwickelung,  die  sich  auf  die  unmögliche  Annahme 
giOndct,  dass  &•  veränderlich  sei,  nenn  A,  B,  C  constant  sind. 


I 


r^.  25.    Die  Gleichnng  zur  Bestimmung  von  «  ist: 

+  [g(l-  m)  (»I  -n)  +  /J(7i-'2(+".)  +  SO'  +  i'-SD]»" 
+  [/-((-Ol)  (»-()  +  54C»  -2m  +  0  +  /■(/«  +  A«-2,»)]. 


§.  V.   Setzen  wir  <7=0>A=Ound  fiir  diesen  Fall /",/',»!', 
statt  fj  I,  m,  n,   so  erhalten  wir: 

.[r(f-m')(n' -(')  +  /">]  =0,     ■■=S=2l'. 

Diesen  Formeln  entspricht; 

1)  i  =  0,    w  =  0.     2)  /''=0.     Also  nach  den  Gleichungen  des 
§.25.  l'=m'=n'.     Mithin  s  und  u  willtührlich. 


3)  /•'  =  V(f-ni')(/'-n').     Daher  nach  den  Gleichungen  des 
§.25.: 

und,  wenn  wir  die  Gleichung  cos^A -f  cos^fi-f  co8*v=:l  zu  Hülfe 
nehmen ,  ^ 

Nehmen  wir  an,  es  sei  cosA  =  0,  so  das»  cosV-f-cos'v^l,   eo 
ist  1  =  90",  imd,  wenn  sowohl  cosp,  als  cosv  grösser  ab  0  ist. 
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Aber   ea   ist  liies  iiur  einer  von  den  vielen  möglichen   Ffitler). 
ind  die  Annahme,  Hass  diese  Wertlie  von  X,  s  und  u  den  beiden 
iideren  Wurzeln  der  Gleichung  des  dritten  Grades  von  *  entsprechen, 
daher  eine  rein  nilllEÜhrliche. 
Streng  genommen  ist 


I 


C08v  =  J:  V  1  — cosV^  +  smf«. 

tang2fi  =  +  -r_— , . 

ivoraus  sich  für  den  Wintel  ft  zwei  Paare  von  Werthen  er^^eben, 
in  deren  jedem  die  Winkel  um  90°  differiren.  Man  kann  sich  aber 
beide  Paare  der  in  der  Ebene  der  y,  i  liegenden  und  sich  recht- 
winklig treflfenden  Linien  mit  den  Axen  der  j)  und  i  zusqmnien- 
rallend  denken,  so  daes  sie  sich  zugleich  decken,  wenn  man 
f  =  Q  setzt. 

Setzt  man  C08il=0  und  enaft.  und  cosf  abn-echselnd  =1  and 
^0,  so  erhält  man  die  zweite  und  dritte  Rotationsaxe  unmittel- 
bar mit  den  Axen  der  y  und  i  zueanimeDrallcnd.  Man  bat  näm- 
lich   für   GO8il  =  0,  G06f«  =  l,  GOSV^O: 

_         _o 


Tvodnrch  die  Lage  der  zivetten   Rotationsaxe,   mit  der  Aze  der  « 
zusammenfallend,    bestimmt  nird. 

hat  man  für  cosil:=0,   cosft  =  0,   cd8v=1: 


vroduTcb  die  Lage  der   dritten   Rotationsaxe,    mit  der  Axe   der  i 
zusammenfallend,   bestimmt  wird. 
Die  Gleichung 

f'{cos^v — co8*fi)  +  (»i'  — n')co8(icosi'^0 
liefert  für  beide  FSlIe  /■'  =  0. 

§.  29.  Die  hier  gemachte  Annahme  />m,  m>n  widerspricht 
äer  gegebenen  Gleichung  f'  =  0.  Denn  filr  f'^0  muss  nach  den 
Gleichungen  des  §.  25.  entweder  l'=.m'^n'  sein,  oder  wenigstens 
/'  =  m'  oder  auch   /'  =  n'. 
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Die  Anoabme  i-  =  m'=H'  liefert  keine  Maxinia  und  Minima 
dieser  Fnnclionen  von  t.  Setzt  man  aber  ahwechselnd  V:=m' 
und  /'  =  »',  so  erhält  man  Maxima  und  Mioima,  und  zugleich  die 
Lage  der  zweiten  und  dritten  Rotationeaxe  mit  der  der  Axen  der 
y  und  1  übereinstimmend. 

Man    hat  nämlich    Tür   l^=m,    tn  >  n : 

/  und  m  Maximum,   n  Minimum.    l-\-m  Maximum,   /-fn 

und  m-l-w  Minimum, 
t=  CD,  M=:0,    (vergl.  meine  Note  zn  §.  27.,  unter  3)) 
1  =  900,    ^  =  00,    v=öOo, 
so  daas  dte  zweite  Rotation saxe  mit  der  Axe  der  y  znsammenfallt. 
Man  hat  ferner   für   ^=r,    n  >  nt: 

d  »  Maximum,   m  Minimum.     l-\-n 
id  m  +M  Minimum, 


so  dass  die  dritte  Rofationsaxe  mit  der  Axe  der  i  zusammenfallt. 

Wenn  Lagrange  in  diesem  Paragraphen  das  Masaenelement 
Dm  „Moleciil"  nennt,  so  darf  man  darunter  nicht  das  „Moleciil" 
oder  „Atom"  der  Physiker  verstehen,  indem  das  Massen  dement 
Dm  schon  ein  Haufen  von  Atomen  ist.  (Vergl.  den  achten  Ab- 
schnitt des  ersten  Tbeils,  §.  3.) 

§.  3L  Da  die  Lage  der  Axen  der  x,  y,  i,  welche  zugleich 
die  Hauptaxen  des  Körpers  sind,  ganz  beliebig  ist,  so  ist  es  un~ 
n<~tbig,  in  die  für  diese  Coordinaten  geltenden'Formeln  die  Coor- 
dinaten  x' ,  y',  i'  einzuführen.  Die  drei  Gleichungen  des  §.  17. 
geben: 

^^  (/+«)«  =  ß. 

Wird  .'1=0,  B=0,  C=0,  so  wird  anch  if.  =  0,  m=0, 
qi^O,  weil  /,  m,  n  für  einen  Knrper  von  drei  Dimensionen  nie 
Null  werden  kann.  Aber  selbst,  wenn  der  rotirende  Körper  eine 
gerade  Linie  ist,  kann  man  den  Hauptaxen  eine  solch»  Lage 
geben,  daes  keine  der  Grössen  /,  m,  n  Null  ist,  dass  also  ^,  rä,  tp 
Null  werden. 

Die  Hauptaxen  können  nicht  im  Körper  fest,  also  zugleich 
mit  ihm  drehbar  sein;    mithin  sind  /,  m,  n  ursprünglich  veränder- 
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Hefa.  Aber  da  die  obigen  deichungen  fiir  jeden  Werth  von  /,  m,  n, 
der  einer  beliebigen  gegebenen  Lae;e  des  Körpers  entspricht,  gel- 
ten, so  sind  diese  Grüseen  eis  tvillkuhrliche  ronstantea  zu  be- 
trachten. 

§.  37.  Wenn  man  annimmt,  dass  die  mit  6  bezeichneten  Varia- 
tionen eniilich  seien,  so  erhült  man: 

J .  S™  (i»  +  i» +  ;■)  =  - 2Sm  [(»i)«  +  (äj)" +  («.)»] . 
woraus  man    ersieht,    dass    die  Variation    der    lebendigen    KräRe 
negativ   und  gleich   der   doppelten  Summe  der  lebendigen    Kräfte 
ist,   welche   von   dem  tiescbivindiglieiteverluet  der  verschiedenen 
Punkte  herrühren. 

Bertrand  bemerkt  mit  liecht,  dass  die  Ausdehnung  des  in 
diesem  Paragraphen  vorgetragenen  Satzes  aul'  ein  System  von 
Körpern,  welche  auf  veränderliche  Weise  mit  einander  verbunden 
sind,  nicht  zu  rechtferligen  ist. 

§.  39.     Ich  vermisse  in  der  Fassung,  ivelche  Lagrange  dem 
Princip  der  Icleinalen  Wirkung  giebt,   die  Angabe  der  Bedingung, 
dass    die  Verbindungen    der   verschiedenen    Kürper   des    Systei 
unter  einander  unveründerlicb  sein  müssen,  welche  aus  dem  Prii 
cip  der  lebendigen  Kräfte  hervorgeht. 

§.  iß.     Wenn  Lagrange  eagt,    die  Gleicbung 


fUS[ 


PSp  -t-  QSy  +  ßär  +. .. 


a(* ' 


gelte  für  alle  müglichen  Variationen,  so  ist  dieser  Ausdruck  nll« 
dings  zu  unbestimmt;  aber  er  ist  richtig,  sobald  man  ihn  nur  aof 
die  vermöge  der  Bedingungsgleicbungen  möglichen  Variationen 
bezieht. 

Die  Unterdrückung  des  Integralzeichens  /  bedarf  keiner  wei- 
teren Rechtfertigung,  indem  die  Differentiation  der  Gleichung  dei 
Masimums    oder   Minimums    stets  ausführbar   ist,    wohl  aber   diA; 
Division  der  differenziirleu  Gleichung  durch  Sf  dadurch,  dass  8(eii 
ganz  willkührliche,   aber  von  Null  verschiedene,   unendlich  klei 
Giüase  ist. 

Cebrigens  kommt  ee  Lagrange  nur  darauf  an,  zu  beweieei 
dass  die  Gleichung 

PSp  +  0^9  +  Rir  + 


leiiS 


< 


■{■Sxd.K 


et    Jf" 
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fUr  jeden  AagenblicL  gilt.     Mit  Bcheiot  es,  dass  er  sie  wegen  die- 
ser Eigenschaft  eine  unbestimmte  Gleichung  nennt. 

§.  42.  Eine  genauere  Betrachtung  des  Integrals  fBtSmu* 
zeigt,  dass  Aas,  Princip  der  kleinsten  Wirkung  sich  auf  folgenden 
Ausdroek  bringen  lässt:  das  Integral  des  Prodacles  aus  dem  Ele- 
ment der  Zeit  in  die  Summe  der  augenblicklichen  lebendigen 
Krärie  aller  Kiirper,  von  dem  Augenblicke  an  genommen,  no  die 
Kürper  von  den  gegebenen  Anfangspunkten  ausgeben,  bis  zu  dem, 
wo  sie  an  anderen  gegebenen  Punkten  anlangen ,  ist  ein  Maximum 
oder  Minimum. 

Es  erhellet  hieraus,  dass  die  Benennung:  Princip  d«f 
grlissten  oder  kleinsten  lebendigen  Kraft  auch  nicht 
recht  passend  ist.  i 


1 


Vierler    Abschnitt. 


5.  I.     Der  Vortheil  der  hier  angewandten  Methode  der  Trans- 

fqrniation  der  Variablen  besieht  namentlich  darin,  dass  die  Varia- 
tionen, der  neu  eingeführlen  Variablen  vom  Integralzeichen  S  un- 
abhängig werden,  indem  man  letztere  so  auswählt,  dass  deren 
Variationen  für  alle  Kürper  des  Systems  identisch  sind. 

§.  2.     Eine    Vergleichung    mit    j.  3.    des   zweiten    Abschnitts 

zeigt,  dass  Lagrange  mit  Unrecht  von  den  Kräften  Wn/ä'  ^'^' 

nigfi  behauptet,  sie  rühren  nur  von  der  Trägheit  der  Kürper  des 

Systems  her. 

§.  6.     Betrachtet  man  das  erste  Glied  der  Gleichung 

ASx'i-B3i/  +  CSf{-....  —  A'S^—ß'5ii,—  C'S<p  —  ....=BZ'—8Z 

genauer,  so  sieht  man,  dass  es  zwar  ebenfalls  Differentiale  mit 
der  Charakteristik  S  in  sich  enthält,  aber  kein  genaues  Differen- 
tial ist. 

§.  7.  Es  erhellet  leicht,  dass  die  umgewandelte  GrCsse  nur 
unter  der  Voraussetzung  richtig  ist,  dass  die  Variationen  d|,  f^j 
Sip  u.  B.  w.  vi>m  Integralzeichen  S  unabhängig  sind. 

g.  10.  Wenn  man  keine  Variablen  anwenden  kann  oder  will, 
deren  Variationen  vom  Integralzeichen  S  unabhängig  sind,  ho 
bleibt  nichts  übrig,  als  unbestimmte  partikuläre  Gleichungen  der 
Bewegung    zu    bilden,    welche    für  jeden    einzelnen    Kiirper   des 


in 
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I 


Syateru«  gelten,  und  dieee  mit  den  Bedin^ogsgleichungen  zi 
bitiiren,   entweder  mittelbt  der  Eliminationsmethode  oder    luittelifc 
deT  Methode  der  Multiplicutoren. 

g.   14.     Am   Ende    des   ersten   Absatzes    dieses   ParBgra))h< 
mSsiste   es  heissen : 

Quoii|ue  nous  ayons  Ai^h,  moritie  comment  ce  principe  räsnll 
de  notre  formule  generale  do  U  Dynatnique  (secl.  III.,  art.  34.) 
ne  sera  pas   irutile   de  fiiire   voir  que   les  equations  particuli^rei 
deduUes  de  celte  formule  fournissent  toujours  une  ^quatiui 
grable  dont  rint*j|>rale  contieiit  le  principe  de  la  conservation  di 

forces  Tives.    statt :     Quoique  nous  ayoiis  d^jä  moDtre foul 

DiEsent  toujours  une  equation  iDtögrable,   qui  est  celle  de  la  ci 
servation  des  forces  vives. 

Wenn  die  Grüesen  T,  L,  ]tt  v.e.  w.  auch  die  Variable  i 
entbleiten,  so  nürde  dadurch  vreder  die  Bildung  der  Difierential^ 
ST,  dL,  bM  u.  s.  \v.,  nocb  die  Integralion  der  Gleichung  rerhi» 
dert  werden;  wohl  aber  wird  dadurch,  dass  V  nicht  existirt, 
Bildung  der  Gleichung  unmöglich,  welche  das  Prlncip  der  Eihal 
long  der  lebendigen  Kräfte  liefert. 

§.  IS.     Die  vollständige  Variation  von  F  ist: 


Weil  aber  S.z= 


5jäa^  + 

¥"+ 

«s  =  «j. 

.  8.  W., 

I  wird  obiger   Ausdruck 


Wenn  ce  unendlich  klein  gesetzt  wird ,  so  mass  SF  unendlii 
klein  sein,  so  dass  es  ^nuf  wird,  mit  Vernachlässigung  d 
Glieder,    welche  höhere  Potenzen  von  a  enthalten. 


Der  Werth  von  Qm  als  Function  von   D  ist : 


und  man  hat  folglich : 
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—  (7  entspricht  dem,  tcas  liagraufie  Ihn  nennt,  uad  — ED  der 
PuDction    V. 

Da  bei  Lagrange 

H=T\  F 

iet,  80  hat  B  in    dieser  Note  von  Bertrand   denselben  Werth, 
nie  —H  in  der  Mricanique  «nalytique. 


III. 

In  dem  am  Ende  von  §.  III.  beßndlicben  Satze  ist  zu  lesen; 
On  peut  remarquer  que  les  equations  qui  composent  la  denxiäme 
iigne  du  groupe  (8)  forinent  un  Systeme  ä  part,  dana  leqtiel  ne 
figarent  pas  pi,  pi,  —  pk,  et  permettent,  par  consequent,  de 
calculer  les  inconnucs  91,  q^,....qk  en  fonction  du  temps  et  de 
toutes  lea  valeurs  initiales  (f/i)o,  (9i)o>  —  ('/*)oj  (Pi)oi  (Pa)o> ■— Cp*)o' 
statt;  On  peut  remarquer  que  les  equations  qui  composent  la  pre- 
miere  Iigne  du  groupe  (8)  forment  un  syst^me  a  part,  dane  lequel 
ne  Ggurent  pas  pi,  pi,,.,.pk,  et  qui  perniettent,  par  consequent, 
de  calculer  les  inconnues  ^ , ,  ^^,....^1,  eii  fonction  du  temps  et 
de  toutes  les  valeurs  initiales  (91)0.  (fs)«»  -■■■  (9<t)ai  ^P\)o'  (Pa)o>-"- 


Dl., 


dt  ~?lpi' 


partielle  Differentialgleiciiung  erster  Ordnung,   nicht  aber  zweiten. 
Grades  rück  sichtlich  der  partiellen  DlfferetitialquotieDteo  von  S.  tl 


Die  Gleichnngen  (16 

).iDd: 

i     t=^^ 

t^f. 

ofglkh  ancb: 

Sgl 

mV-T) 

8,. 


Das  Zeichen  S  in  dem  Werlha  von  SV  bezieht  sich  auf  die 
Variation  aller  Constanten,  welche  in  f,',  <if,....q»',  /i, ,  p„  .... pn 
enthalten  sind. 


Bley:    Bemerkunijen  über 


B  ist  Gonatanl  infolge  des  PHncips  der  Erbaltung  der  lebe» 
digen  Kräfte,  also  &H  von  (  unal)hängtg. 


Aufrallend   ist, 
milton  mittheilt. 


dass   BerlraDd   i 


Fünfter    Abschnitt. 

§,  3.  V  ist  nur  Function  von  |,  i|i,  tp  u.  s.  w.,  wenn  die  Kräfte 
nach  lixen  Centren  oder  nach  Körpern  desselben  Systems  hin 
lien,  und  Functionen  der  Entfernungen  von  den  Ceotren  sind. 
Ohne  die  Erfüllung  dieser  Bedingungen  gieht  es  äberhaupl  keine 
Function  F  nach  den  Feststellungen  des  §.!).  des  vorigen  Abschnitts^ 

g.  4.     &  bezieht  sich  hier  einzig  aof  die  Variationen  der 

kQbrIichen   Constanten,    welche    in  den    Werlhen    der    Variablen 

I,  1^,  tp  U.S.  VI.,    I',  i/r',  tp'  u.s.vr.,  von  tvelcheii  Z  Function  ist, 
Mithalten  sind.  • 


§.  7.    Wenn  man  in  den  Ausdruck 

/I^S.^^-\-A^S^S.-\-JtpS. 


I  irgend  einer  Aufgabe  der  Dynamik  abgeleiteten  i 
der  Variablen  l,  iji,  ^  a.  s.  w.,  |',  ^',  tp'  u.  s.  w., 
Functionen  von  t  und  den  iviilkGhrlicheu  Constanten  ausgedrückt  ' 
sEad,  substituirt,  so  verschwindet  die  Variable  t  von  selbst,  tvie 
immer  die  Variationen  der  (villköbrlicben  Constanten  in  den  mit 
den  Charakteristiken  S  und  ^  versehenen  Grüssen  beschaffen  sein 
mögen. 

T  ist  der  halbe  Werth  der  lebendigen  Kraß  des  ganzen  Systems. 

§.  10.  IVlir  scheint  die  Bemerkung  Bertrand's  zu  diesem 
Paragraphen  nicht  nur  Überflüssig,  sondern  selbst  ungenau.  Er 
sagt,  ä|,  di|/,  ^9  U.S.W,  bezeichnen  die  Variationen  der  Functio- 
nen, welche  die  nillkübrlicheii  Constanten  ersetzen  und  welche  in 
jedem  Probleme  vollkommen  bestimmt  sind,  so  dass  ihr  Werth  J 
eine  Function  der  Zeit  ist,  deren  Variation  nichts  Willkührliches 
hat.  S^,  Sijj,  6ip  u.  s.  w.  bezeichnen  die  Variationen  der  Functio- 
nen  |,  V,  tp  u.  s.  w.  doch  nar.  Insofern  man  blos  die  Veränder- 
lichkeit der  willkOhrlichen  Constanten  berücksichtigt;  und  nur,  in- 
dem man  die  Variation  der  Zeit  vernachlässigt,   kann  man  sagen. 
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dasB    diese   Variatiooen    nichts   Willkübrliches  in  sich    enthalten, 
weil  sie  nämlich  gleich  Null  werden. 

§.13.  Wenn  |,  i^,  qi  u.s.  w.  als  Functiooen  von  m,  jS,  jr  n.B.  w., 
tt',  ß',  y"  ü.s.w.  und  t  gegeben  sind,  so  Icann  man  sie  auch  als 
Functionen  von  a,  ß,  y  u.  s.  w.,    ;i,  fi,  v  u.  s.w.  und  t  daistsUen. 


<ßy^' 


'='*4X- 


9.  22.  Die  Gleichungen  des  §.8.  sind  unvollständig,  da  xu 
dem  ersten  Gliede  ein  Ausdruck  addirt  werden  muss.  Daher  ist 
auch  die  Gleichung 

r+p=fi+/(fas+|f8*+^8»+...) 

unvollständig.  Sie  wird  aber  richtig,  wenn  man  H  und  die  in  den 
Wecthen  von  T  und  V  enthaltenen  willkührlichen  Constanten  als 
veränderlich  betrachtet;  und  da  für  den  Fall  der  Ahwesenheit 
störender  Kräfte 

ist,  so  muss,  wenn  störende  Kräfte  da  sind,  ebenfalls 
S(T+  V)=0.    (vergl.§.  10.), 


SSl^, 


BSl„ 


sein;    und    da  — H  als 
dert  werden  kann, 


willkührlicbe  Constante  i 


31S  lHt!n    ßemerkimgeit  über 

8//=  51-81  +  5^8*+ ä^8!P+-. 

§.  34.     T  bezeichnet  aucb  hier  die  Hälfte  der  lebendigen  Kraf 
des  Systems. 

Uebrigens  kommen  die  Eigenscbanen ,    welche  in  diesen)   Ab- 
schnitte an  der  Function  T  aiirgefunden  worden  sind  (§.  1.,  §.  24.)J 
ebenso  der  Function  IT  ku. 


Das  Bweite  Glied  der  Gleichung  (5)  ist  =0,  weil  die  Indices 
i  und  i'  unter  einander  vertauscht  werdeu  künnen. 

Ganz  unverstäiidlicb  ist  mir  übrigens  folgender  Satz:  8i  l'onfl 
döduit  des  equalions  (8),  (9),  (10),  (II)  les  valeurs  de  s^  gr"*a 
3    0«      B    8|3        8    9^  .     ,      ,  ,         j>    i-  A-       : 

Bl  8^'    dtS^'   dt  8^.  P""^  »""'^  '""  ""'""^^  •""  '""''*=*  '  ' 
qu'on  les  reporle  dans  l'equation  (5)  qae  nous  voulons  d^tnontrer, 
OD  obtiendra  uiie  idetitite  (?). 


II. 

Wenn 

B  =  Fa(7),,  9)a, ....,  9!2*)=  Fa(«,  (3,  .. 
ist,   so  ist 


iß-r .iJ 

iß.  7 >1 


8F,  8^     SJ\Sr,     df\SF,     8jF,8fi 
''*'  "'"  8o    eß  ~  Sß    8«  +  dß    8r        8,    Sß  +  - 
8F,  8F,     8f\  8F, 
■■■■+  8«    8J       8i    ?r' 


aller  man  sieht  nicht  ein,  wie 

/SF,  SFi     lf\  8F,-i 


M,B)  =  (.,B(^j-  aj— 8p--^^;+(«.)■)(■ 


■8/\  8f;     8/;OTb^ 


I.agrnnge's  analytische  Itechanili. 
III. 
Der  Beweis  dieises  Lehrsatzes  ist  zu  va^. 


Es  bliebe  zu  betveisen  übrig,  dass  die  beiden  Fälle,   in  ivoti 
eben    der'Poisson'sche  Lebrsatz    illusorische    Resultate    gieb;^! 
mittelst  des  in  §.  111.  bewiesenen  Lehrsätze»  innig  verknüpft  woi^J 
den  sind. 

Die    Gleichung,    welche  ausdrückt,    dass  ß   ein   Integral  ist, 
hat  folgende  Form: 


Bertrand   vernachlässigt  das  Glied    st    ohne  Weiteres. 

In  dem  Beweise  des  Lehrsatzes,  welcher  den  eigentlichen 
Gegenstand  dieses  Paragraphen  ausmacht,  ist  auf  S. 427.  zu  lesen: 
Si  ft  est  moindre  que  2A-— 2,  il  existera  des  integrales  indepen- 
dantes  de  Celles  lä,  ainsi  que  de  a  et  de  ^|.  statt:  !Si  fi-f  1  est 
moiridre  que  2k — 2,  il  existera  des  integrales  etc. 

Der  Beweis  dieses  Lehrsatzes  ist  übrigens  vielfach  ungenau: 
namentlicli  wird  vorausgesetzt,  aber  nicht  bevriesen,  dass  es  ft 
Integrale  giebt,  welche  von  a  und  ß,  verschieden  sind,  und  mit 
a  combinirt  der  Poisson'schen  Gleichung  die  Fomi  0^0  geben; 
ferner  werden  die  beiden  verschiedenen  Fälle  eines  identisch 
Constanten  Integrals  und  eines  solchen,  welches  Function  der  vor^ 
hergehenden  ist,  als  identisch  betrachtet 


■  ^  Sechster    Abschnitt. 

g.  1.  Der  letzte  Satz  des  ersten  Absatzes  dieses  Paragra- 
phen: La  meme  chnse  aura  lieu  etc.  fiele  am  besten  weg;  als 
Erläuterung  aber  müsste  er  anders  gestaltet  werden. 

t  Aasdrücke  .,,f 

a:  =  a +  al|  + flSt  +  n3(p +  ....  + «'U"  + .-, 

y  =  b  +  bH  +  f)'2^  +  63g)  +  ....  +  6'I£»  + ...., 

t  =  c  +  clg  +  c2ij)  +  cS?)  +  ,...  +  c"!!»  + .... 


Sl8  Btey:    Brmerkunpen  i76er 

gelten  für  jeden  Kiirper  m  des  Systems ;  es  haben  also  z.  I 
x',  x" ,  a^  n.  s.  w.  denselben  Werth,  nie  a:.  Vergl.  den  folgei 
den  Paragraphen. 

g.  3.    Aus  den  (Gleichungen  F  =  B  und   T=0,   welche  fl 
den  Zustand  des  Gleichgewichts  gelten,   erhellet,   dass  die 
bindung  der  einzelnen  Kurper  des  Systems  unabhängig  von  t  ge- 
dacht wird,  was   im  Zustande  des  Gleichgewichts  oOenbar   statt*' 
finden   muss.     Es  findet  aber  nach    §.  1.  auch  im  Zustande    der 
Bewegung  statt. 

Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  müssen  auch  f^ 
den  Zustand  des  Gleichgewichts  gelten:  denn  man  bat  für  leta- 
leren 8V=0,  und  nach  Abschnitt  11.  des  ersten  Theils,  g.  13. 


folglich  ist  es  nur  nütbig,  dass  8.t 


ST 


=0 wirklieb  stat^ 


werden,  was  wegen  =^^;u,    ^^^\j,    -^ 
findet.    Lagrange's  Grund:    putsque  le   systöme  y   ^tant  un« 
fois,    y  resterait  loujonrs  de   lui-meme,    ist  nichts  anderes,    als 
der  Ausdruck  in  Worten  für  die  Gleichungen : 


dfl~ 


ee* 


=  0..... 


§.  4.  Im  zweiten  Absätze  dieses  Paragraphen  muss  offenbar^ 
gelesen  werden:  et  il  n'est  pas  difficile  de  voir,  par  les  fonnii- 
les  gän^rales  d'^limination ,  qae  la  r^snltante  en  k  sera  d'un  degr^ 
^gal  au  nombre  des  equations,  et,  par  cons^quent,  ^gal  ä  cetui 
des  equations  diffdrentielles  proposeeu;  statt:  et  il  n'est  pas 
dilGcile  de  voir,  par  les  formules  gen^rales  d'elimination ,  qae  1«^ 
r^BuItante  en  k  sera  d'on  degr^  ^gal  &  celoi  des  Equations  etc. 

Um  die  Gleichung 


Integriren  zu  kCnnen,  muss  man  |  =  /^0  setzen.  Man  kann  hier-  1 
sn,  wie  Lagrange,  /■(!)  =  £ sin (iVA  +  e)  wählen;  aber  man  I 
fcfinnte  noch  einfacher  aach  f\t)  =  8ia(tV/c)  oder  f(t)  =  co»(tvJt}  1 
setzen,    mit  Hinweglassnng  der  willkChrtichen  Constanlen. 

Dass  man  die  Grössen 


[3]J  +  [1.3]4P.  3] /•+■■■■ 
(3)J  +  (1.3) +(2.3) /•+....' 


einander   sleicbsetzen,    mit  k  bezeichnen,    und   aus  diesen  Gl^  I 
chuiigen  die  n  verscliiedenen  Wertlic  von  U,  von  f,  von  gv.s.i^  l 
bestimmen  niuss,    ergielit  sicli   aus  der  Ueschaffenheit  der  Diffe-  I 
rentialsleicbungen   der  üevregung  (§-3.}:    denn  nur  die    biernadl 
tiestimmten  WerlLe  von  |,  i(i,  <p  ii.  e.  iv.  (^.4.)  genügen  denselben. 


§.  6.     Der    DiffereoliulqDotient 


2KS^K—8/i.^ 


nach  /*  ist 


@.  7.  Lagrange  behauptet,  daas,  wenn  eine  von  den  Wuit 
zeln  k',  k"  u.  s.  iv.  imaginär  nird,  reelle  Esponenttal^rüsBen  a» 
die,  Stelle  der  entsprechenden  Sinusse  oder  Coeinusee  treteoa 
Setzt  man  z.  B.  Je=V~\.    so  vitA: 


I 


I 


2,.'r-i+.V=i 

1 


r+-)l 


t'-i+S— ••+'*^->"- 


5+....)] 


Bin 

I 


1+-)] 


die  ExponentialgtSssen  imaginäi  sind. 


Blty:     BemeTkiingejt  über 
.  8.    Aus  clef  Formel 


{■eht.  da    g^.   ^^,   gastet«  reell 
T  stets  positiv  ist.     Da  nun  A  aus 


tind,    nothirendi«  hervor,    das» 
T  entsteht,  inileni  man  in  dem 


gegebenen  Wetthe  von    T  die  Differentialquotienten  ^i 
-      07  "■  s.  •> 


durch  (gj 

51 


•  in  1,  /■,  5  u.  s.  w.  venvandelt,  d.  h. 
iividirt,    so  folgt,    dass  auch  A  nolhv 


dig  positiv 


ist,  weil    K,    ootiinendig  stets  reell  ist.     Hingegen  ist  es   faUcfa, 

ZD  sa^en,  dass  T  in  dem  Werthe  des  g.  2.  aus  der  Summe  meh-, 
rerer  Quadrate,  ivelche  mit  positiven  CoefGcienten  versehen  sind^l 
bestehe:  dies  gilt  nur  von  dem  ersten  Theile  dieser  Griisse;  .der] 
zweite  dagegen  enthält  f,  g  u.  s.  w,  und  Producte  aus  je  zw» 
derselben,  multiplicirt  mit  poHÜiven  oder  negativen  CoefGcienten.  1 
Es  ist  also  auch  falsch,  zu  sagen,  dass  A  nothnendig  stets  posi- J 
tiv  ist,   wenn  f,  g  u.  s.  w.  reelle  Grössen  sind. 

Die  Grösse  B  ist  nothtvendig  positiv,  wenn  die  darin  befind-' 
liehen  Coefßcienten  dasselbe  VoTKoichen  haben,   wie  die  entspre-1 
chenden  CoerScienten  von  A\    ist  dies  nicht  der  Fall,  so  kann  sie  1 
negativ  werden.     Da  die  Coeflidenten  consfante  Grössen  sind,  so] 
folgt,  dass,  wenn  B  positiv  ist,  und  die  darin  befindlichen  CoefB-^ 
cienten  dasselbe  Vorzeichen  haben,  wie  die  entsprechenden  CoellS- 
cientei)  von  A,    die  n   verschiedenen  Werfhe  von  B   alle  positiv 
sind,  was  mithin  ebenso  von  den  n   verschiedenen  Werthen  von 
k  gilt.     Stimmen  die  in  B  befindlichen  Coerficienten   mit  den  ent- 
sprechenden CoefGcienten  in  ^  hinsichtlich  des  Vorzeichens  nicht  i 
durchaus  überein,  so  können  die  w  verschiedenen  Werihe  von  B,  ' 
folglich  auch  von  k,  entweder  alle  negativ,  oder  positiv,  oder  ein  J 
Theil  positiv,  ein  Theil  negativ  sein.     Nur  wenn  alle  Werihe  vonj 
k  positiv  sind,   ist  die  Auflösung  anwendbar. 

Da  die  Variablen  |,  if,  <p  u.  s.  w.  nothwendig  stets  reell  sind,  ' 
80  sind  auch  f,  g  u.  s.w.  nothwendig  stets  reell;   und  da  die  con- 
stanten  CoefGcienten  in  B  nothwendig  reell  sind,  so  ist  B  selbst,   1 
mithin  auch  k  stets  reell.    Imaginäre  Wurzelnertbe  von  k  können  \ 
also  nur  scheinbar  sein. 

§.  &.    Im  ersten  Absätze  dieses  Paragraphen  kann  hinter  den  1 


rayp's  itnatslUelie  Vec/i/i/ii/i.  il2] 

Ton  a  r=Ä+  V ,  et  qiie  P'  ne  contient 
les  variables  |,  ili,  q>  etc.,  qu'ä,  la  seconde  dimen^inn,  il  s'ensuit 
que  F"  sera  un  minimum  oii  ud  maximum"  xugesetzt  werden: 
„dans  l'ölat  d'etjuilibre,". 

Wenn  P  im  Zustande  des  Gleirhgewicbfs  ein  Maximum  ist, 
nn  ist  V,  aUo  auch  B  stets  negatit,  und  alle  NVerIhe  von  k 
e'iad  ruiglich  auch  negativ;  daher  entbalteü  die  Werlhe  der  Va- 
riablen S,  i|),  <p  u.  8.  IV.  nur  solche  Glieder,  no  t  ausserhalb  des 
Sinus-  und  Cosinuszeichens  steht,  und  das  Gleichgewicht  kann 
nicht  slat>il  sein. 

g.  10.  Wenn  V  im  Zustande  des  Gleichgewichts  weder  Maxi- 
mum, noch  Minimum  ist,  &o  sind  eioige  von  den  Wertben  von 
V£  nothwendig  imaginär;  von  den  ülirigen  reellen  können  einige 
gleich  sein.  Uann  enthalten  die  entsprechenden  Glieder  der  Werthe 
von  ^,  if;,  <p  u.  s.  w.  reelle  Exponentialgrüssen  von  t  und  alge- 
braische Potenzen  des  Kreisbogens;  und  das  Gleichgewicht  kann 
nur  bedingungsweise  stabil  werden,  wenn  die  CoefGcienten  dieser 
Glieder  Null  werden,  was  vom  Iniliulzuslande  des  Systems  abhängt. 


§.  11.  Die  sehr  kleinen  Excursionen  der 
per  des  Systems  sind  in  g.  1.  mit  n,  ß,  y  bez 
man  «,  ß,  y  als  die  respecliven  £xcursinnen 
ben  nach  den  Richtungen  der  Axen  der  x,  y, 
iVIan  hat  für  a  den  Werth : 


verschiedenen  KilN  1 
eichnet  worden,  wo  I 
eines  jeden  dersel''  fl 
z  betrachten  mus^'L 


«=aU+o2if.  +  n3.p  |-....+a'l|*+....  =  Cnl  +  a2/-  +  o3j')E'sin(Ji+£0 

+  («HaV"+«%")E"sin(«+0  +  C«l+''2r+«V")E'"8in('=+0 

+  ....  +  (a'J  +  «'2/"«  +  «%"')E'«sln=(^+0  +  .... 

und  für  ß  und  y  ganz  analoge  Werthe.  Der  Ausdruck  für  eine 
ganze  geradlinige  Schwingung  jedes  Körpers  »t  des  Systems  ist 
also: 


2Vß'  +  p»  +  r* 
=2v[(d'2+B"'+C'»)£"sin*(:i+E')+C'*"Hß"HC"«)£''»sin«(:i+j") 

+  2(J'.J"  +  ß'ß"+CC")£'£"sin(7r+r')sin(jt+E") 
■n  +  (^"'»+B""'-|-  r''»)ß"'«sina(«-|-E™) 

■  +2  {A-A"-  +  BB"  +  C-C"")  E'E"'  sin  (™  +  e')  sin  (tt  + 1"') 

^■•l{A'^A•^'\B■^B'"-{V■V-)E^^E'•'M^{7t-\-c^■)B\^^[^^n^-■■■■^, 


^a-Ueil  XXXV 
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A'  =nl  4  i^f  +  «3«,'.     B'  =61  +  bif  +  «y,  .. 


^,  i|),  93  u.  8,  w,   bezeiclineti    hallie   Schtvinfjunsien   eines    iidel 
mehrerer  Kfirper  rfea  Systems,  iniltelst  deren  die  halbe»  Schw' 
gun^en  säninitticher   Körper    lieatimml  «erden.     Von   1%,  2i^, 
bann  gesagt  werden,    dass   sie  als   aus    einlachen   Schwingungen 

ivelehe  denen  Her  Pendel  von   den  Längen     t,  <    -^i,*    St?  « 


analog   sind,   ziisnmnien!;egetzt  angesehen    werden   können: 
nicht  Ton<  den  Schwingungen  jedes  K(ir|ieri)  m    de«  System«,   wie 
übiger  Ausdruck  für  3  V  a^  -|-  ß^-t-y^  zeigt,  in  irelcheiu  nnr  aof  die 
ersten  Potenzen  von  |,  if»,  71  u.^.v.  in  den  Werthen  von  a,  ß,  f 
Rücksicht  genommen  worden  ist;    aacb  nicht  Tun  'la,  'Iß,  "1 


Alle  Folgerunireii ,  vi 

eiche  L 

agra 

„ge  i„ 

diesen 

Paragraph« 

aus 

seiner    Uehauptunu 

zieht. 

sinil 

n.ilhie 

r.i.eh 

wie    ■eb« 

Be 

rlraoil,    in  einer  «nil 

eren  Be 

zieh. 

ns,    he 

merkt  hat. 

g.  12.  Wenn  die  Wcrlhe  der  Grössen  VW,  VÄ",  Vi"  u.  s.  *i 
incommeasurahel  sind ,  so  clnd  es  auch  die  Schwingungszeitei 
und  der  Körper,  welcher  die  Escursionen  |  macht,  kann  nnr  i 
dem  Falle  wieder  in  Peine  Trühere  Lnge  zurückkehren,  wena  di 
Coefficienfen  E' ,  E",  E"  u.  s.  w.  alle,  mit  Ausnahme  eines  eir 
eigen,   Null  sind. 

§.  13l  Wenti  in  der  Bedingmigsgielchung  I-  =  0  die  Glieder 
der  ersten  Dimension  fehlen,  so  ist  nicht  nur  A^:i),  sondern  auch 
jeder  seiner  ersten  [tartiellen  Differentialqunlienten. 

Wenn  man  die  in  diesem'  Paragraphen  anf>egebene  Mefliode 
der  Lüsong  von  Aufgaben,  welche  Bedin^'ungsgleichnngen  enthaf- 
ten, in  denen  die  Glieder  der  ersten  Dimentiion  fehlen,  anweif' 
det,  so  erh.^lt  man  Differentialgleichungen  von  derselben  Foi 
wie  in  g.  4.,  mit  dem  Unterschiede  jedoch,  dass  sie  die  unbe- 
stTmniten  Goefficienten  l,  fi  n.  s.  w.  enthalten.  Lagrange  schlKgt 
vor,  diese  xn  eliminiren  oder  zu  hestimmen,  iveun  sie  als  constant' 
angesehen  werden  können;  da  man  aber  nnr  so  viel  Gleichungeo 
bat,  als  unbekannte  Gi'össeti  k,  f,  ff  u. «.  w,,  so  ist  es  schwer, 
einzusehen,  wie  hier  eine  Elimination  oder  Bestimmung  van  \,  ^ 
u.  B.  w.   möglich  sein  soll. 

g.  li.  Es  fst  sonderbar,  dass  Lagrange,  indem  er  die  Kraft 
(9  als  von    einem  Körper  luni  anderen  variabel  befrachtet,    nicht 
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auf  t)ie  Ursache  dieser  VeTünderlichleeit  znrückiieht,  shuilem  Snsaer- 
lich  O  als  eine  Function  der  Zahl  jedes  Körpers  in  der  Reihe 
anEiieht.  Offenbar  ist  O  auch  Function  der  Masse  der  sich  an- 
ziehenden oder  ahstossentlen  Kilrper ;  und  Indem  man  nur  die 
Wirkung  der  zunächst  an  einander  i?''l«£''"ß''  Kürper  in  Betracht 
zieht,  und  die  der  von  einnnder  entrernteren  negen  ihrer  Klein- 
heit vernschläsai^t,  bat  man: 

H-o  ,DmDm  das  Product  der  Massen  it»eier  zunächst  eele^ienen 
Kürper  vorstellt. 

JLi-  '6-     Der  Werth    des    vollständigen  Inttgrals    SyD^j:   bt : 

§.  lU.  Dx,  Dy,  Dl  sind  Elemente  von  Linien,  a,  b,  c  sind 
in  der  Zeit  constant,  alier  im  Räume  veränderlich,  iveil  «lie  die 
Coordinaten  der  verschiedenen  Kiirper  des  Systems  Tür  die  La^e 
des  Gleich i^enichls  sind.  Daher  kann  man  sie  nicht  nach  d,  wob) 
aher  nach  D  diSerenziire».  |,  i;,  ^  dagegen  sind  soivohl  in  der 
Zeit,  wie  im  Räume  veränderlich;  sie  kitnnen  also  eben»«nwohl 
nach  3,  als  nach  D,  differenziirt  werden.  Die  Werthe  von  Dsr, 
Dy,  Öl  sind    mithin   On -f />|,    Db  ^  Dri.    Dc  +  D^. 

*  kann,    als  Function  von  Ds,    = /)*"  gesetzt  werden;    also 


TTiuciii   man   uie  »enr  KiBiiie  uriiHs«   fy?      ^'  ~fi'F     ^  '  Tif 
bezeichnet  und  deren  zweite  und  höhere  Potenzen  vernachlässigt. 
Folglich  ist 

^^^  D^-«  =  (Ö/-+ «)"-'  =  O/-' +  (n  - 1)  «/)/■-»  =  ^-f^"«. 

j}.  21.     Man  kann  den  Gleichungen    dieses  Paragraphen   nach 
der  Anmerkung  zu  §.  14.  folgende  Form  geben: 

CTO  tOmDm  das  Proifoct  aus   der  Masse  des  beliehigen  Körners 
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DitL  in  dio  Masäe  des  zunächst  vorher!>ehetiden  ilJm  vorsli^U 
Ilaher  kann  man  obige  Gleichung  auch  eo  schreilicri : 

8^1     8»il       jM        8'n. 
8(«+a»»^  +  aiiS6'+8o8c' 

-'"'""' Lof -'''' (,Ty  +  TOT  +  «7 j  !="• 

WD  sich  der  CoefUcient  ,Z>m  auf  die  Masse  des  vnrgehenden  Kü 
pers  bezieht,  ferjflichen  mit  tleni  Körper,  aui'  welchen  sich  die  : 
den  anderen  Gliedern  enthaltenen  Grossen  beziehen. 

Die  beiden   anderen   Gleichungen   werden  -ebens"   behandel 

§.  ^.     We^en    des  in   der  Anmerkung    zu    g.  14.    gegebene 
Werthea  von    F  erhält  man   folgenden  Werth  von  F: 


Wenn  dagegen  die  Entfernungen  Ds  gegeben  und  unveräi 
derlicb  sind,  so  hat  X  den  Werth: 

§.  33.  Die  unabhängigen  Variablen  |,  -41,  ip  n,  s.  w.  in  §,4 
sind  hios  in  der  Zeit  veränderlich,  und  werden  daher  alle  bltfl 
mittelst  ^  und  Constanten  bestimmt.  Dagegen  bezeichnen  |,  t},  ; 
in  diesem  Paragraphen,  wie  a,  ß,  y  in  §.  1.,  die  Excursionen  dt* 
verBchiedenen  Kürper  des  Systems  nach  den  Richtungen  der  Äxea 
der  X,  y,  t..  und  sind  also  in  der  Zeit,  »ie  im  Räume,  verfindetf 
lieh;  sie  können  aUo  als  Producte  einer  blossen  Function  von  : 
und  einer  nur  im  Räume  veränderlichen  Grosse  dargestellt  werdeif 

§.  24.  Die  erste  Gleichung  des  Torigen  Paragraphen  mil 
.¥,  F,  Z  liefert  beim  Entwickeln  der  Differenzen,  wenn  die  Cae& 
licienten  constant  sind  : 


wenn  die  CoelBcienlen  aber  veränderlich  g 


r 

Liigrani/e's  nnali/tHche  Mechanik. 

325 

.-^. 

F-Gif 
-       Df 
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-X) 

\(^ 

:^y.x^x,^<f0,r,-n- 

!-Z). 
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n 

h 

-'4f  <-•-->-. m^^ 

f  Die  Werlhe  von  X„+,.   K„+i,  Z„+i  sind 

von  der  Forin : 

vo  j4,  B,  C  rotiunale,    ^anze  Functionen  Hes  (b — l)sten  Grades 
■011  k  sind,  und  ^',  B' ,  C  eben  soluhe  Functionen  vom  nten  Grade. 


Da  man  beim  Elimii 
drei  linearen- Gleichunge 
eine  Gleichung  auf  Ii  to 
Werth    dieser  Grössen 


ren  der  GrCssen  T, ,  i\,  Z,  aus  den 
von  der  Form  ^'JV,  +  ß'f,  +  CZ,  =0 
Snten  Grade  erhält,  so  kann  man  dei) 

IS   diesen  Gleichungen   nur    bestimmen. 


wenn  eine  derselben  als  gegeben  betrachtet  wird. 

g.  25.  Auch  hier  haben  die  vollständigen  Integrale  |t ,  l^  u.  s.  vr., 
Tji,  ija  U.S.W.,  £|,  U  U.8.W-.  doppelt  eo  viel  willktihrliche  Con- 
stanten £',  E"  n.a.w.,  i',  i"  u.  s.  w.,  als  die  Anzahl  der  Varia- 
blen betrügt;  nSnilich  bei  3n  Variablen  6n  nillkührliche  Constanten. 

Lagrange  sagt,  es  sei  unmüglicb,  dass  das  System  jemals 
wieder  seine  erste  Lage  annehme,  wenn  alle  Werthe  von  k  in- 
commensurabel  sind.  Offenbar  meint  er  die  Werthe  der  Wurzeln 
von  k  {vergl.  §.  12.J. 

r.  =  Oslod  die  Werthe  von   g,    |-^.    |  = 

,V/;cos«V/:>     FA'coBEV'Ä,     ZEcoBtVk. 

Wendet  man  das  in  g.  IL  Absatz  3,  4,  5  Gesagte  auf  den 
hier  behandelten  Fall  an.  so  reducirt  es  sich  auf  folgende  Haupt- 
sätze: Wenn  in  den  vollständigen  Werlben  von  |,  i),  £  alle 
Coeflicienten  £',  £"  u.»«.  tv.,  mit  Ausnahme  eines  einzigen.  Null 
sind,  so  machen  alle  Körper  des  Systems  in  der  Richtung  der 
Axen  der  x,  y,  t  einfache  Schwingungen,  welche  denen  eines  und 
desselben  Pendels  analog  sind^  und  jeder  Körper  ist  so  vieler 
verschiedener  einfacher  Schwingungen  fähig,  als  die  Anzahl  der 
Werthe  von  k  beträgt,  also  %i.  Da  aber  die  demselben  Werthe 
von  k  entsprechenden  elnraehen  Schwingungen  der  verschiedenen 
Körper,  obwohl  den  einfachen  Schwingungen  eines  und  ilesselben 
Pendels  analog,  doch  verschieden  sind,  wegen  der  verschiedenen 
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Werthe  von  Ji, .  X^,  X^  ii.  s.  w.,  so  ist  die  Anzahl  der  ver«cbie- 
dtinen  einrachcD  Schwingungen  aller  Körper  des  System«  In  der 
Bichtuiig  derselben  Ase  3n^,  Gleichzeitig  aber  mit  den  anderen 
kann  jeder  Ktirpcr  des  Systems  nur  eine  einlache  Schtviniiang 
machen,  so  das»  ein  und  dasselbe  System  so  vieler  verschiedenen 
einfachen  Schwingnngen  fiihig  ist,  als  es  bewegliche  Kiirper  giebt. 
Im  Allgemeinen  aber  tverden  alle  irgend  möglichen  Scbningungen 
eines  Systems  nur  zusummengesetzt  «ein  können  aus  allen  einfachen 
Schwingungen,  nelche  die  Natur  des  Systems  gestattet 

S-  26.  Uurcb  einen  sehr  störenden  Schreib-  oder  Dritckfehler 
liest  man  am  Ende  dieses  Paragraphen  ;  et  prenant  pour  E  et  t 
differentes  cnnstantes  arbtlraircs  £| ,  E^,  etc..  t| ,  t^,  etc.,  qui 
d^pendent  de  iVint  initial  du  syst^me.  statt:  et  prenant  poiir  E 
et  £  difförentes  constantes  arbitraires  E',  E",  etc.,  r',  b",  etc., 
qui  dependent  de  l'^tat  initial  du  systt^nie.  Am  besten  bliebe 
aber  dieses  Satzglied  ganz  weg,  und  es  niüstite  dann  am  Anlange  j 
des  folgenden  Paragraphen  gelesen  werden  :  Pour  d^terminer 
ia  mani^re  la  plus  simple  les  constantes  arbitraires  £',  K",  el 
f',  c"  etc.  qui  dependent  de  l'^lat  initial  du  Systeme,  je  reprends  t 

Man  erhält  nach  der  Anmerkung  z\i  §.  14.  folgende  Gleichunt^d 


s'.SiXi+rv+zt)^^,^ 


Si» 


+  AÄ(j:n-r,  +  ZE)-g^=o. 


§,  '28.  Die  Darstellung  in  dem  ersten  Absätze  die 
graphen  Inest  Lagrange's  ausgezeichnete  Klarheit  gans  vermiw 
seir.  Statt:  II  est  facile  de  vnir,  pnr  la  nature  du  calcul,  que  ■ 
l'oH  Bubslitue  dans  cette  equation  pour  &  i 
l'equatinn  en  Ä  que  nnus  avons  d^nulöes  pur  k',  k",  k" ,  etc.  (art.  25.), 
QU  devra  avoir  un  resultat  identique  avec  les  i 
de  l'art.  26.,  de  sorle  qu'en  snbstituant  ces 
dans  l'^quatinu  precedente,  eile  devra  devei 
lique  pour  toutes  les  valeurs  de  A-  könnte 
est  i'acile  de  vuir  que  si  Ton  substitne  dan 
espressions  de  |.  ij,  £  de  l'art.  'itt- ,  eile  devr; 
idenliqne  ponr  toutes  les  valeurs  de  k. 

j.  32.     Im  vierten  Absätze  dieses  Paragraphen  mnss  gelesed 
werden  :    Mais  la  valenr  de  Fpourra  varier  d'un  cotps  k  lautre  e 
statt :    Mais  la  vateur  de  F'  pourra  varier  d'tgi  Corps  ä  Tautre  etcj 


<le|,  ,,f 
menies  espressionB 
ir  absolnment  iden-_" 
;s  kurz  beissen : 
1  cetle  equation  le« 
devenir  altsoluntei 


Lagraiiije  sagt,    wenn     g— 
der  folgende  Körper  gleich  s«i. 


=  0   und  Da  für  alle  auf  einai^ 
I  kOune  man  F  und  F'  i 


Laijn 


lafii'ische  Hfc/imiik. 


mi 


Erfahrung  best! ni (neu ,  ohne  «las  (ieseti  rfer  Functinl)  <I>  zu  ken 
nen;  gleich  darauf  alter  verbessert  «r  sich,  indem  er  sagt,  «läse 
nian  F'  aus  F  nur  altleiten  kwnne,  new\  man  das  Elaeticität»- 
geselz  der  Sebrie  kennt.  Wenn  iiärnücb  F=^A  ist,  äo  ist  F'^^mA', 
niati  muss  also  m  kennen,  um  F'  bestimmen  zu  küniien. 

g,  33.  Wenn  alle  Körper  Dm  des  linearen  Systems  unter 
einander  gleich  und  schwerelos  sind,  sn  ist  O  blos  als  Function 
Fon   l)s  zu  betrachten ,  und  man  hat  in  g.  14.  : 

y=SnDm+S/0SlJs, 
iitid  alle  Furmeln  Laijrange's  bleiben  utigenndert. 

§.  'M.  Da  man  hier  die  Bedingungsgleichung  ^¥„1=0  berüuk- 
sichtigt,  so  musa  man  im  vorigen  Paragraphen  Dm^=^r^  setzen, 
H'odurcb  die  drei  Gleichungen  für  X,    ¥,  Z  die  allgemein«  Form 


*  =  .2V"<2J 


»Ferner  "ird  der  Werf  h  von  vA  durch  Substitutinn  von  71=  ^—^^■ 

vi=2Y  — jg — ""äöH"iy 

wo  niair  lilr  (i  alle  ganzen  Zahlen  von  1  bis  n  einschliesslich  setzen 
kann:  denn  9=0  würde  Vk^ü  geben,  ivas  nicht  mfiglich  ist; 
auch  würde  q  =  {),  sowie  ?=«  +  !  fiir  X.  Y,  Z  den  Werth  Null 
Seben,  und  folglich  der  Werth  von  Vk  aus  der  Gleichung 


IMk 


.Xr- 


.Xr  =  Ü 


:ht  mehr  abgeleitet   »erden  können.    Ueber  n -|- 1    hinaus   1 
würden  dieselben  Sinusse  von   ri,,  .  ^  wiederkehren,  wcbh  gt«fle<l  ] 


2(wf  I) 

in  umgekehrter  Ordnung,  und  später  mit  entgegengesetztem  Voi 
zeichen.  Hieraus  «chliesst  man,  dase  bei  (t^n  «lt<  Grenze  de 
branciibaren  Werthe  T«n  p  ist 


^^m 


Lngrnngf's  analijH.'<ch?   MecHimih.  329 

Im  zweiten  Absätze  dieses  Paragraphen  rousa  statt:  Or  il  «st 
facile  de  vnir  que  la  formule  1l{n-\-\)  +  r  peut  representer  tous 
les  nombres  enliers,  positTfs  oti  nt'gatirs,  eo  snpposant  r  comprU 
entre  0  et  n-|-];  car  ayant  un  noinbre  entier  quelcnnque,  si  on 
le  divise  par  2(n-|-I)  jusqu'ä  ce  que  le  reste,  positif  ou  n^atif, 
seit  moiudre  que  n-\-'l,  etc.  gelesen  werden:  Or  il  ^t  facile  etc. 
jusqu'ä  te  que  Je  reste,  poeitir  ou  n^gatif,  soit  moindre  que 
w  +  2,  etc. 

Die  Ausdrücke  für  die  beiden  Variablen  t;  und  £  unteracbei- 
den  eich  von  dem  für  |  nicht  nur  durch  die  Anfangswertbe  ß,  ß 
lind  y,  Y<  welche  an  der  Stelle  von  a,  a  sich  befinden,  sondern 
auch  durch  die  Grosse  A,  welche  h'  vertritt.     Vergl.  §.  36. 

§.  39.  Die  Methode  des  g.  34.  ist  hier  nicht  anwendbar,  in- 
dem man  Xr  nicht  =  H s'iu (rtp  -^  e)  setzen  dar!':  denn  die  für  gr> 
'tr,  tr  erhaltenen  VVerthe  würden  nicht  von  der  Mitte  des  Fadens, 
wo  sie  am  gn'issten  sein  müsBen,  nach  beiden  festen  Enden  hin 
gleichmÜseiEr  ahnebmeo,  so  dass  sie  in  gleichen  Entfernungen  von 
der  Mitte  gleich  wären,  wie  es  bei  entsprechenden  Inilialzustan- 
den,  unter  der  Voraussetzung  der  Gleichheit  aller  Massen  Dm 
und  aller  Entfernungen  Df,  ganz  streng  stattlinden  niuss. 

§.  40.  Auch  hier  sind  die  Entfernungen  Ds  unveränderlich, 
und  es  tritt  also  der  unbestimmte  CoefGcient  l  an  die  Stelle  der 
Kraft  0.  l  stellt  die  Spannung  des  Fadens  vor,  und  ist  eine  in 
der  Zeil  und  im  Räume  veränderliche  Grösse.  Bezeichnen  wir 
den  Werth  von  X  für  die  Lage  des  Gleichgewichts  mit  F,  so  ist 
F=:i/SDm,  wo  SDm  von  unten  nach  oben  bis  zn  dem  Körper, 
dessen  Schwingungen  man  betrachtet,  gerechnet  wird,  also  eine 
Function  der  ziehenden  Massen,  und  nimmt  nach  oben  immer 
mehr  zu.  Da  F  am  unteren  Ende  des  Fadens  ^0  sein  muss,  so 
kann  dieses  gar  keinen  Körper  tragen. 

g.  41.  Da  weder  das  untere,  noch  das  obere  Ende  des  Fadens 
einen    Kltrper  trägt,   so  ist 


Die  Gleichung  auf  X  des  §.  3d.  liefert  rolglicb: 


^^B       A{SO  -                                lit,-!/:     lifnifTkiiimii  iUier 

- 

^ 

^H       Zur  Bestimmung  Her  n  Werthe  von  k  hal  man  die  Gleich<jii| 

: 

^H                       n     lkn(n~i)Pf:'      )i(w- 1)  (m -2)  W  . 

H             >      «  +  li7+4(«  +  I)«ff«           4.9(«  +  l)3         ff3+ 

-0. 

^H                 f  42.     Au»  der  Gleichung 

^B                                     D«2  =  {Da  +  />!}«  +  Ö»j'  +  Oj^ 

^H          Ibigt   nicht: 

H                   „|=_»^^, 

^^H         sondern 

^1                                     0|"  +  20aO£  =  -0,'-0£', 

^1 

^■'                                     /)£=-Da  + V  Du2_Dqa_öf«^ 

^^L      und.    da    Ü|=U  ist. 

J 

^^H                                       Da=^  Da'-Drf-Df. 

^^P   Dii'  =  Dil'-Di'-D?, 

1 

^F      rnJi^licfa,    da  Zl>,  und  0£  reell  sind, 

^H                                            Oi}'=0,     D£o  =  0*). 

^H_               Der  Werth  tod  a>r  ist; 

H      d)     n    r.    11    "'"     ,('-«('-2)/  »1  y 

■         »r-[l      (r     l)5(„_n,  1             4            U»  +  l)^ 

H                                                 (r-l)(r-2)(r-3)/    «W    -l- 

;r,(f). 

wird. 

^H                Der  Werth  Ton  >;,  ist 

■          ..^[i?|f^cn.,...]  .  .[|,'|*^^.i»«V.«]- 

^V              Die   Gleichung  anf  He  kann  dargeatellt  werden  darch : 

^^P               g.  43.     Wenn  nian  die  Formel  des  vorigen    Paragraphen 

^M                                            **-            20a                                 J 

! 

1 

^H                *)  Ich  würde  hi«r  und  nnderwüiU  Eini^-ci  zu  tiuiiierbi^M  liiili.ii, 

1 

^V       .tnhalKMi  wflIICe,  nlk.  WelUro  dem  Lo.itr  nnhehn  ■tflUii«).            G 

d 

1 

r 


s  anaii/tiacAe  .Metiiaiilk. 


aU  richtig  ansieht,   so  Tolgt  daraus: 

wo  A  die  ivillktihrliche  Coostante  der  IntcRratio 


Man   sieht   nicht  ein,    warum  Lagrange  die   willkührliche  Con- 
stante  mit  >,    bezeichnet. 
Setit  man  dagegen 

ich  der  i: 


■  Ot?»— D£», 


80  läsRt  sich  der  in  diesem  Paragraphen  gegebene  Beiveis,  dass 
der  Theil  von  V.  welcher  die  Quadrate  von  Dri  und  Z>J  «nthSlt, 
nothirendig  stets  positiv  ist,    nicht  dutchFubren. 

Man  ^ieht  übrigens  leicht  ein,  dass  jedenfalls  am  diesem 
Beweise  nur  Tolgt,  dass  die  Variablen  Dji,  Dt,  nicht  aber,  dass 
$,  1),  £  innerhalb  gegebener  Grenzen  liegen,  welche  vom  Initial- 
lustande  des  Systems  abhängen,   worauf  es  ankam. 

§,  45.    Wenn  w=:co  wird,  während  p  endlich  bleibt,  so  wird 


.o  2V(7 

+  l)(»  +  2)5inJ=(.T.      Wenn   n   und 

(f  beide  unendlich 

«erden, 
gegen  L 

■o  »ird  2(»+l).in2,|^,=  2(»+l).in| 
a^range's  Bebau|)lung;    und  efaeneo 

co=pji. 

i^ 

2  V(n  +  l)(»  +  2).in|  =  2V  (»  +  !)(» 

+  2).lng 

.( 

F 

=2V"(ir+rKr+2)=.=s;. 

i 

Im  ersten  Satze  dieses  Paragraphen  muss  statt;  de  Sorte  que 
les  racines  de  l'equatinri  en  t,  qui  älaient  toutes  incommensurablcs 
entre  elles,  tant  qne  le  nombre  n  des  corps  mobiles  ^tait  finr, 
deviennent  toutes  commensurables  lorsque  n  est  inliiii,  etc.  gele- 
sen werden  t  de  sorte  que  les  valeurs  de  VÄ  qui  ötaient  toutes 
tticommensurables  entre  elles,  etc. 

Im  zweiten  Absätze  dieseH  Paragraphen  muss  statt;  II  est 
vrai   que,   le  nombre  f  pouvant  aussi  devenir  infini,   il  y  smrail 


und 
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28in[2X(»H-l)J:r]y  . 
Z :^^ sinr(p_±l 


s\nNq>Xe,\nrtp  1 

-^ — mT — ~*5 


r  =  0  oder   r  =  w  +  1    setzt,    so  gehen  sie  über  in : 


und 


^         ,  ,  ^-^  sinrgj  =  0 

n+ 1  ^ 


siniVigpXsiHry      ^ 
n  +  l 


wo 


und 


wo 


§.  49.    In  den  Formeln 

_,     „.sin  Fr  +  (?i  +  I)Ä'<^la>  .. 

SasZ W    =^-sin«gj=J:ia,, 

w  -f- 1 

5  =  +  [r  +  (n  +  1)Ä'^  -  2;L(n  +  1)] ; 


„     ^sinfr — {n+\)h'i\<p  ,     ,         .  . 


,'  =  +  [r— (71  +  l)A'f-2A'(7i  +  l)] 


ist,  können  r,  s  und  s'  nur  die  Werthe  1,  2,  3  u.  s.  iv.^  »  haben, 
aber  nicht  0  and  n-f  1;  A  ist  irgend  eine  ganze,  positive  Zahl 
oder  Null,  und  k'  irgend  eine  ganze,   negative  Zahl  oder  Moll.  . 

r,  s  und  s' ,  welche  ursprjunglich  nur  den  Rang  der  Körper 
bezeichnen  und  daher  veräDderllche  Zahlen  ^ind,  werden  hier  zu- 
gleich Functionen  von  t,  Sie  beziehen  sich  in  diesen  Forrac^a 
auf  ein  und  denselben  Körper  und  haben  insofern  gleichen  Werth ; 
aber  als  Functionen  von  t  haben  sie  verschiedene  Berthe. 

§.  51.  Am  Ende  dieses  Paragraphen  liest  man  statt:  On 
voit  que  ces  differents  cas.se  r^uisent  h  d^erminer  les  abscis- 
ses  a  ou  a' ,  en  ajoutant  ou  en  retrauchant  de  Fabscisse  x^  Ja 
ligne  Ih'ty  de  maniöre  que,  lorsqu'  eile  passera  Tune  ou  l'autre 
extremit^  de  Taxe  /,  eile  soit  repliäe  en  arridre  et  comme  r^flächie 
par  des  obstacles  plac^s  ä  ces  deux  extr^mitös,  etc.    richtiger: 

On  voit  que  etc ,  eile  soitrepliäe  en  arridre  et  comme  räfl^chie 

par  des  obstacles  placös  aux  deux.  demi^es  extrem ttäs,  «tc. 


Hlfp:    Bfmerknjifien  illip.r 
5.  53,     Der  Werlh  von  Dt",  ifit: 


Dx  etatt  Z>a  setzt,    was  erlaubt  ist,    weil 
S{o:x+tt'(— «i-*r)flx  =  DaSlox+ih'i — d-iift), 

I  t),     ,  .^  negen  seiner  Kleinheit  vernachlässigt,  ivodur 

gleich   das  strirende  Glied    +  i  ans    den   beiden   Werthen  van  . 
weglallt. 

Lagrange  versteht  hier  unter  einer  Schwingung  der' 
Saite  einen  Hin-  und  tiergang  derselben,  so  dass  alle  ihre  TbeÜaJ 
wieder  in  dieselbe  Lage  Eurücb kehren.  Ich  habe 
merkung  zn  §,  IL  u.s.w.  die  gewöhnliche  Terminologie  i>eibehal*'1 
ten,  iiach  welcher  unter  einer  Schwingung  eines  Pendels,  eioerj 
Saite  u.  s.  w.  nur  ein  Hingang  verstanden  wird,  namentlich  mit] 
Rilcksicht  aur  solche  Schwingungen,  no  das  Bewegliche  nicht*! 
wieder  seine  l'riibere  Lage  oder  Gestalt  annimint. 

I.  Im  ersten  Absätze  dieses  Paragraphen  muss  statt:! 
Ainsi,  si  la  corde  se  partage  en  denx,  trois,  quatre  etc.  partietf  ? 
Egales,  ces  tons  serout  expriinris  par  les  fractions  l,  l,  j,  J  etc.,  j 
et  seront,  par  cons^quent,  ä  I'octave,  ä  la  douzieme,  ä  la  douhle  I 
octave,  k  la  dix-septieme,  etc.,  du  ton  fondamental.  offenbar  ge' 
lesen  werden;  Ainsi,  etc.,  et  seront,  par  cons^quenl,  l'octave,  la 
douziäme,  la  double  octave,  lavingli^me,  etc.,  du  tnn  rondamerrtaf. 

§.  61.  Es  ist  höchst  merkwOrdig,  dass  cfie  Bedingung  der 
U  n  beweg  Ire  hk  ei  t  des  vorderen  Endes  der  tüiienden  Saite:  £=^0, 
wenn  x=:0,  die  Gleicbang 

f(-lh't)  =  f(lh-t) 


{faZx)-Mt  =  (/«3j:)a'i 


f'äürend    offenbar 


-  [fadjc)m 


Ferner  Ist  ancb  die  Gleichung 


r 


Lugrnngf'x  nnttlpligclie  meclimiili. 
der  Oonetructioii  des  g.  54.   nur  entsprechend   für 


von   h't,   welche 


sind. 


Während  also  die  FuDclionen  Fm  und  f'x  äej  tünenden  Saite 
für  jede  belielii^e  Absciese  lailleli«!  des  Initialzustandea  der  Saite 
und  der  Bedingung,  der  ünbeweclichkeit  ihrer  beiilen  Enden  he- 
Ktinunt  Herden  kininen,  Insst  sich  die  Function  fw  mitteUt  dieser 
Hediiii'uiigeii  nur  liir  die  Abscissen  von  0  bis   -\-^2l  tiiiden. 

§.  6'J.  Im  Anfange  dieses  Paragraphen  kann  man  biotei : 
CoDiDie  lea  formules  qui  dounenl  le  mouveinenl  d'urie  coede  lendue 
et  chaFg^e  d'nn  nombre  indt^fini  de  corps  eg;aux  ne  sont  sujeltes 
a  aucune  dilfKulte,  parce  que  le  mouvement  de  chaifue  corps  est 
dätermin«  par  une  equalion  particuliere,  il  est  evident  que  si  Ton 
peut  appliquer  cea  iiiemeB  rordtule»  au  mouvement  d'une  cocde 
unirarmemenl  äpaisse,  en  tiüpposant  le  nombce  des  corps  inlini, 
et  leurs  dislances  muluelles  inGninient  peliles,  la  loi  qui  en  r^sul- 
tera  poiir  \es  vjbrations  de  la  corde  xera  entierement  ind^pendante 
de  soll  ^tat  initial,  der  Deutlichkeit  wegen  hinzusetzen:  c'est  & 
dire  quelle  aura  lieu  pour  un  dlat  initial  quelconque ;. 


I 


henter    Abschnitt. 
S.  5.    Die  Gleir^hung 


dp 


+  C«tanf;V  =  0 


kann   auch  stattfinden,    wenn 

^=0,    iffssconst.,     C=0 

ist,  WD  dann  der  Kürper,  ftir  ^^O,  eine  geradlinif;e  Bahn  oder 
eine  Curve  doppelter  Kriimmang  beschreiben  würde.  Werl  aber 
angenommen  worden  ist,  dass  ^  in  einem  gewissen  Augenblicke 
wird  es,  weil  constant,  immer  ^0  sein. 


PI 


Ijagrange  sagt,  die  beiden  Bedingungen 

^  =  0,      n7=0    gleichzeitig  in  einem  Augenblicke 
aptäcbeo  ans.  daes  der  KSrper  sich  in  einem  AugeDbllcke  in  der 


HemFi-Himgeii  über 


£bene   der 


0V 


■  X,  y  bewege;  g^ 
hängig,  milhiii 
jeder  beliebige 
Körper  eine  Cur 
ergiebt.  Auch  : 
(lass    der   Kiirpi 


:U  8agt  aber,  dass  i^i  von  t  unab- 
ISS  also  <ler 


tant  sei,  dass  also  <ler  gewälilte  Augenblick 
n  könne,  woraus  das  zu  Uetveisende,  dass  der 
eiiifachcir  Krümniung  beschreibt,  sich  von  selbst 
S,y  der  folgende  Beweis,  dass  aus  der  Annahme, 
sich   in    einem  Augenblicke    in    der  Ebene   der 


nicht  hervorgeht,    dass  er    siah    immer  in    diesor 
Ebene  betvegen  miisüe. 

In  dem  folgenden,  streng  richtigen  Beweise  wird  von  einer 
Formel  ausgegangen,  welche  zeigt,  dass  ^  eiue  Function  von  tp 
ist.  Es  kann  aber  auch,  während  rp  veränderlich  ist,  i|f  canstant 
sein,  indem  if>  =:  0"  ist ;  der  obii;e  Fall,  n  o  also  der  Körper  eben- 
falls eine  Curve  einTacher  Kriimmnng  beschreiben  wird.  Sind  ip 
und  ij'  beide  constant,  so  iät  die  Bahn  des  Körpers  eine  trerade 
Linie.  Würe  tp  conslant  und  i|)  veränderlich,  no  müsste  die  Glei- 
chung umgeformt  irerden,   so  dass  sie   den  Uifferentialquotienten 


81/; 


enthielte;    der  Köi 


"■per 


'ürde  sich  dann 


iner  anfder  EbeiH 


/  senkrechten  Ebene  be» 


wegen. 

§.  7.     Man   kann    tp  auch   unmillelbar    milfelst   t    bestimme! 
erhält  aber  ein  Integral  von  complicirter  Form.     Setzt  man  nfiiri 
lieh    für    cos^ifi    den    aus    tangi// ^  lang/ 1 
Werth,    so  wird: 


n{tp-~h)   ahgeleiteU 


flcQs  i8r  [l+tangfsin^gi— 


l  +  tang*isin'(9) — h) 


.*y/"i 


■»V  ia—2/RSr- 


Setnt  man  behufs  der  Integralion  dieser  Gleichung 

l 

I  f  tang*isin"(9) — A)  ~     ' 


l  +  fang*isin»(g)— A)  2  V^— (l  +  fangaOa'-Ka+tang^Oi*— ■ 
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^,P  ^     cot  (y  -  A)  -  (1 + taug«0  taiiK(y- A)  ^ 


2  Vi  +  tang«f  *  2  Vl+tang*t 

*  2VH-taqg«f 


=  -20 


J  r«y^2Ä-2/ß8r-^ 


oder,   wenn  man,   fflr  9>=:A,  r=^  setzt: 

Are  tang  5?ifc*)=^l±^?Ml^5^"^-^^  -  9^ 
^  2Vl  +  tang«t 


=  -21) 


cosicot(g)  —  Ä) .t&tig(q>'^h) 


=2taDg(90«— 2Z) 


J      r«  \2H-2fRBr  -  ^ 


§.  10.    Der  Gleichung 

entspricht  als  Bahn  des  Körpers  auch  eine  durch  das  Oentrum  der 
Kräfte  gehende  gerade  Linie,  deren  Endpunkte  gleich  weit  vom 
Centro  abstehen,  und  auf  welcher  der  Körper  abwechselnd  mit- 
gleichfürinig  beschleunigter  und  gleichfurmig  verzögerter  Bewegung 
hin  und  her  geht.  Um  diese  Bewegung  hervorzurufen,  braucht 
man  bloss  anzunehmen,  dass  das  Beharrungsvermögen  in  der 
Richtung  der  Centralkraft  wirke,  und  dass  letztere  nicht  durch  eine 
im  Centro  befindliche  Masse  repräsentirt  sei. 

§.  11.    Um  den  Fall,  wo  t);  dauernd  =0  ist,  hier  zu  subsu- 
miren,  hat  man  nur  t  und  A=0  zu  setzen,  und  man  erh!)lt  .r=|, 

Theil  XXXV.  2Si 


Mf  ■ 


Btey:    BemeikuirgeH  über 


Die    Gleichung    r'^^t  —  DSt    gleht    iiitegrirt:     ;/r«S*=s 
il.  h.  if rn  bekannten  Lehrsatz ,  daes  die  FlächenrSunie  der  Secto^ 
Ten  den  Zeilen  proportional  sind. 

§.  IX     Vergl.  §.  67.  über  die  Behauptung,    dass  in  den  Aus^ 
dtöcken  a;  =  e-V  + /3F  u.  s.  w.    die   nur  von   der   Bewegung    de« 
Kuqiers  in  seiner  Bahn  abhängigen  Grüssen  von  denen,    d 
von  der  Lage  der  Ebene  der  Bahn  gegen  die  der  Axeu  der  x, 
abbüDgen,  getrennt  sind. 

Ztriscben  X  and  Kexistirl  nur  eine  Di  Bf erential  gleich  ung  mu 
der  willkühr liehen  ('onstanten  C,  Indem  die  beiden  anderen  ^  C 
werden.     Führt  man  in  diese  Gleichung: 

XdY~YdX      ,., 


— wt — -'^ 

die  Werihe  für  X  und    ¥  des  §.  13.  ein,  so  erhalt  m 
woraus   C  =  O  folgt,    wie    es  sein  muss,    da 

ist. 

g.  14.     Aus  den  Werthen  rou  a,  ß,  a,  n.  s.  w.  erhellet, 
die  neue  Ebene  du  X,    f  die  der  rrübeten  Bahn   des  angezoge;! 
nen  Körpers  ist,  und  dass  diese  Bahn  jetzt  in  eine  mit  der  TrSbe^ 
reu  parallele  oder  dieselbe  unter  irgend  einem  Winkel  schneidendi 
Ebene  verlegt  gedacht  wird,    so  jedoch,    dass  die  Projection  dejfl 
neuen  Bahn  auf  die  Ebene  der  X,    ¥  genau  die  frühere  Bahn  ist 

Die  Aufgabe,  eine  gegebene  Bnhn  auf  eine  beliebige  Ebeoe^ 
zn  beziehen,  ist  gleichwohl  vollständig  gelüst,  insofern  durch  dls 
wtilkührliche  Bestimmung  der  Constanten  h  und  i  die  Lage  der 
Ebene  der^Jt,  ¥  zu  einer  beliebigen  gemacht  wird,  durch  die 
ffiilkilhrliche  Bestimmung  der  Constanten  k  die  Lage  von  ^Y,  F 
eine  beliebige  wird,  und  durch  die  beliebigen  Werthe  der  Variablen 
X,   Y,  Z  die  Bahn  selbst  eine  ganz  beliebige  wird. 

§.  IS.     Die  aus    den  Formeln   dieses  Paragraphen  sich  erge- 
.  bende  Bewegung  der  BimmeUkürper  in   einem  Kegelschnitt, 
besondere  in  einer  Ellipse,  ist  abwechselnd  eine  gleichfurmig  be*^ 
schlennigte  und  verzügerte,  und  entspricht  insofern  derallgemei 
Formel  der  Dynamik  (Abschnitt  II.,  §.  5.}.    Sie  unterscheidet  sichl 
im   Allgemeinen  von   der   Fallbcwegung  nur   durch   die  Richtun^jl 
und  wenn  wir  auf  die  Ursachen  zurückgehen,  durch  die  Verschi&-J 
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tletibeit  der  Richtungen,  nacfa  nelchen  die  CentripetiUkraft  und 
das  Beharrungsvermügen  wirken.  Aber  aach  die  geradlinige  Be- 
wegung niuas  den  Formeln  dieses  Paragraphen  entspreclieD.  Die 
Formel 

läast  sich  auf  die  Form 

O»  — <p-=rV2öO'  +  <;*cos(«+/i) 

bringen.  Bewegt  sich,  der  KSrper  in  einer  geraden  Linie,  so  ist  r 
veränderlich  und  <P  entweder  ^O**  oder  =180",  Der  kleinste 
Werth  von  r  ist  dann  ^0,  und  es  liefert  also  obige  Formel  für 
diesen  Fall  D^  =  Q,  was,  da  D  constanf  ist,  allgemein  gellen 
mnas.     Also  liefert  die  Formel 


die  Werlhe  0  und   li.  also  0  und  unbestimmt,  wie  es  sein  mtns. 


dei 


üebrigens  bezeichnet  6  in  der  polaren  Kegelschnlttegteichung 

b 
~  l+ecoafl* 

Ten  halben  Parameter  des  Kegelschnitts. 

§.  16.    Weil  1—-  eine  verfioderliche  Griisse  ist,  deren  G ran- 
zen -|-eund  — c  sind,  so  kann  ee  =ecoB*  gesetzt  werden. 
Bei  der  Integration    der  Gleichung 


■  """^  l-eco8* 

sind  drei  FSIle  zu  unteracheiden,  je  nachdem  «<1  (Ellipse),  oder 
e=I  (Parabel),  oder  e>I  (Hyperbel)  ist.  Für  die  Ellipse  hat 
man : 

«5  +  A  =  2  Arctang  (y  ii|  tangf)  . 
ithln 

8in(a'  +  A)  +  cot(a>  +  Ä)Li  +  cos(a>  +  A)]=ii^y^. 
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Oteir: 

äeitier/itmfffji  über 

^H 

^^U         Setzt  man  nno  C08(il>  +  /i) 

=  x.   aisn  8in(<I>  +  A)  = 

Vi— T'^md       ' 

H          «•'(»  +  ')  =  vfea>   " 

■vird 

1  — e/i+cosOy 
1  +  .^.     .in»    J    ■ 

^B 

H 

=cos(»+t)=[|; 

-e)(H.coaff)«-(H-. 
-rt(l  +  eo.9r  +  (l  +  e. 

)8iii<d 

)8iii»#' 

s,n(d>+4)_    ,_„„.»-. 

»  +  i  = 

.       .   .in9Vl-«" 

*"•'"    l-«eoa» 

^K          oder 

'P  =  ATcsi 

«inffV  1-e« 
°    I-eco,9    1— '■'■ 

^V 

Parabel   hat  man 

1 

<I>  +  t  =  _ 

(l  +  no.«)\^rr7.     ^ 

J 

^H 

(&  =  const.. 

m 

^M            und  lÜT 

die  Hyperbel: 

1 

*+*-2v'-l' 

/cos*— e  +  sinftV^ 
A              l-eco>* 

)   1 

^H 

1 

^H 

=-ip,.C-=i 

»— e  +  sinftVe^-n^ 

i_.c.e»     ; 

+  connt.            1 

^H                  Leitet  man  den  Wertb 

1  TOD  0  m  »  ans  der  Gleicbung            'S 

l  +  eco.«-"^"      """'' 

^ 

^M         ti , 

erhält  man  Iut  die 

Ellipse  ausser  der  Gleit 

:l,nne                  4 

tang. 

=via< 

J 

^^M 

j 
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Für  die  Parabel  erhält  man: 

also 

Da 

„     8jr«-f8y»+8z«      g 
"~  2S««  ~r 

ist,  80  ist  £r  nm  so  kleiner,  je  kleiner  r  ist,  und  um  so  grSsser, 
je  grösser  r  ist.    Ist  r=0,   so  ist  J7= — oe;    ist  r=:ao,  so  ist 

„    8a:«  +  8y«+8z«     ,  .,.      k-    n     i\    -  a  2g8<« 

""= ^ ,  also  positiv.  Für  Ä=0  wird  r=g^q|^jq;^. 

Für  die  geradlinige  Bahn  Ist 


t-c=f\^jg^Br, 


und   wenn  man  VT  =  Zy  r^=z*f   drz=i2xdz  setzt. 


dz, 
Hz^ 


Ist  £f  positiv  9  so  wird  mithlo: 

*- "  =  ä|72 t^*" "^r^r - ^  I. (2ffv> + 2VB VT+Ä-)«]. 
Ist  dagegen  H  negativ»  so  wird : 

Ist  £r=0>   so  wird: 

I 

§.  19.  Mit  Recht  behauptet  Lagrange»  es  sei  einerlei»,  ob 
man,  um  die  Fotmeln  für  O  auf  das  Aphelium  zu  beziehen»  180^ 
zu  O  und  d'  addire »  oder  das  Zeichen  von  e  ändere ;  man  erhält  so : 


•   /A  I  ioAA\  •    ^         sin^Vl  — 6* 

sin(a>-H80o)=--sin<P=^    l+^cos^    - 


also 


tu,: 

lifiieyknntien  ii 

"■ 

äiDCß 

.inOVl-. 

~     l  +  ccos# 

(äl  +  IBO») 

-~COS<P=- 

co.9  +  e 
k  +  eeoB» 

cmff  +  o 

»  +  180" 

1       - 

-co.|=-V 

"jS... 

UDd     folglicb 


V  I3J™'  5 


)  sich  nun  die  neaen  Werthe  von   < 
i  Ausgangspankt  beziehen. 

g.  21.     Meine  Berechnnng  liefert: 


*  auf  das  Apfaeliu 


§.  22.    Mein  Werth   von  (P 
ge's  etwks  ab.    Ich  Erhalte  .* 

.     -S,Bin%  S*.sinä 


H-C08M  ,    a_l_+^'>l?  . 
23«       +^      2.39«»      ■*• 

u   ireicht   von   dem   Lagrs 


.                   e.(8in%i;os«)      -5«.(sinS«cosM) 
....+2jE(Bina+esinMcos«+(^       -^^^ +e» — ^Mi? +'"* 


+4e' 


'  ■  (sin^f  cos  2tt) 


Sau« 


+  ....)+-Ti-{siii3M+3e8i 


■  endliche  Wcrth  von  t 


ü= 


1  -  2£c( 
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Note  I.  des  zweiten  Bandes,    von  Puiseux. 

Durch  Verwandlung  der  Sinusse  und  Cosinusse  von  ^V^ — I 
in  imaginäre  ExponentialgrOssen  in  der  (Gleichung 

cos  i[Q  V^  cos  {q  V^)  -  sin  (q  V-VH 
=  sinJ:[cos(p  V^)  +  p  V^sin(^  V^)] 
erhält  man: 

--lcosJ:(^ 2 + 2 ^ 

=  sin  t( 2 +  ^ 2 ^* 

Puiseux  erhält  seine  Gleicfaong  aus  dieser ,   indem  er  den 

Exponenten  jeder  imaginären  ExponentialgrSsse  mit  V — 1  multi- 
plicirt.  Dass  aber  hierdurch  die  Gleichung  unrichtig  wird,  lehrt 
folgende  Vergleichung  beider  Werthe.  Es  müsste  nämlich  hier- 
nach sein: 

V^sin^  +  ^cos^  ""  «-C  -  fC  +  Qiz-R  +  fiC) * 

also  y  wenn  man  die  Sinusse ,  Cosinusse  und  imaginären  Eixponen- 
tialgrossen  in  Reihen  entwickelt: 

-^V  -1(^-170+ 1.2.3.4.5  ■^•'•^<^+1.2.3'l.2.3.4.5+'"^ 

"■^^"^1:2  + 1.2.3.4""- -^^^+073+ 1.2.3.4. ö"*"-^ 
+  P(1— 1:2+1  2.3.4''*^^^^  +  i:2"''1.2.3.4+— ^ 

=-9  V  — i(p-j^2:5 + 1.2.3.4.5  ~—^^*+r2:3+iÄä45+-^ 

+  V^(p— Y72:3  + 1.2.3.4.5"  •••^^'+172+ 1.2.3.4  +  -^ 
-e»(l-l72 +  1.2.3.4~""^^*+r2:3  + 1.2.3.4.5 +  —^ 

+  9(1-^2+ r:fj:4—->^'+f2+ro:4+->' 


Bieg:    Bemerkitiigen  aber 

folglich 

+*'('-Ä+rÄ:4--->(?+T:S3+TT2^^+---' 


+  <'-o+o3^— -'fe+i 


2.3"^1.2.3.4.5'^  ■■■ 


folglich   p'^l    oder   ^  =  0,  während  q  reell,  übrigeDs  aber  gaiix 
uDbestimmt  sein  muse. 

Hat'man   einf^O,    £  =  0  oder  n,    so  ist: 

'^P'     .         ^P'        ■        _o. 
1.2.3^1.2.3.4.3  + " 

Am  eiafacbstea  ergiebt  sich,   dass   0  =  1,    für  £^ü   oder 
S'logu 
ein  Maximum  ist,  indem  man  den  Werth  von  n  in  ■    n^-  einfShr^ 

wodurch  dieser  Differeutialquotient  = — oe  wird. 


\.  24.    Die  Gleichung 

»=r+  — +....=r(i 


b^      T*      T^       T* 


kann  ich  auf  keine  Weise  erballen.    Die  Gleichung 

r»  +  367'  =  3A0(I  +  ^)  +  0»(l-^— .... 
liefert,    wenn   man    r=0(l  +  j-)  setzt: 

uDd  wenn   man    T^  =  &'0  —  ^)  setzt: 
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Versacht  mao  aber  (1  -|-  r-)'  =  1  —  ^  zu  setzen ,  so  erhält  man 
die  Gleichung: 

68+12a6*+80a«6==0, 

woraus  entweder  6  =  0  oder  6^-|*S0a*=  —  Vlab  folgt;  ersteres 
ist  nur  annähernd  richtig,  letzteres  aber  falsch ,•  da  6'4-80a^ 
positiv  9  —  12a6  aber  negativ  ist; 

^  ist  nicht  nothwendig  von  dem  Range  von  -^,    aber   man 

B 
kann  es.  als  sehr  klein»  =:  tt  setzen. 

Man  hat  übrigens  im  Texte  folgende  Werthe  statt  der  daselbst 
angegebenen,  unrichtigen  einzufuhren: 

O       \  Vb  l 

^=i(6_©«)+l(6«+ie*); 

und  später: 

1  /&•      bT*      T*  \ 

r=i(6+r«)+i(|-M— ^  +  ''^)' 

^=i(6-2^+J(^+^-rr'). 

dt 
§.  28.    Der  Werth  flir  ö^   ist: 

8»        /l       1\ 
folglich  ist: 

1     1  __  a»^ 

a       r       gH' 
§.  29.    Die  Reilfe  üBr  r>: 

r»  =  r«+2s«1-|ft«-g|'+.... 
ist  ToUkommeo  richtig,  well  man  sich    -s;»   -^>   ^>   07  und 


8«'  y«'  8*'  m  """  3# 


34S 


Biet/:    Bemerkungen  über 


'"  SF'  ^"  SV'  ^  "'"'  ß?  verwandelt  denken  bann,  Indem  es' 
gleichgültig  ist,  ob  man  x,  y,  i,  r,  *  als  Functionen  von  t  oder,' 
von  t'  ansieht. 

§.  31.    Die  Werthe  von  A  und  B  sind : 


§.  33.     Man  künnle  die  beiden  Gleichungen   zur  Beetimmung 
von  k  eben  so  gut  auch  so  schreiben : 


tang(ip-t-A): 


tang(y— A) 


-='C-> 


Daraos,  dass  in  §.  15.  K  =  Q  m'nA,  folgt  keineswegs,  das« 
auch  in  §.  7.  £^0  ivird,  da  die  Formeln  zur  Bestimmung  vod 
<f-f  £  und  von  <If -\- k  ganz  verschiedene  sind. 

§.  35.    Wenn  die  Bahn  eine  Parabel  wäre,  so  hStte  man: 

as=co, 

?f  _■? 
Zt-'r' 

§.  3{>.  Man  hat  zur  Bestimmung  der  Werthe  von  tangi  und 
taogA  die  beiden  Gleichungen: 

I  +(a:  siu/i — y  co8A)langi=0, 

i'  +(a:'sinA — j'cosA)tangi=0. 
Man  hat  ferner  die  Gleichung: 

Rn  -ev=L(Ql-Rt)  +  MiBm  —  i/ft). 
mithin : 

§.  40.    Für  t'  —  t  erhalte  ich ,  wenn  k  sehr  klein  gedacht  wird : 
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/'-<=^(Vr+r'+3«-Vr+r'-3ii) 
oder 

%(f-/)«  =  (r  +  r')*(r  +  r'— V(r+r')*-9t?), 

Formeln^  die  sich  noch  weniger,  als  die  von  Lagrange  berech- 
neten, zur  Bestimmnng  der  Unbekannten  R^  R',  Rf  eignen. 

§.  43.    R'  and  Rf  erhalten  folgende  Werthe  : 


i2'  = 


R"^ 


(6r»-P)C?  * 
§.  44.    Hier  werden  die  Werthe  von  R'  und  Rf: 

^  -      6G  V     r»r 

§.  45.    Die  Werthe  von  R'  vmd  Mt!'  ia  B  sind : 

(m— 1)  Q|  n 
* 1ÜQ~"' 

DU—       ("*~^)  ö«  w 

Ä    2S2         ^^ Jt, 

In  §.  46.  erhält  man  dann  die  Gleichung  in  R: 
Mi?«  +  2iVi2  +  mp'«— «*«- (m— l)r»+m(iii- 1)- =  0, 

V 


wo 


und 


iV=^~[eip'cos(C'SO  +  QaP^cosCC^S'O]. 

§.  47.    Aosser  den  hier  angefahrten  Grossen  sind  als  bekannt 
auch  noch  cos(CiS),  cos(C'<SO  und  eoB(C"S")  aufaufUhreD. 

§.  50.    Die  Werthe  von  G,  F,  Fi  und  I^  sind  hier  alle  ne- 
gativ zu  nehmen. 


f  93l    Die  Wertfcc  tm  tmagk  n^  tn^i  mmi: 
^^ .  _i*«9ß*— WP  ♦  «>•♦  CO»  vÖ» 

*"«'=CÄ*= — c — 

_V[r(&»*4riiiVeo«*»8ff')-f28rö»»iii»co»»(2MBV— I)] 

(,  55.    Fflr  die  eolgcgeggeBetzte  Lag«  des  Winkel«  t  geliei 
die  Votmt^a  ßir  acoaa'  und  ucoajS'  fiber  in: 

MeoAtf'  =  rco8f -t-rgisin;. 

u  coB  ^'  ^  ry  CO«  I — r  sin  f ; 

wvtwu  dann  auch  neue  Werlhe  fSr  coso'  und  coh^'  hervorgehen*  1 


Vb  _   r3y 


Um  den  grössten  Werth  von  u  zu  beBtimmen,  tnfiKseoa 
I        I 


von  dem  grüaslen  Werlhe  von 


die  kleiiiateu  Werth«  4 


von  i — ^-  comJ  und  2// abgezogen ,  und  nicht,  wie  Lagrangel 
thut,  deren  grOsste  Werthe  addirt  werden.  Der  kleinste  Werft  * 
=:!  —  E,  also  der  kleinste  Werth  von 

— r- s= — ^ ^-^ i     also,    wenn     man    coflJ  =  0    setzt, 

r*  r  '  ' 


i«J  =  0.    Der  grÜBste  Werth  vi 

mithin  der  kleinste  Werth  von  /  =Y  -'J%ndvoDF=Y  ~^V'\ 

also  der  kleinste  Werih  von  2Ff=—^  V^£i.     Mitbin  wird  derjj 

«    .    «T    .1.                 iTa  +  fi+e+lV^  ,.        ...      ,.    ] 

grSute  Werth  von  u^y/   ~ ,    welcher    für    die  1 


Annahme  einer  kreisftlrmigen  oder  beinahe  breiefurmigen  primiti- 
ven Uahn   und  einer  neuen  fast  parabolischen  Bahn  \  -  liefert  •• 
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r  wird  hier  als  eine  Constante  betrachtet,  während  es  eigent- 
lich eine  Fuiiclion  von  <p  ist;  da  aber  die  Untersi:hiede  seiner 
Werlhe  gt^gen  die  Werthe  der  übrigen  GrusseD  unbedeutend  sind, 
so  kann  man  sie  vernachlässigen  und  für  r  seinen  mittleren  Werth 
setzen.  Natürlich  ist  aber  die  ganze  üechuung  nur  approsimativ 
und  eigentlich  logisch  unrichtig. 

Da  die  beiden  Bahnen  ganz  bestininit  sind  und  der  veränder- 
liche Werth  von  ii  nur  vnn  dem  Orte  abhängt,  all  (reichem  der 
Körper  (Planet)  den  Stnss  erleidet,  so  müssen  a,  b,  A,  B  und 
J(=90'*)  conslant  und  gegeben,  und  nur  r,  qi  und  «P  veränder- 
lich  sein.     Man   muss  also  zunächst  in    dem  Werthe  von  u  das 

4 
Glied  -   dadurch  auf  den  grüssten  Werth  bringen,  dasa   man  ffir 

T  den  kleinsten  Werth    setzt,    n-odurch    ^  =  0  und   <P  =  0  wird. 
Unter  diesen  Voraussetzungen  wird: 


folglich    —  -j- 


I       2+E+, 


o^ß»    . 


i  endlich 
1       1-e 


md   -.  =  - 
für  q>=0  I 


SD  ist  f=0,   F=0,  2Ff=0. 


-^r- 


2-\-E  +  e 


wo  r  seinen  kleinsten,  u  seinen  grüssten  Werth  hat,  wie  aber 
nur  specielle  Berechnungen  streng  nachweisen  können.  Für  die 
Annahme  einer  heinahe  kreisliirmigen  primitiven  Bahn  und  einer 

neuen,  fast  parabolischen  wird  u  =  ^  -. 

Setzt    man    qp  =  90''=<S,    wo  also  , 


.=v^ 


24(£— e)« 


'  grösser  ist. 


'    wird 


Setzt  man  (p=:180°=:<I>,  wo  r  seinen  grCasten 
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halten 9  anwenden,  weil  die  zweiten  and  höheren  Potenzen  von 
Xdty  F8f,  Zdf  wegen  ihrer  Kleinheit  vernachlässigt  werden  kön- 
nen. Gerade  hierauf  beruht  die  Anwendung  dieser  Formel  -za 
Approximationsrechnungen,  wenn  die  sturenden  KrSfte  sehr  klein 
sind ;  während  dieselbe  bei  starken  Kräften  dieser  Art  nicht  mehr 
anwendbar  sein  würde.    Wäre  z.B.  ar=3^^y  so  hätte  man: 

x'  =  Va, 

Q  I         ^"  18«   «Q.       x'  --«^ 

OX'  =  cTTT  =  crrT   ö~^  Aot=  —r-  Act, 

2Va     ZV«  ^x  V« 

Streng  genommen  aber  hat  man: 

a  +  da  =  a:'«  +  2x'XBt  +  X^dt^, 

da  =  2x'Xdt  +  X*St\ 

da  x'    „.    ,  X^dt^ 


=zi^Xdt  + 


2  Va  ""  Va        ^  2  Vo 


x' 


und  näherungsweise  =;— 7-^8^. 

§.  61.    Man  sieht  nicht  ein,  weshalb  das  Differential  von  a 

dx'    dy'     9z' 
nach  t  identisch  Null  wird  durch  die  Werthe  ^^r  -kt,  -#-,   v^. 

Lässt  man  x  variiren^  so  mfissen,  da 

dx' d^x  ^  ^ 

gesetzt  wird,  um  so  mehr 

d^v    a«F     3«F 


dx*  *     dxSy  *     dxdz 


werden,  indem 


8a?a  ■"  aa;8«  "^  dxdt*  "  "*        8a?8y  ""8ar8^  ""  dxdfi'^^' 


Daher  werden : 


_8»F_«»x'  _   8»x 


«8a       ^  da       es  ^^^     ^ 
^•SS*    ^-^^     ^5?  =  "' 


und  wenn  man  den  Coefficienten  von  -^dt   differentiirt    und   die 
Werthe  filr  die  Differentiale  von  gr*  gJi*  g"*  g^r»  5~7>  öt  «in- 
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rahrt,  so  (Verden  die  Glieder,  ^reiche  die  Differentiale 
u.  8.  w.  enthalten,  sogleich  Null  werden. 


8n      ^ 


J-öft +  -p-9c+....  ist  keineswegs  =0,  indem  . 
rrhc  nicht  =  g  8a  u.  s.  w.     Man  erhalt  viel- 


welche  sich  gegenseitig  aul'hehen ; 


„  /dx  dx'  db  dr  da:'  de  By  dy'  db  dy  ely'  8c  8z  8i'  86  di  8i'  8aA 
^^  V. 8^  "gö  8(  "•■  e^  8^  öi  +  ei  86  87 ''"  5^  8i  8(  "^  gS  86  5i  "•"  8B  §^  0rl 
Sa;'  dx  86  8a;'  8a;  8c  dy'  dy  db  8y'  8y  Sc  Ei'  Si  86  fli'  8i  8c\  J 
~8ä8ö  e(~"0fl  Sc  8(~8äe6  87~8a  8cß(  ^BaSö  e7~3fl8c8(/ J 
/8a;8£|8n  e^8j;'8c  8ySy  Sa  8^8y8c  Si  8i'8n  SiSi^Sc  ' 
^'^''KßÖSaBi'^dbSi^Bl'^Sbdidt'^USidi^BlSiSt'^dbBc  dt 


Sx'  8x  8a     8x^  8x  Sc     6y'  S»f  0a     ^'  8y  Sc     8i'  Si  8a     8i'  dz  3c\ 

~  Sb  'daSi~  Sb8cSi~~dbSa8i~  S&ScSi~'MSäBi~döScdiJ 

„  /8^8^8a     8^5^86     8y8v^8aSi/V"ö_^,ß£^^^.SiSi;S6 

+  ''''Ut:  Sa  8("'"ec  86  3(+Sc  So  8i  "'"ßc  86  67''"8cSä8(''"Sc86  S( 

8a;'  8x  8a      6a:'  8a;  86      Sy"  dy  da      dy'  by  Sb      8i'  Sr  8a      8i'  8i  36\ 

~  Sc  8äe(  ~"  8c  S6  8?~oc  8« SF^  8c  ^8(~Sc8'i 87 ~"ec  36 B(/' 

§.  69.    Irrthümlich  nennt  hier  Lagrange  e  die  halbe  Excen- 

tricitat. 

g.  71.  Die  Formeln,  welche  Lagrange  hier  fiir  00,8a,,  da^ 
Sß,  3ßi,  Bßf,  Sy,  Syi  und  Sy.^  entwickelt,  ergeben  sich  aus  den 
Bedingungsgleichungen  des  §.  14.  nicht,  und  sind  völlig  unbegrün- 
det, da  man  nicht  x=X,  y=  Y,  i=Z  hat.  (VergL  Abscbn.IIf. 
des  ersten  Theils,  §,  10.) 
§.  72.    Man  hat  rolgüch : 

^^^ ^^y  ^iL 4.^^ ^     3j;'8a;     8g|Sj     Si'Si 

8A  8i+8A  8i ''"8ÄSi~MW~8Ä  8i~8Ä8f 

_      3«       8^       8j.  M  8a,         8_^        8a,  3^ 

+(-^  SÄ  +  ^  Sa'^*  ^■"  +  '     ST  >-f^  8Ä  +  ^  SÄ^^-*  di^^TO< 

-<^SÄ"  +  ^  dh^^^  di^^  sO    '^^  dh-^^Sk^'-^-di^^W  , 

— (^r  -iv\)^^g^g.+g^   3i+8A'3i      8A3(""8AS(       SA   SiJ' 
und  entsprechende  Formeln  für  [h,  A]  und  [i,  k\. 


l.agrange' 


laiy tische  Mechanik. 


353 


Die  Werthe  für  S^,  5«  uiit)  0a,  welche  Lagrange  in  diesem 
Paragraphen  berechnet,  sind  vollkommen  richtig;  eii  dient  aber 
nur  die  erste  dieser  Griissen  xur  Vereinfachung  der  Rechnung. 
Dagegen  stellen  sie  sehr  einfach  die  momentanen  Variationen  der 
Lage  der  elliptischen  Bahn  vor.  Denkt  mao  sich  nämlich  die 
Ebene  der  Bahn  um  die  Knoteolinie  drehbar,  also  i  veränderlich, 
und  in  einem  Augenblicke  die  Ebene  der  Bahn  mit  der  der  x,  y 
zusammenfallend,    also   i=0,   so  erhält  man: 

Sz"  =  SA  +  e* ,     d-Ji- 1=  sin  kdi,     da"  =  coa  /cdi, 

wo  h-t-t  der  Winkel  ist,  welchen  der  von  einem  Brennpunkte 
nach  dem  Perihei  gehende  Theil  der  grossen  Axe  mit  der  Äxe 
der  ;r  macht,  k  ist  der  Winkel,  welchen  der  von  einem  Brenn- 
punkte nach  dem  Peribel  gehende  Theil  der  grossen  Ase  mit  der 
Knoteolinie  macht.  S%'  ist  das  Element  des  Dreh ungfi winkeis  der 
grossen  Aue  in  ihrer  Ebene  um  den  Brennpunkt,  St  das  Element 
des  Drehungawinkels  der  Babnebene  um  die  Knotenlinie.    Es  ist 


=  V^e3i"'  +  Se'*   und   tangÄ^ 


Hier  verfallt  Lagrange  in  einen  sonderbaren  Irrthum,  indem 
er  die  Accente,  welche  offenbar  bestimmte  Werthe  von  dji,  8n 
und  de  bezeichnen  sollen,  den  Gr»ssen  5i  und  h  (statt  X-)  zutheilt. 

g.  73.  Mit  Recht  erklärt  sieb  Bertrand  in  einer  Note  gegen 
die  Anwendung  der  Grösse  ^  statt  des  Elementes  k  in  den  Aus- 
drucken g-,  Sx,  [a,  x],  [b,  ß,  [c,  %],  [h,  x]  und  [i,  xl  Ausser- 
dem, dass  ;;  nicht,  wie  gefordert  wird,  ein  Element  der  elliptischen 
Bahn  ist,  dass  es  ferner  eine  unbestimmte  Grösse  ist,  insofern 
es  nur  durch  sein  Differential  bestimmt  wird,  stellt  auch  -f  nicht, 
wie  Lagrange  behauptet,  den  Winkel  vor,  welchen  die  grosse 
Axe  der  Ellipse  bei  der  Drehung  auf  ihrer  beweglichen  Ebene 
beschreibt;  denn  der  Winkel  k,  der  einen  Thail  dieses  Drehungs- 
ninkels  bildet,  liegt  in  der  Ebene  der  x,  y,  und  fallt  nur  dann 
in  die  Ebene  der  Ellipse,    wenn  t'^O,    also  ]  =  /  wird. 

Ferner  vergisst  Lagrange,  unter  den  partiellen  Differential- 


quotienten  von  %  die  Grösse  ^-. 


Sir 


aufzuführen ,    wodurch   er 


dann   zu    dem    fehlerhaften    Werthe   von    [6,A]=:0  kommt.     Der 
richtige  Werth  von  [6,  Ä]  ist  -;i^|cosi. 

Für  [a,  A],  \b,k'\,  [c,  £]  finde  ich  ferner  nach  Lagraitge's 
Thfil  XXXV.  24 


^H      3S» 

BIep:    Bfmerktingeu  über                        " 

■ 

^H          FOTimlii  (5.  70.)  and  für  [*,  q,  [4,  *],   [i,  A]   nach  incinei. 
^^H          neu  Formeln  fnlgende  Werthe: 

eige- 

B 

lo,4j=u.    l».sj=-äYJ,  L».«J  =  u. 

:«..•]=- VjSsini,    [4,4]  =  0,    [i,i]  =  0- 

^B           dei  Wetthi 

Der  Fehler,   welchen  Lasrange   bei  der  Berech 
es  Ton  {b,  h]  macht,  hat  Einlluss  auf  die  Werthe 

"Z 

■            «»<  -' 

3Ü 

^  ht  und  anf  die  Werthe  der  DiflFerentiale  U  und  5%. 

^^H            Ohne   mich   auf  eine    Correction    der   La^Tange'schen  Formeln 
^^H            einmlassen,   gebe  ich    sogleich  meine  eigenen,    »eiche  das  Ele- 
^H             laeDt  k  statt  i  enthalten : 

^ai=-iyf.(co.f8*+8i). 

w'"='Vf.="''"-*^'*''"* 

l^ä 

s»-iVf»-           ■• 

^ 

^M 

1 

^H           b  enthatten, 
^H'           Anwendung 

Auch  dife  Formeln  Jieees  Paragraphen,  nelche  e 
.  sind  bei  Lagrange  unvollständig.     leb  erbalte, 
von  k  statt  r- 

statt 
bei 

J 

=-tV «<■-').  [..*]=—.■  Vä, 

H 

[A,  i]  =  — V,9a(l  — e")sini. 

=-'V«<>-").  ['.')='Vä 
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l?^'=5(^9c-cos<^f(l~*«)eA-^«(l-.e«)8*), 
g^8<=eY  izr^(co8i8A+8A), 

8Ä=  .  /-  nT  dt, 

V^^a(l— e«)sini  öt 
*      V^o(l— c«)sini      "^       ^      ' 

-,      1  /vT^i*  SÄ      cot»    a«v 

§.  76.    Die  Gleichungen  diese«  ParagrapAten  irerden : 
SassO, 


8A  s=    y.  AT  dt, 

V^^a(l-«3)siflf    8« 


24 


• 


Illep:    Bejiierkiitigtii  iiher 


also 


Für  hx  'fit  h'«''  ^X'   *i  setzen  ;    da    öt  =  ' . 
e  ^      na      OB 


U 


='''-V  i 


.ac  = 


1      /  eV^l- 


(8a) 


'^>. 


Dieser  Werth  von  6^  elimnit  übrigens  niit  dem  von  L 
grange  berechneten  liberein. 

§.  78.  Die  hier  gceebenen  Transfortnatinnen  von  äc  und  ! 
3/(  und  St  werden  unmöglich  bei  den  von  mir  berechneten  en 
sprechenden  Werthen  des  §.  71). 

%.  79.  Zu  bemerken  ist,  dass  der  Widerstand  R  auch  eiq 
Function  der  Dichtigkeit  des  sich  Bewegenden  ist,  indem  i 
letzterer  verkehrt  pro|iorlional  ist.  Nennt  man  die  Dichtigkeit  dal 
sieb  Bewegenden  A,   so  ist   anstatt  V  in   den  Wertfa  vnn  - 

T 
die  Grösse   -^   einzuliibren- 

Die  Wertbe  für  &x,  Sy,  äz  sind: 

öa:  =  aäX  +  ßSY  +  XSa  ^  YSß, 
Sy  =  «,  dÄ  + 19,  a  r  +  XSai  +  Fflft  , 

und  daher; 

BxSx+dySij-i-diöi  =  SXdX  +  BYdY-\-(Xdr—  ¥8X)Sx, 
obgleich   dessen   Werthe    filr  Sa,  Suj, 


,  Sß^(.§.7l.)  : 


erfeu  a 


§.  80.  Es  wird  hier  vorausgesetzt,  dass  die  beiden  Attrac- 
tionscentra  eine  Bolche  Lage  haben,  dass  die  Coordinateu  x,y,: 
in  Bezug  auf  beide  zugleich  positiv  sind;  es  künnte  das  zweib 
Centrum  aber  auch  eine  solche  Lage  haben,  dass  eine  oder  zwo 
oder  alle  drei  Coordinaten  in  Bezug  auf  dasselbe  negativ  wären, 
WSre  z.B.  in  Bezug  auf  dasselbe  x  negativ,  y  und  i  aber  posi- 
tiv, so  würde  man  die  drei  Differentialgleichungen  haben: 


d. 


ST      SV 


099 


M,    B. 


ST     SV  . 


-0, 


La 
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Die  drei  mit  (I),  (2),  (3)  bezeichneten  GleicbuDgeo  sind  reepec- 
t'tve  mit  dr,  6t|'>  ^f  2"  niulliplicireii ,  und  nicht,  wie  im  Texte 
(Steht,   mit  Sif,  dij),  Br. 

Die  vierte  Glekhaiig  enthält  aui  der  rechten  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens U,  und  nicht,  wie  im  Texte  steht,  2H;  eine  Ver- 
beiüserung,  die  auf  alle  abgeleiteten  Gleichungen  in  diesem  und 
dem  Tolfrenden  Paragraphen  zu  äbertragen  ist. 

Ferner  ist  auf  S.  96.    zu  lesen: 


is^Bip^ 


4B«A» 


-  4A*)-»- 


und  ebenso    ist  auch  in   der  Gleichung  (a)  und  in  den  Gleichun- 
gen des  folgenden  Parsi^raphen  B^  mit  A*  zu  miiltipliciren. 

mt  nach    meiner  Rechnung  toi- 


g.  81.     Die  Gleichung  (b)  i 
gende  Form  an : 


w 


2af 


«(^Jr^+y'-A")      ^(%'  +  r'-Ag) 


=  2//(r«  +  9»)+C+itfrV+^. 


wo  ]tt  und  iV  willbührliche  Constanteu  sind,   welche  Lagrange 
^0  setzt,  um  die  Gleichungen  (f),  (g)  und  (h)  integriren  zu  künnen. 

Nimmt  man  also  den  Lagrange'schen  Ausdruck  für  (b)  an, 
indem  man  jednch  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
2ö{r*  +  ?')  +  C  setzt,  so  erhält  man  doch  andere  Gleichungen, 
als  Lagrange,  welcher  verschiedene  Recbnnngs fehler  macht. 
Von  diesen  Gleichungen  Tühre  ich  der  Kfjrzc  halber  nur  folgende  an : 

(e) 
^—^ 2(a+^)«H2A»(o+ß)i=jy(,*-A')  +  as*-A»)-2ß«A« 


-2{oi-jg)«>+2A'"(a-^)M=ff(t(*-A*)  +  C{K'-A»)-2fi«A>. 


4V"Ä«»+2(B+(S)i»+C»«-2A«(«  +  (J)i-flA*-{2fi>  +  C)A» 
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Bieg:    Bfiiierkii/iffi!»  ilöer 


BesoDdflTs  t'ehlf^rhart  aber  ist  (h),   <j«i 
gender  Istr 


I   richfäger  Werth  M- 


"(»" 


i 


1  V"ÖM'  +  ^(«-|3)«B+CM*-2A2(<'-j3)M-ÖÄ*-('2ß*+C)A*  1 
so  das»  die  Variablen  nicht  gesnndert  sind. 

Der  richtige  Werth  von  (h)  eignet  sich  nicht  für  die  Integra 
tion.  Die  Lilsurg  der  Aufgabe,  alle  Variablen  als  Functionen  t 
r  darzustellen,  ist  also  zunächst  auf  ij,  i\)  nnd  t  zu  beschränke! 
Da  man  aber  ^  und  t  ale  Functionen  von  r  kennt,  m 
auch  r  und  9  in  f  bestimmen  und  also  nach  §.  80.  q>  als  Kunctiol 
von  t  ßnden,  mithin  auch  als  Function  von  r. 

§.  82.  Auch  hier  findet  sich  wieder  ein  Rech nungs fehler, 
welcher  von  dem  «rirssten  Einflüsse  auf  das  Resultat  ist.  Man 
rouss  nämlich  zum  ersten  Gliode  des  Integrals  (b)  folgende  GrSsse 
addiren : 

ferner  zum  ersten  tillede  ^er  Gleichung  <c} ; 

|[I0r^V»+9''-A*)/.'-V+rH9H5rV('-H9*J-A'(rH'?*-'t'-V 
mithin  zum  ersten  Glieile  der  Gleichung  (d) : 

-  A»{(r' -  V^'  ~  2r»y»  ±  47-9  (r^  +  y^))]. 

Man  mSs^te  also  zu  den  Polj-noTiien  mit  i  und  u  unter  dem  Wur- 
zelzeichen in  den  Gleichungen  (f),  (g),  (h)  bezieh ungsw eise  fol- 
gende beide  Ausdrücke  addiren; 


\ 


.4[5  (.«-*»)(,« 


^C^^^T 


+  3*6  +  I0j%2— 5j%« 

-  A2(3f*  +  I0j%»— Sk*)] 


'C^T 


+  3«e+10«*j(^-5MV 

—  A«(3M*+l()aV-5|4)^ 
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in  welchen  die  Variablen  nicht  gesondert  «Ind«  «o  dass  die  Glei- 
chungen nicht  mehr  integrirt  werden  können.  Die  Erweiterung 
der  Aufgabe  auf  eine  dritte,  der  Entfernung  direet  proportionale 
Kraft,  welche  den  Körper  nach  dem  Centrum  des  Kegelschnitts 
zieht,   ist  also  unstatthaft. 


Note  IV.  des  zweiten  Bandes,  von  Ossian  Bonnet. 

Man  sieht  nicht  ein^  weshalb 

2iV(darcosa  -l-  d^cos^  -f-  dz  cos  y)  =  0 


ist. 


§.  84.    Wenn  das  nichtige  Attcactionscentrum  auf  dem  Peri- 
meter der  Ellipse  liegt,  so  wird  nach  meiner  Berechnung: 

B=9  (nach  (e)), 

C=  — 2A(a-f  iETA)  (nach  (b)). 

Substituirt  man  diese  Werthe,  so  geht  das  Polynom 

Ä*  +  205»  +  aa_2A«a*-Ä^A4-.  (2««+  C)Ä« 

über  in 

Ä(*  +  A)«(*-A)*  +  2a(*+A)(5-A)«; 

dieselbe  Veränderung  erleidet  das  Polynom  mit  u. 

Setzt  man  nun  nach  §.  15.: 

«=:5f    on^   *=!— ^, 
so  erhält  man  für  (f)  und  (g)  die  Werthe: 

8* ^_ Sa . 


dt 


(g) 


■i*A^i^        a  >  »^^— ■  ■    a»»— ^k^i»* 


2 


aus  welchen  man  ableitet: 


360  tiley :    Hemerki/ngen  über 

It^  (»  +  *)8»V2 (a  +  /l)8iiva 

(.  +  «)ai  _  (in-t)8i. 

Man  hat  ferner   nach  meiner  Berechnung  för  (b)  den  Werth : 

Sqp=0,    also    ^=^const., 

wie  es  sein  niuss,  da  h,  die  Verbindungslinie  der  beiden  Attrae- 
tionscentren,  anf  der  Ebene  der  x,  y  senicrecht  steht,  was  also 
gleichfalls  von  der  Ebene  der  Bahn  des  benegüchen  Körpers 
gelten   rouss. 

(J.  85,     Na<rh  meiner  Berechnung  ist: 


f      181 


;  Keihe  enttfickelt ,    liefert  dann: 


^5. 4a  "^4.4.7.40' "^ 


Note  V.  des  zweiten  Bandes,  von  Lagrange. 

g.  1.     Nach  g.'84.  ist  die  Formel  für  die  Zeit,  in  welcher  decl 
Kürper  einen  Bogen  der  Ellipse  durchlauft : 


1    r    sdz 


wo   a=  der  grossen  Aze  oder,   nach  meiner  Berechnung,  =:d«| 
doppelten  grossen  Axe,  *  reapective  =6  +  c  und  b~c  ist.     Hiei 

aber  setzt  Lagrange  nach  Lambert  i=— „-  oder  p  und 
oder  f,   und  findet  füir  t:  ■ 


"^Vv^? 


^^e] 


s  analffllscäe  Hlecltanik. 

Führt  man  nun   in  diese  Formel   Tür  i  den  Werth  ^  ein,  «Ter 
ipbar  an  die  Stelle  des  früheren  i  getreten  ist,   so  wird: 

__i^  r_ä!! !_  /»  'ä. 


Werth.  der  von  Lagrange's  Formel  in  §.  84.  abweicht,  meine 
Berechnung  dagegen   bestätigt. 

§.  %.    Die  Formeln 

tp  —  a-x  —  y, 

e(sin9)  — einc)  =  ainj:-8ins 

eind  nicht  nothwendig,   aber  mügliob,   und  zugleich  die  einfach- 
sten,  und  führen  zu  wichtigen  Consequenzen. 

Alle  anderen  Formeln,  die  man  aus  der  Grundgleichung: 

K         a![q)— o+c(8inq)-aino)]  =  al{a;  +  Bina:)-ot(y  +  siny) 

ableiten  bünnte,  fuhren  nicht  zur  analytischen  Bestimmung  von  <j 
und  p;    deshalb  sind  diese  Formeln  die  einzig  zulässigen. 

g.  3.  Die  Zeit,  welche  nüthig  ist,  um  den  Bogen,  zu  wel- 
chem die  Sehne  6  gehört,  in  der  Ellipse  mit  der  ExcentrlcitSt  e 
zu  durchlaufen,  ist  gleich  der  Zeit,  welche  nüthig  ist,  um  den 
Theil  9  —  p  =  S  der  grossen  Ase  zu  durchlaufen  ;  q  ist  der  län- 
gere Radius  vector  der  Ellipse  mit  der  Excentricität  1  und  ent- 
spricht dem  Anfange  der  Zeit,  ;;  dem  Ende,  g  ist  daher  Minuen- 
dus,  p  Subtrahendus;  nicht  umgekehrt,  wie  man  aus  der  Wabl 
und  Stellung  der  Buchstaben  im  Texte  zu  schliessen  versucht  wird. 


§.  S.    Das  Integral  v 


flt  («8«  —  Su) 


hp 


'a*(ArctaiiB  ..  •  —  -■  =  +  Ve'— «•)= — ßi(Arc8in--|-  Ve'-u'), 
V  e*  — u'  * 

Vi'  negativ  genommen  werden  muss,  um  für  die  Zeit,  in 
welcher  der  Bogen  der  Ellipse  durchlaufen  wird,  einen  positiven 
Werth  zu  erbalten. 


BIrp:    BemgTkungen  Uöer 


^  .    Es  ist  mithio : 

Arcsin-  +  Ve' — m'  — Arcsin V"c'  —  s 

=  Aresina:  +  V  I — ar*  —  Arcsiny  —  V^l — » 
womue  sich  die  heidw  Gleichungen  ableiten  lassen : 


r  Lagrange'schen  Gleichnng 
:e-«=  V2  — 2n  — m". 


welche  aus  der  Gleichung  : 
drflcke  abgeleitet  wird,  tni 
werden : 


rviscben  den  Quadraten    beider  Aus- 
js  vielmehr  Telgende   Form  gegeben 


um  Radius  vector  »(1— 3:)>  Radius  vector  a{l  — y)  a 
§.  7.    Man  erhält  auf  diese  Weise : 
q=y  —  x, 
y  = «—      and    *= 5-^' 


nie   ea  sein   muss,    da  b(1  —  x)    dem   grüsserau    Radius    vect 
a(I  —  u)  der  Ellipse  mit  der  Excentricilal  e  entspricht. 

§.  8.  Der  hwt  ausgesprodiene  Lehrsatz  ist  richtig  miter  der 
Voraussetzung,  dass  die  willkührlichen  Constanten,  welche  die 
Differantiaie  beim  Integrirai  lielierR,  sich  unler  einander  aufheben 
oder  säfiamtUcfa  Null  eeteii.  Strenger  irfirde  fol^oder  AwsdrDck 
des  Theorems  sein: 


Lagrauge's  nnrtlr/tisclie  ilethaiiik. 
.  10.     Die  richlisen  Werthe  von  a,  b,  c  sind: 


§.  II.     Polglich  ist: 


-      AHfi—M^     ' 


-      MIN-M*      ' 


Y: 


V(f)- 


-iv; 


§.  12.     Der  Lehrsalz  dieses  Para^rsphe 


y8ff 


lat  jedoch  insofern  nicht  eine  blosse  Verangemeinerung  des  Lam- 
bert'schen  Lehrsatzes  in  der  Porm,  in  welcher  ihn  Lagrange 
in  g.8.  darstellt,  als  hier  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheits- 
zeichens nur  ein  Differential  vorkommt,  während  dort  eine  Diffe- 
renz zvreier  analogen  Differentiale  sich  forlindet.  Soll  beim  Inte- 
griren  der  Ausdruck  für  die  Zeit,  in  welcher  ein  Bogen  der  Ellipse 
durchlaufen  wird?  erhalten  werden,   so  tduss  man  setzen: 


rar 


VB  +  Mt  +  Nt^ 


J    ^Hx  +  Nx^    J 


_jßy_ 


V%  +  iVs« 


;  willkübrlfchen  Constanten  ittT  Integration  anf  der  rechten 
f  iSeite  des  Gteichheitszeicbens  «roh  anter  einaDder  tnfheben  las- 
sen oder  gleich  Null  setzen. 


Heiiier/iniigeti  iilier 


to  wird ; 

nithin : 
a  =  m\Mk'\Slf,    b  =—m-Mk',    c  =  t—Hk—Wlf. 
g.  13.    Bestimmt  mao  p,  e,  a,  ß,  y  aus  den  füDl' Gleichungen : 
2b_4B  ?5P.j«_1^       4^_     ^*      IM  _ß^ 

4JV_      |i'(l  — e') 


=  -«■     ''  =  V'-äi-'     ^=cV''^-B^' 

°—  C  V  '~    «■  ■ 

80  dass  p    und  e   nur  durch    Constanten,    a,  ß  und  y  aher   auch 
durch  willkührliche  Constanten  bestimmt  werden. 

Lagrange's  Ausdruck  für  die  Zeit,    ia  nelchef  ein  Bogen 
der  Ellipse  durchlaufen  nird,  ist  zwar  nach  g.  10.  richtig,  ineofern 


T- 


unter  die  allgemeine  Form 


/,  +  2r- 


rSr 


yTä+iar+Nr^ 


fällt ;  der  hier  gegebene  Bewein  für  die  Richtigkeit  des  Ausdrucks 
■st  aber  fehlerhafE.  Hier  muss  vielmehr  diese  Zeil  durch  die  Dif- 
ferenz zweier  Integrale  von  der  Form 


I.ngrittigf's  ttnalytttttit  MechRnIk 

(='  +  *)  3= 
V"«  +  6i  +  ci»  +  «£.•  +  iVi:' 


/ 


dargestelll  werden,  wo  a,  b,  c,  h  nilllcijliTliche  Constanlen  sind, 
E-^-TiSTäs-  j  also  ebenfalls  eine  willkührliche  Cooslante  ist,  und 
die  Variable  z  in  dem  einen  der  beiden  Integrale  die  halbe  Summe, 
in  dem  anderen  die  halbe  Differenz  der  beiden  Vecloren  r  und  u  ist. 

5,  14.  Setzt  man  a:=ö  +  f»  wnd  y=^^-Yv,  so  f;eht  die  (>lci- 
chung 

2C(3:  -  y)  M  +  fir  +  O)  =  V  r  +  VA 

filier  in 

(fi— V)  (^  +  ßa  +  ßft  +  Bv)  =  V  J  +  J'v  +  VJ+^ 

unter   Vernachl.'issiguns  der  ztreiten    und    höheren  Potenzen    und 
l<  S 

bProducte  von  ^,  fi,  v;    mithin 

also    V^'    nnendlich  klein    und  li' =  0. 

Lagrange  zeigt  in  diesem  Paragraphen,  ir'elcher  den  Fall, 
wo  das  Centrum  des  Vectors  u  in  den  Perimeter  der  Ellipse  lallt, 
in  TÜiliger  Allgemeinheit  behandeln  soll,  bloss,  dass  der  Lam- 
hert'sche  Lehrsatz  in  der  Form  des  g.  12.  für  den  Fall  gilt,  wo 
u^O,  also  x=:if  ist.  Er  sucht  zwar  den  Schlusssatz  als  allge- 
mein bewiesen  darznsiellen;  aber  dieser  Scbluss  ist  nicht  gerecht- 
fertigt. 

g.  92.  Wenn  man  in  die  Function  Sl'  statt  der  Coordinaent 
S'.  v' <  £*.  ä",  ij",  J".  £"  u-s.  w.  ihre  Werthe  in  t  setzt,  so  muss 
jf  fQr  den  Planeten  m'  gleich  m  +  m',  für  den  Planeten  m"  gleich 
m+m"  U.S.W,  gesetzt  werden;  die  Formeln  des  g.  74.  folgd. 
liefern  die  Variationen  der  sechs  Elemente  der  Bahn  des  Plane- 
len m' ,    wo   ff^:m-\-m':=g'  ist. 

§.  94.  Die  primitiven  Coordioaten  x,  y,  1,  welche  die  Lage 
der  Sonne  bestimmen,  werden  hier  offenbar  nicht  auf  einen  be- 
liebigen Punkt  im  Welträume,  sondern  auf  den  Schwerpunkt  des 
Sonnensystems  als  Atifangspunkt  bezogen,  da  angenommen  wird, 
dass  die  Ebenen  sHmmtlicher  Planetenltabnen  durch  diesen  Punkt 


Ulev 


Bemerktmgen  tlier 


hindarchgeheti.  Die  Grössen  A,  B,  Ay,  Bf  werden  vermüge  die- 
ser Annahme  ganz  streng  bestimmt,  während  sie  nach  der  Vor- 
auHselzung  des  voriiien  Paragraphen,  nach  welcher  sämmtliche 
Planetenhahnen  auf  den  Mittelpunkt  der  Sonne  als  Brennpunkt 
bezogen  wurden,  nnr  nüherungsiveise  bestimmt  wurden. 

Die  Winkel  (P'  und  <^"  des  vorigen  Paragraphen  werden  auf 
den  Mittelpunkt  der  Sonne  als  Scbeilelpunlit  bezogen  und  sind 
daher  nur  näherungsweise  richtig. 

g.  65.  Um  die  Glieder  von  ß',  welche  mit  m'"  mnlliplicirt 
sind,  zu  erhalten,  müssen  nicht  nur  alle  mit  zwei  Accenten  ver- 
sehenen Buchstaben  drei  bekommen,  sondern  auch  K,  hier  ff,", 
der  Winkel,  vrelchen  der  nach  dem  Peribel  gehende  Theil  der 
grossen  Axe  der  Bahn  von  in"  mit  der  Knotenlinie  von  m'  und  m" 
macht,  wird  einen  neuen  Wertli  erhallen,  den  man,  da  dieser 
Winkel  in  der  Ebene  der  Bahn  des  Planeten  m"'  liegt,  mit  AT,'" 
bezeichnen  kann;  ebenso  geht  //,  hier//,",  der  Winkel,  welchen 
die  Knotenlinie  von  m'  und  m"  mit  der  aul'  die  Ebene  der  Bahn 
von  m'  proiTcirten  Axe  der  x  macht,  in  H^'"  über,  welcher  in 
derselben  Ebene  liegt,  aber  bis  zum  Knotenpunkte  von  m'  and 
m'"  geht;  u.  s.w. 

Die  Richtigkeit  der  Formel 


1 


I 


.pV[cos(a''  +  a"-— g+ff)-cos((P'-g>"-/f-A:)],. 

"•"  r-.'3_i.„"a_-)^'v«n^/(ft'_  ifi"_  w_  jf\](  (siD»J,7  , 


I  Si'  gründet, 


auf  welche  sich  die  Entwickelung  des  Werthes  i 
ISsst  sich  nicht  beweisen. 

§.  96.  Die  Werlbe  von  ^'  und  *"  stimmen  mit  denen  der 
§£.  21.  und  2*2.  nicht  genau  überein,  selbst  abgesehen  davon,  dass 
sie  dort  nicht  genau  berechnet  worden  sind. 

Man  vermisst  Oberhaupt  in  der  ganzen  folgenden  Entwickelung 
dieses  Paragraphen  die  sonstige  Klarheit  und  Genauigkeit  La- 
grange's. 

Von  den  mit  sin^-A-  multiplicirten  Gliedern  bleibt  hei  Ent- 
wickelung der  Producte  der  Cosinusse  nur  ein  von  w'  und  m"  un- 
abhängiges Glied  zurück,   dessen  Werth  ist: 


Lugrange's  analyliMhe  KtchuHik. 


ifi- 


r'  +  2p"cos»"+-5-(l- 


indem  man  nlle  periodischen  (Glieder  weglüsst. 


=?5('+T  +  V'" 


und   keineswegs   i=^  0. 

§.  98.  Auch  die  Rechnungen  dieses  Paragraphen  enthalten 
viele  Fehler.  Vollkninmen  richtig  aber  ist  die  Bestimmung  den 
Werthes  der  Coellicienten  («',  a"),  («',  a")]  u.  s.  w.,  [a',  o"], 
[«',  a."\  u.  8.  "■.  als  Funclinnen  von  a",  a"  durch  Zerlegung  des 
Aasdracks  n"— 2a'a"cos9J  +  o"'  in  seine  beiden  imaginSren 
Factoren 


(fl' 


-')  («'  -  n 


f-fl^^i) 


und  Enbrickeluii!!  der  —  \i^\i  und  — |teo  Potenz  eines  jeden  die- 
ser Factoreij  nach  dem  Binomialtheorera.  Auch  die  Prämissen, 
auf  welchen  diese  ßeduclion  ruht,  sind  völlig  richtig. 

%.  m.  Ueber  die  Bestimmung  des  Winkels  h  als  Function 
von  j',  j"  ist  zu  bemerken,  dass  hier  die  unrichtigen  Formeln  des 
j.  71.  für  6a,  Sb,  ,  %a^  benutzt  worden  sind.  Aber  selbst  abge- 
sehen hiervon  närde  der  Werth  von  £>.  aus  seinem  UiSierentiale 
abgeleitet,  unbestimmt  sein;  und  j  wCrde  die  Summe  zweier  in 
verschiedenen  Ebenen  befindlichen  Winkel  vorstellen,  da  hier  die 
Bahnen  von  m'  und  m"  z"ar  unter  einander,  aber  nicht  mit  der 
Ebene  der  x,  y  zusammenfallend  gedacht  werden. 

g.  100.  Die  Function  {9.'\  enthält  die  Excentricitfilen  nnd 
die  Oerter  der  Perihelien  der  Planetenbahnen,  nicht  aber,  wie 
der  Text  sagt,  die  Oerter  der  Aphelien,  da  ;(  =  A  +  A,  wobei 
freilich  obne  Grund  die  lilbene  des  Winkels  k  mit  der  Ebene  des  . 
Winkels  k  zusammenfallend  gedacht  wird.  Ebenso  die  Function 
<&  in  den  folgenden  Paragrapheu. 

g.  103.     Abgesehen  davon,  dasa  die  hier  gegebenen  Gl  eich  un- 


906 
gen  für 


Bley:    Bemerkungen  über 


icbtigcT  PrSmiflsen ,  aui 


dn'     dm" 
~W'    Ti'   -^  o- «-«■■  wegen  n 

denen  sie  abgeleitet  sind,  verworfen  werden  müssen,  wäre  £ 
die  verschiedene  Bedeutung  der  Buchstaben  m'  und  m' ,  m" 
m"  u.  s.w.  leicht  eine  Quelle  von  Missversländnissen. 


§.  1 


Setzt  man 


-g,     y=\  —  7i. 


=  l-£i 


SO  wird : 


-2(£^  +  K+^S)-£«-)?»-£'+4(£ +*,  +  ?-!) 
:hläs6igung  der  Grüssen  dritter  Dimension.    Endlich  ist 
ei  =  Cwe«,    ^  =  Budt,    st  =  AaBl. 


Wie  bei  Lagran 


wird 


£,  ^,  £  enthalten  i  nur  in  coi 
gration  findet;    z.  B.  für  S: 

£=  C/aai+  coiist.  =  CK  fei 

=  CK  C08  kf  BIO  !ttdt+  CKs\ 


i(fii+ A)8i+const. 
lA/cosfitöt+const. 

8A/Binfirö.ft(+  -^^^  siiiA/cosf(Id.^f-|-coi 


=  -  —  cos  (fi(  +  A)  +  const. 


wird    man      ^ 


Wegen  der  willkührlichen  Constanten  der  Integration  wird  man 
J,  I),  £  und  folglich  //',  y,™,  J,,'"  nicht  vullig  genau  aus  diesen 
Formeln  finden  kQnnen,  wohl  aber  s.  B.  die  jährliche  Variation 
der  Neigungswinkel. 

Uebrigens  ist  die  Annahme,  dass  £,  ■ij,  £  sümmtlich  sehr  klein 
seien,  auf  welche  sich  die  ganze  Beveeisführung  grOndet,   falsch: 

denn  ij  :=:  I  —  cos/3  ist,    da  ß  ein   stuniprer  Winkel  i 


wo    j,    ein    ächter  Bruch  ist.     Ferner  ist  i 
wof&T  man  nicht  'idJ,'")^  setzen  darf,  da 


=  2sin'= 


Ä.' 


Lngrnnge'3  nnnUmsch«  XfehaniH. 


Es  bleibt  also  nichts  übrig,  als  die  Gleichung  fl(  =  — ^  lu 
intagrireo. 

§.  1(K.     Die  Zahl   der  willkfibrliehen  Conelanten  in  den  Aus- 
drücken von  p' ,  q'  und  a;  in  (  ial  0,  die  sich  durch  die  Gleichung 
p'^\q-%\x^=\    auf  5   reduciren.     Bei    der   Integration  der  . 
sprechenden  drei  Gleichungen  für  hp" ,  8q",  di/   ergeben  sich  drql  1 
neue    Conätatiten,    so    dacs    die   Zahl    aämmtlicher    nillkübrlicber I 
Constanlen  durch  die  Gleichung  p"* -(- ^"*  +  i/*=l   auf  sieben  re- 
ducirt  wird. 

Die  Werthe  von  p' ,  tf' ,  p",  q"  können  sich  nicht  7.ur  genauen 
Bestimmung  von  i'  und  i"  eignen,  da  diese  Winkel  aus  dem 
Sinns  abgeleitet  nerden,  der  filr  Winkel  bis  ISU«  je  ztv ei  Werthe 
liefert. 


g.  HO.     Der  Werth    von   Bl'  tvird   i 
Werthe  von  3i  in  §.77.: 


ich   dem    viilltg  richtigen 


9i' 


=-\A?' 


S(Sl') 


dt  + 


2\^g', 


-    —-—7-  0. 

'    de' 


an   O  und 
Diffeten- 


'  Wenn  die  von  Lagrange  berechneten  Werihe  ' 
W  in  §.  10].  und  §.1(U.  richtig  %vSren,  so  nfirdeii  di 
lialqnotienten  nach  a' auiii  den  OoefiGcienten  {«',  o"),  a'n"[a' ,  a"}i, 
a'o"[a',  a"]a,  (a',  a'")  u.  s,  w,  der  Functionen  (D  und  W  zu  bilden 
sein,  und  die  Werthe 

8(«'.  «") 


i"[a'.a"l+a'a"- 


\      §.  111.     Addirf  man  zu  SSI  den  Ausdruck 


wo  ^  die  Dichtigkeit  des  sieb  Bewegenden  ist,  F  die  Dichtigkeit  ^ 
des  Weltäthers,  nicht  des  Lichtäthers  (vergl.  A.  v.  Hamboldt'S  ' 
Kosmos,  Bd.3.,S.B0.),  so  ist  Rlr  die  Planeten  J  gegen  F 

endlich  gross  und  deshalb    -r  —  0. 

'Iln:il  XX)LV.  -ib 
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9.  I1'2.  (P— u  liefert  selbst  nnch  Lagran  ^re'i«  We 
§.  ''St.  iiiclit  eine  Reihe,  welche  nur  Sinusse  vnn  u,  2m,  3» 
enthält,  sondern  es  finden  sich  auch  Cosinusse  ilieser  WinlcH^ 
vor;  noch  weniger  aber  nach  dem  von  mir  berechneten  Werthe. 
d^  ivird  also  fOHohl  Sinusse  als  Cosinusse  in  sich  enthalten;  | 
auch  Br^  +  r^S®''  wird  sowohl  nach  meinem  Werthe  von  ■ 
nach  dem  von  Lagranf^e  in  g.  22.  angefi'iiirten  au»si>r  den  vor- 
herrschenden Cosinussen  auch  Sinusse  enthalten.  Uebrigens 
enthält  sowohl  5r*  +  r^^fP»,  als  VSr''  +  r^d**  constaiile  Wieder 
in  sich. 

S{'1>)  enthält  kein  constanles  (ilied  in  sich:  also  wird  auch 
T'^d^S{'l>)  kein  constantes  Glied  in  sich  enthalten.  Ua  auch  drSir^ 
kein  constantes  Glied  enthält,  so  wird  die  Grösse  £rd(r)  ^ r^'d<Pä(») 
für  die  säcularen  Variationen  vernachlfissigl  trerden  kijniien. 

g,  113.     Der  Werth  von  ör"  f  r'^*^  ist: 

also  sind   die   wegen    des  Widerstund  lei«lenderi    Mittels 
7M  addirenden  Glieder: 

§.  114.     In    die   Werthe    von  8a,  Sc   and    de    muss   ebenrall^ 
Jror   rund   ^e'('-«)^|_l^    ^-^    (f^^    substituirt 
den;    SA,  di  und  dk  werden   nach   meinen   Formeln    =^0,    n 
man  in  die  Formel  des  vorigea  Paragraphen   für  S^  seinen  Werth  ^ 
ÄÄ  +  cosiÄÄ  einführt.     Nach"  Lagrange's  Formeln  in  g.  74.  wird  ] 
dagegen  di  nicht  =0,    wenn   man  Tür  d-ji  seinen  Werth  einfil(n% 
woran  die  fehlerhafte  Formel  fiir  9i  Schuld  ist. 

Lagrange    sagt   hier,    die  grosse  Axe  sei  keiner  sftcnlai 
Variation   unterworfen,    indem   er  darunter  die  Lage  der  grosse) 
Axe  versteht. 


Wenn  m, 
igrange'a 


n  die  ExcentricitÜt  p.   vernachlässigt, 
Gleichungen : 


Lagrange*»  analyUHhe  Mechanik.  371 

Es  ist  nicht  schwer,  anfzufindeii,  dass  die  Gleichung: 

/2       INJ  1 

deren  Ursprung  Beritra»d  niobl begreif««  kafm«  ans  eMem  Schreib- 
fehler des  Manuscriptes  oder  einem  Druckfehler  der  zweftofi  Aps- 
gäbe  herrührt 5  indem  hinter  a  ein  Semikolon  oder  et  fehlt. 

Für  u  ist  nach  Lagrange's  Werthen  richtig 

p  dt 

gefunden  worden;  ^  Ist  jftb^r  das  Istegral  «o  mn  nehmen,  dftM 
e»  bei  d«m  j^unkta  aAfiingt»  we  u^O,  aho  t^c  ist.  Lagr^ng« 
l^.sst  es  ßUachticb  bei  tjs^O  hegiBoen. 

Nach  den   von  mir  gefundenen  Werthen  wird  bei   Vernach- 
lässigung der  E^cfjck^ricit^t  e: 


/e^l  -  a)      2  _  l\*  _  _|_ 


also 


8f  =  — 


^—Vgj 


8< 


(l/J  -  «^Vff)» 


5ri  ' r ' — ' W     ^  V 

Diese  Formeln  können  übrigens  wegen  des  Verhältnisses  von 
r  zw  ^  bei  den  Pjaneien  keine  Abwendbarkeit  hesitzen ,  und  bei 
den  Kometen  darf  man  e  nicht  vernachlässigen,  selbst  nicht  in 
der  ersten  Approximation. 

§.  119.  Im  Anfange  diese«  Pan^aphen  findet  sich  c^  sl5* 
render  Druckfehler.  Es  heisst  daselbst :  Supposons  que  la  force  d*at- 
traction  R*  soit  comme  la  puissanee  g't^  de  la  distance  q*  y  on  aura 

25* 


Bleu:     Bemerkumjcn  iVier 

et  la  Ibnction  F^'  sera  uiie  fonctian  homogene  de  x' ,  y',  z'  du 
ilegr^  ft  +  lf  etc.  statt:  ISupiiosons  que  la  force  li'attraction  R' 
soit  comme  la  puissarice  q'>^  <le  la  dlatance  ß',  an  aura 


'T^^BF 


'■«-nr  ">■■= 


et  U  fonction  Fr'  . 
degrä  fi  +  I  i  etC' 


"(•  +  !■ 
I   une   foncfio 


(.  +  !■ 

homngänc 


9.  120.     Da  der  Werth  y 


-zr^—  =  ;rä  ('  +  ^  +  ^)  « 


und  nicht  =0  ist,  so  werden  auch  die  Werthe  von  (ß')  nicht 
dieselben  eein,  je  nachdem  man  die  Bahn  des  Planelen  m'  aufm 
oder  auf  den  Schwerpnnkt  des  Systems  als  Anfangspunkt  Aer 
Co  ordinalen  bezieht. 

Uebrigens  ist  wohl  zu  bemerken,  dass  sich  in  die  Formel^ 
der  Bewegung  des  Planeten  m'  um  den  gemeinsanieii  Scbwerpunkj 
des  Systems  alle  Coordinaten  und  Elemente  auf  den  Schwerpunkt 
als  Anfangspunkt  und  Brennpunkt  beziehen,  in  den  Formeln  der  | 
Bewegung  um  die  Sonne  dagegen  auf  den  Mittelpunkt  der  Sonn^  | 
und  dass  daher  die  cotrespundirenden  Werthe  beider  nicht  ganx.i 
dieselben  sind. 


I  dem  Werthe  ton  £1'  des  $.  11».  die  Glieder 


weg  und  vereinigt  sie  mit  dem  ersten  Gliede 
su  gebt  dies  über  in : 

2(m— anQ  — m"— m"— ■■ 


so  dass  der  KSrper  m'  um  den  Schwerpunkt  eine  Bahn  beschreib 
beD  wfirde,   Ii«rvorgerDfen  durch  die  anziehende  Masse 


im  Schwerpunkte. 


l 


Lagratige's  analfftiscUe  Vechimik.  ;-J7Ü 

Achter    Abschnitt. 

Bcrtrand  sagt  in  einer  Note  zur  Vorrede  der  Eiveiten  äub- 
i;ahe  <leH  zvreiten  Bandef,  die  Rechiningsfeliler  dieses  Abschnittes 
Heien  so  bedeutend,  dase  es  unmuglich  sei,  sie  ku  corrigireii, 
ohne  den  Text  zu  andern.  Mir  scheint  dieser  Vorwurf  hiichst 
ungerecht,  und  liloss  in  Beziehung  auf  die  Formel 

(j|.  -2].)  und  auf  den  Endnerth  von  E  in  g.  23,  gerechtferligt. 
^^m  $.  1.     Die  Gleichune;  der  lebendigen  Kräfte: 

gilt  jedoch  nur,  wenn  die  Verbindung  der  Kürper  unter  einander 
von  der  Zeit  unabhüngig,  d.  fa.  constant  ist. 

§.  -2.  Der  Werth  von  R  ist  auch  hier,  wie  in  §.  79.  des  sie- 
benten Abschnitts, 

_  r  2*« 

zu  setzen.  Bewegt  sieh  ein  System  von  Küpero  in  demselben 
Medium,  und  die  verschiedenen  Kürper  mit  verschiedener  Ge- 
schivindigkeit,  so  hat  man: 

H  _  r  ^'    i?'  _  z  ^    ff"    _r  ??Ü 

r.ndlich  ist  auch  die  Grösse  der  Widerstand  leistenden  Ober- 
fläche zu  berilcksicbtigen,  wenn  der  sich  beivegende  Körper  nicht  ^ 
bloss  als  Punkt  betrachtet  wird.  Die  Griisse  des  Widerstandes 
ist  der  Grösse  dieser  Fläche  direcl  proportional;  bezeichnet  man 
also  die  Widerstand  leistende  Fläche  mit  F,  so  erhält  man  die 
Ausdrücke: 

"  ~  ^  '^  eP '      "  —  ^'  '^  S(a  ■     "    ~  j"^     Sfl  '  "■  *'  "■ 

Diese  Formel  gilt  übrigens  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass 
der  Widerstand  senkrecht  gegen  die  Oberfläche  des  sich  bewe- 
genden Kürj^ers  wirke;  ist  dies  nicht  oder  nur  zum  Theil  der 
Fall,  so  ist  nach  bekannten  Sätzen  die  Wirkung  geringer. 

Lagrange's  Weise,  die  Wirkung  der  OberOSche  durch  ver- 


.    ist    offenbar    unlogisch, 
sefzeo: 


Indani  so  der  Werth  von  T  sich  ändert,  k&nn  man  ihn  diarch 
Tt  beneicbnen;  dnnn  wird  die  Pormel  4er  Bewegung,  rücksicbt- 
üch  i: 


.  des  fOnflen  A-bscboitts 
^[ii,c]de  +  [a.k]dfc+.... 

dt  lind  alle  entsprechen- 
den Äuiidrucke;  mithin  nach  §.  G3.  deet  siebenten  Abschnitts  auch 
Sa,  86  u.  s.  «.;  also  auch   die  CoätlQcienten  [a,  d],  [n,  c]  u.  s.  w. 
Wohl  ZB  bemerken  ist  hierbei,  dass  Sl  nur  eine  Kunelion 
I  darl  (Abschnitt  V.,  §.  8). 

lomeiit  einer  Kraft 


='V"©v(l)V(ty 


und  senkrecht  gegen  die    Fläche,   deren   Gleichung  SLt^O, 
aber  dL=:0  ist,  vvtrkend  vorstellea. 

,     Die  Änrnerhungen  Bertrand's  zu  §.  <l.  und  §.  15. 
zweiten  Abschnitts  des   ersten  Theils  finden    hier  keine  Anwen 
dungi  fvas  Lagrange  sagt,  ist  in  voller  Ausdehnung  wahr. 


§.  4.     Es  ist  in  der  That   auffallend,    dass    La 
der  Bedingungsgleichung 

mit  welcher  die  Gleichung  f[x,  y,  i,  |,  ij,  £)=i:0  einen  Contae 
der  ersten  Ordnung  hat,  behauptet,  dass  sie  der  eines  Faden«, 
welcher  über  zn-ei  Rollen  geht,  äquivalent  tvefde,  da  sie  vielmebi 
die  Bewegung  auf  zwei  Curven  darstellt,  welche  die  durch  i 
letztere  tileichung  gegebenen  Bahnen  tangiren,  weshalb  auch  Am 


unalijtitche  Mcehimik. 


dadurch    hervorgerufene»    Kräfte    dei^selbe  ist. 


nF-i,y), 


Es   scheint    fitat,  als  sei  Lat^ran^e  zu  der  in 
den  Behauptung  durch  die  Betrachtuug  der  furmeh 


Hede  stehen- 


i 


«l)=f(B. 


At)=FXB 


veriShrt  norden;   aher  diese   gelIeD  ja    nur   liir  eir 

Werih  der  \'ariablen  x,  i),  i,  |,  ij,  t  ". 

nF-(x),   m-(y),   nF-u),   uf-Q),   nF-(n),   npm 

sind  vielmehr  der  Riehtun^  nach  den  Kräften  Tfix),  TfXy), 
Tf[z),  Tf(l),  Triv),  Tf(t)  gerade  entgegengesettt.  Was  itre 
ürusse  betrifft,  so  künnen  gie  denselben  gleich  gedacht  werden, 
aher  sie  sind  ihnen  nicht  nothweiidig  gleich.  Brstere  Kräfte  Hiitd 
wegen  des  Coäriicienten  77  unbestimmt,  letztere  dagegen  bestimmt. 


§.  16.  Lagrange  behauptet,  dass  von  den  drei  reellen  fVer- 
then  von  cos  i|j  zwei  ein  Masimum  und  einer  ein  Minimum  von  ijj  ge- 
hen, wobei  KU  bemerken  ist,  dass  beide  Maxima  gleich  sind.  IJer- 
trand  behauptet,  der  dritten  Wurzel  kilnne  weder  ein  Maximum, 
noch  ein  Minimum  von  ij;  entsprechen:  denn  weil  alle  Wertlie 
des  Polynoms  mit  cosiii  positiv  oder  Null  seien,  so  müsse  coBip 
fitets  zwischen  den  beiden  t)ndwerthen  hegen.  Stellt  man  aber 
das  Polynom  mit  cnai^  durch  eine  Curve  dar,  die  von  der  Ab- 
sciasenaxe  ausgehend  sich  über  dieselbe  erhebt  und  dann  wieder 
zu  derselben  zurücksinkt,  so  giebt  sie  offenbar  keinen  dritten 
VVerth  des  Polynoms  =0,  ausser  den  beiden  Endwertben,  und 
man  kann  also  nur  die  Curve  rucknärls  durchlaufen,  um  den  drit. 
ten  Nullwerth  su  en-eiclieu.  Man  wusete  in  der  That  auch  Dicht, 
für  welchen   Werth   von    ^i  ausser  dem   Maximum  und  Minimum 


*-st'- 


=  0  werden  könnte. 


§.  17.  Setzt  man  cos<['  =  cososin»o  + cos/Jt 
dem  hlemsten  Werthe  ß  von  41  die  Werthe  0,  '. 
von  a  entsprechen,  und  dem  grüsateu  Werthe  a 


)  'p  die  Wertbe 


3JB  Btsy:    Bemerkungen  Über 

Der  W«Tth  von  dtp  isl 

~  V"co8C(+coHßL(l+cn8i/,)i+Cl-cosif>)Xj  ■ 
ivo  ciig'^=  ;(cosa  +  co«ß)+  Ucosß— Ci)8n)ci>6'2tf. 

Uenseihen  Werth  beh&lt  der  constante  CofifGcient  von  dg> 
auch  in  $.  19,  in  tp  und  ^. 

@.  18.  Auch  nenn  das  Pendel  rücksichllich  der  Höhe  grüseere 
Excursionen  macht,  so  dass  cos^ — cosn  nicht  sehr  klein  int, 
wird  langy  klein  genu^  sein,  um  Z  in  eine  Reihe  umwandeln  zu 
künnen,  Heren  conslante  Co^rücienten  convergirende  Reihen  bilden, 

§.  19.     Wenn  man  die  Reihe 
H-bin"  "    (1— 2tangftcos2g-H2langV*"'S'tc  — '^*a"gVc''s6°+— ) 


inltiplicirt. 


.i  +  ßcos2ff+Ccc 
)  ist  das  Product  von  < 


ä4<F+.... 


^'  +  B'cos2<s+Cct 


•  4c(  +  /j'cos2acos4ff+/>'c 
-|-f/'cos4ocos6(F-f---'-) 


B  Off  ^c'  cosSiT  co8  6« 


Null  werden. 


aber  Hie  Glieder  b'coslacoais,  c'co8'2(JcoB6a,  d'cosAacosGa 
u.  s.  n.  lassen  sich  so  umformen,  dass  die  resultirenden  Aus- 
-drücke  Kum  Theil  unter  die  Glieder  B'cos'ia,  Ccns4<F,  D'conGa, 
a.  s.  w.  rallen,  anderentheils  mit  S<f  multiplicirt  leicht  integrabel 
sind  und  Integrale  liefern,  welche  für  o^ü 
Dasselbe  gilt  Tür  die  Reihe: 

4"  +  ß"cos-2ö  +  C"cos4ö  +  6"cos2ocos4ö  + 

Man  erhält,  nenii  man  einerseits  zwischen  0  und 
seits  zwischen  0  und  a  integrirt,  l'ör  <p  den  Werth: 

A\/2sinasin;8 
2.d'g-|-B'Biu2g+;CBin4of..      lA-g-^B"  s\n'ia+\C"  sin  4« +. 


</■££_"+ 

^U^  +  '-- 


+iC"6in4ff+..\ 
^)cos'vcos/  /* 


g.  21,     ^immt    i 


n,  Hass  die  Winkel  a  und  ^3  sehr  klei 


lalytUehe  Mechanik. 


ien,   und  vernacblüseigt    m   einer    ersten    AnnHherungSTechnung 
3  sehi  kleinen  Grössen  zn-eiter  Ordnung,  so  erhält  man: 


=0,  Ä^\,  ß  =  0,  c  =  o,. 


!i=0,  8in2*  = 


-=^^-^^cos»i'; 


m- 


Behält  man  dagegen  die  sehr  kleinen  Grüssen  zweiter  Ord- 
nung bei,  vernachlfiüsi^t  alier  die  von  der  vierten  Ordnung  an, 
so  erhält  man: 


l-f-tangytangfi 


,  .....  sin2(»= 


,  cos  y  = 


_  1— tangytang»  _        *  /a  — ^y    cosgy 
^   —      l-tang»!-      —1-'      \^     4    yJcosii- 

=  *  G + s  +  — F^  -  rej-n;)  -"■"■ 


=  2(1  +  S"^+I8<«'+™ 


llVl 


üüS*, 


Die  Näherungsrechnungen  geben  also  ein  rationales  Verhäil- 
niss  von  2(P  zu  »,  welches  jednch  filier  den  genauen  Werth  von 
t^  nicht  entscheidet.  Dagegen  zeigen  sie,  dass  2<I>  nothtvendig 
grösser  ist  als  n;  wobei  nicht  zu  vergessen  ist,  dass  die  Win- 
kel a  und  |3  sehr  klein  gedacht  werden.  « 

Bravais  sagt  in   seiner  Note  über  Lagrange's  Tehlerhafte 
Formel  Tilr  <!>  (Note  VII.  des   zweiten  Bandes) ,  es   handele  sieb  ] 
darum,  den  Wertli  von  9ij)  so  zu  integriren,  dass  nur  die  Gliedert 
zweiter  Ordnung  von  a  und /3  beibehalten,  diejenigen  vierter  Ord- 
nung dagegen  vernachläesigl  würden.     Es  handelt  sieb  aber  viel- 
mehr darum,   auch    die  Glieder  zneiter  Ordnung  von  a  und  ^  zu 
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vernachlässigen,  iva»  er  «elb«!  sogleich  bei  der  BcrechTiung  dbä~ 
ersten  Gliedes  des  Werfhes  von  Sgn  thut,  Tobei  er  jedoch  das 
Prixiuct  a^  ausninimt,  nelches  denn  auch  in  seinen  Werlh  von 
4  abergeht,  während  es  =0  ku  setzen  wäre.  Bei  der  Bereeb- ' 
nun^  des  zncilen  Gliedes  sind  nur  insofern  die  Glieder  ztveiler 
Ordnung  vnn  <x  und  |J  zu  b«räc k sieht! gen ,  als  man  für  6iu2v  und 

für  den  Quotienten  -„  nicht  einen  unbestimmten  Werth  erhalten 
dar!'.  Gleichwohl  berücksichtigt  Bravais  jetzt  anch  in  den  an- 
deren Grössen  die  Glieder  zweiter  Ordnung  von  a  und  ^,  macht 
aber  dabei  noch  verschiedene  Rechnungsfehler.  So  findet  er  für 
den  ersten  Factor   des  Integrals  des   ziveiten  Gliedes  den  Wcrth 


2ai3 


o^  +  g*+4«*iy, 


\\ 


statt 


Für  den  eierten  Factor  desselben  Integrals  finclet  er 
.'  +  (!' 


anstatt 


Id  den  Wertben  beider  Glieder  des  Integrals  von  dip,  so  wie 
in  dem  Totalwerthe  von  ip  behält  Bravais  die  Grössen  zweiter 
Ordnung  von  a  und  {3  bei,  was  ge^en  die  ursprüngliche  Aufgabe 
Lagrange's  und  seine  eigne  Berechnungsweise  des  ersten  Glie- 
des des  Inte^^rals  von  Sip  litreitet. 


in'ij'^  V  rci 


§,  'J'2.     Man  hat  offenbar: 


■'^i 


LaQ  ränge' 


lalytiache  Vschunik. 


§.  23.  Auch  hier,  wie  in  J.  2.,  ist  statt  TSs  zu  setzen  ^fS*« 
indem  ausser  der  Uichtigkeit  des  Widerstand  leistenden  Mediums 
aach  die  Dichtigkeit  der  Masse  des  Pendels,  so  wie  dess«e  Ober- 
Häcfae  von  EinDu^s  auf  die  Grösse  des  Widerstands  ist. 


Man  hat  also 

gleichung  des  §.  15.  das  Glied 

der  zweiten  Uifferential^leicbung  das  Glied 

zufügen.     Die   zweite  Gleichung  lässt  sich 
Form  in  TÜlliger  Strenge  integriren. 

Durch  den  Widerstand  eines  Mediums  werden  die  Tonstan- 
^n  C  und  E  veränileriich;  bezeichnet  man  diese  Veränder lieben 
durch  V  und  £',  um  sie  von  den  Conatanten  C  und  E  zu  unter- 
scheiden, SU  ist: 


ersten  Gliede  der  ersten  USerential- 
-gTj  ,  und  zu  dem  ersten  Gliede 

ieln*i(/3q5 

•    -gf«  -     hmzü- 

in  der  jetzigen 


ac= 


^/•cs». 


•S^)Zi 


-2-j-(iE+-^coaV')Sj, 


^^E 


Y^ 


(£+-^  cost)sinV  —  C* 


Wenn  das  Pendel  nur  in  der  Verticalehene  schwingt,  so  ist 
C  =  0,  folglich  Ds  =  r8i(..  Der  Werth  von  BE'  wird  dadurch  in- 
tegrabel;  unhegreiflicb  ist  es  aber,  wie  Lagrange  vorher  mit 


multipliciren  und  so  das  Integral 


gewinnen   konnte.     Der  letzte  Wertb 
teres  beim  Integriren: 


(E) ä/i  ''  cw^b^ 

d£'  liefert  ohne  Wei- 


titeg      Hemerkungeit  über 
E'  =  0-2r(£n/'  +  -Igsmilj), 
le  mllkührliche  Constante  ist,  and  der  Kfirze  lial- 
sleht.     Man  hat  also  für  das  Element  der  Zeit  der 
einem  anderen  WitJer* 


Pendelschwingungen   in    der   Luft  odpr 
stand  leistenden  Mittel : 


8^ 


V- 


■2r(i;r^  +  2ff'aint)  +  -;f-c, 


siy 


wo  g'  die  in  der  Luft  verminderte  Wirkung  dur  Schwerkraft  be- 
zeichnet. Um  U  zu  hcslimmcn,  setzt  man  die  (Inii^se  unter  dem 
Wurzelzeichen  ^=0,  nachdem  man  für  i/;  dessen  grüssten  Werth 
a  eingeführt  hat;  um  E  zu  hestinimen,  setzt  man  in  seinem  frü- 
heren Werthe  (§.  16.)  ^  =  0.     Man  erhält: 


£  =  -^co8, 


D  =  irgXs\. 


folglich : 


d 


y  4r9'(aina— acos 

»  +  tco>»- 

-sinijij  +  -^  (cos^  —  cc 

.«) 

oder,  wenn  man  8int))  =  i 

,   also  cos 

f=Ml-z'.  costB» 

=  &. 

*-/"*-/  VTZ^ 

=  =  Ärcsin 

3(  = 
8r 

setatr 

■'y  (l-.»)[rs'{.m„-.cos 

«-.+cosnÄrc.ini)+|;(*^C=?-e« 

sn)J 

Gleichungen,  deren  zweite  Glieder  n> 

r  durch  die  Rectidcatio 

der 

Kegelschnitte  integrabel  s 

od. 

Nimmt  man  an,  dass  das  Pendel  sehr  kleine  Schwingungen 
mache,  so  kann  man  sini/z^zTlf  und  cosit"^! — q-  zum  Behuf 
einer  Näherungarechnung  setzen,  und  erstere  Gleichung  integriren. 
Es  ist  nämlich  unter  diesen  Voraussetzungen: 


und  Hie  Gleichang  der  lebendigen  Krärte  gilt  nicht  mehr. 

Das  Pendel  müsäte  eebr  langsam  schwingen,  und  der  Fad«n 
wenig  elastiscli  und  ausdehnbar  sein,  wenn  La^range's  Aniiab- 
men  stattfinden  sollen,  r  wird  dann  während  der  Schwingungen 
selbst  constant  sein. 

@.  26.  Wenn  die  Axe  der  t  nicht  verlical  stünde,  sondern 
mit  der  Verlicale  den  Winkel  n  bildete,  so  würde 

r=  — .9(icos«  +  :c8in«) 

werden;  daher  würde  man  in  der  ersten  Gleichung  g  in  gcosa 
umändern  und  zu  ihrem  ersten  Gliede  den  Ausdruck  — jisioacosip 
hinzufügen  niässen,  während  zum  ersten  Gliede  der  zweiten  Glei- 
chung +  gQalnasiiiip  zu  addiren  wäre. 


Bleut     Bemrrkuiw^i  tUer 


Nennter    Abschnitt. 


§.  1.     in    den    aas    §. 
Theils  entlehnten  Formeln 


.   des    Tfinften    Abschnitts  des  ersten 


Sx^-si  +  isia—yäjs, 

as  =  Sn  +  xSN—iSL, 

Sz=siv  +  ySL  — xSM 

kann  man  das  Zeichen  S  in  Sx,  Sy,  Si  mit  P  vertauschen,  weil 
die  Verbindung  rfer  einzelnen  Punkte  des  Systems  von  der  Zeit 
vüllig  unabhängig  ist;  in  dl,  dp,,  dv,  ivelche  analoge  Grussen  sind, 
aua  gleichem  Grunde,  und  in  Sl,,  SSI,  Sy,  weil  dies  Elemente 
von  Winkeln  siud,  die  eben  sowohl  mit  d,  als  mit  d  bezeichnet 
werden  kiinnen. 

g.  10.     Bertrand   bemerkt  mit  Hecht,   die  Grössen  dP,  BQ    ! 
und  BR  seien  nicht  integrabel.     Denn  die  Werthe  von  ^,  tj' ,  J*. 
£"•  V'  £"  "■  B.  «■.  hSngen  zwar  nur  von  der  Art  der  Drehnng  des 
Systewis   ab,  sind   also   Functionen    der  Winkel   L,    M,  iV;  aber 
£',  ä",  £'"  sind  *on   L  vOllig  unabhängig;   ebenso    ij',  ij",  jj"  von 

M;  a,  r,  r  von  n. 


Uebrigens  bezeichnen 
vrinkel  um  die  bewegliche 


ie  Grössen  Bp,  BQ,  BR  die  Rotations- 
Axen  der  n,  6,  c,  wie  ans  den  Formeln 


-_3P       Ä_^        -  —  ^ 

cip  Bip  ?ip 

erhellet. 

§.  II.     Um  die  Gleichung 

29P = r-et" — j"Sf " + tTB^- — 7,"Bri'" + £'"01"  -  rffl'* 

in  die  Gleichung  . 

umiawandein,  brancht  man  bloss  die  sechste  ßedinguogsgleichung 
des  @.  3.  zu   differenliiren ,    und  diesen  Werth  in  obige  Gleichur 
zn  substituiren. 


§,  14.  Die  Formeln  dieses  Paragrajther 
d*i],  d*£'  u.  8.  m.  gelten  auch  dano,  ivenn  d 
des  Systems   unveränderlich    mit    einander  t 


für  BS,  Sj(.  c£,  e^, 
s  einzelnen  Punkte 
irbunden  sind,  wenn 


Liigi  auge'i  imaiettschR  Mechanik. 
Bc'  =  hdP-aSQ 


Wenn  die  einxelnen  iSirtkte  des  Systems  ihre  gegenseilit;e 
Lage  Tflränderii  künnen,  so  drücken  dB,  Sti,  d^  die  sehr  kleinen 
Beilegungen  eines  l'unktes,  dessen  Coordinaten  f,  ij,  ^sind,  nach 
den  Kiciitungeii  d«r  lelzte.ren  aus,  eowobi  insorern  sie  durch  die 
Drehung  des  Syntems,  als  iiisofern  sie  durch  die  gegenseitige 
Beweglichkeit  der  einzelnen  Punkte  hervorgerufen  worden  sind. 
da,  dfi,  Bc  sind  die  sehr  kleinen  Beivegun;>en  desselben  Punlctes, 
dessen  Conrdinaten  aber  auf  die  Axen  der  a,  Ö,  c  hezogen  sind, 
nach  den  Richtungen  der  letzteren,  insofern  sie  nur  vun  der  ge- 
genseitigen Beweglichkeit  der  einzelnen  Punkte  des  iSystems  ab- 
bKngen.  Die  drei  Punkte,  deren  Coordinaten  g',  tj',  £',  ferner 
£",  7)",  J"  und  f",  »)'",  £"  sind,  belinden  «ich  in  der  unveränder- 
lichen Bnlfernung  =  1  vom  Cestro  des  äystems;  &£',  Bij',  8^, 
d£''  a.  R.  IV.  bexeictinen  daher  die  sehr  kleinen  Bewegungen  dieser 
Punkte  nach  den  Richtungen  der  £,  i;,  £,  insofern  sie  nur  durch 
die  Drehung  des  äyälems  b  er  vorgebracht  wirden  sind. 


Prai^ment  III., 


I  Lagrange. 


Jeder  Kürper  m  des  Systems  wird  hier  nur  als  Punkt  be- 
trachtet; die  Grilasen  £,  »,,  £,  S£,  Bij,  St,  «,  6,  c.  So,  26,  de  be 
ziehen  sich  also  auf  diese  Punkte.  S'.  tj',  f,  |",  Tf,  £"  und  £'", 
i}'",  f"  ^^"^  ^'^  Coordinaten  dreier  besonderen  Punkte  des  Sy- 
stems, welche  dnrcb  Körper  bezeichnet  sein  hünnen  oder  auch 
nicht,  «obald  nur  8£',  di]',  df,  dg"  u.  s.  w.  die  sehr  kleinen  Berr«- 
gungen  dieser  Punkte  nach  den  Richtnngen  der  f,  ^,  gangeben, 
in  sofern  sie  nur  von  der  Drehung  des  Systems  abhängen. 

Die  IJehauptiunfr  Lai;rsn^a'H,  «faBs  die  Werthe  von  8r,  B^ 
und  SA  die  partiellen  Differewtial(|uotienten  des  Werthes  von 
lS(8£»  +  9T;''+af')»i,  nach  den  Variahlen  8P,  SQ,  dR  genommen, 
seien,  ist  nicht  ganz  richtig.     Es  ist  vielniebr 

ör=JI gp — ~^  +  !öf'Ä(A"-fc")m, 
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inrr 

dA  = 

dtiS(a^  +  A")m. 

Uie  Gleich 

ng 

f(S.8r- 

-s^8ß+8^ee)+nö.ß^ 

-8//8P+3r3K) 

+e"'(3.3vi-8r3e+ejep)+S{£ 

j-,j:)».=o 

muss  umgeändert  werden  in 

8^ 

8i»                 1*^ 

-SASPi-arSK 

Bf 

+  r- 

S^-8r8e  +  8J8P,  „„ 

r-,X)m  =  0, 

uad  ebenso  müj^seii  in  den  beiden  anderen  Gleichungen  die  CoCf- 
ücienten  von  t]',  Y'j  V'"  "•"'  ^''  ^"'  ^"'  ^'"■<''>  ^'^  dlvirfirt  werden: 
Man  erh&lt  also: 

s.ar-d^5R  +  dAdQ_ 

■ g^ ■ =A(cl  —bZ-)m, 


8.8^— arsQ  +  s^dp 


§.  19.'  Der  erete  Theil  der  FuncHon  T  wird  l'iir  sich  behan- 
delt werden  müssen,  und  liefert  dann  für  die  Henegiing  des  Cen- 
trums  des  Kürpere  dieselben  Gleichungen,  als  wenn  die  ganee 
Masse  des  Körpers  in  diesem  Punkte  vereinigt  wäre,  wenn  der 
dritte-  Theil  der  Function  T  Null  wird. 

Lag  ränge  behandelt  den  dritten  Fall,  wo  ein  freier  Kürper 
eine  Rotation  um  ein  Centrum  hat,  das  nicht  in  den  Schwerpunkt 
fallt,  nicht,  weil  diese  Fassung  der  Aufgabe  unnütbige  LSchwierig? 
beiten  bereiten  würde,  indem  sich  jede  Rotation  eines  freien  Kör- 
pers um  ein  Centrum  ausserhalb  des  Schwerpunktes  in  eine 
Drehung  um  den  Schwerpunkt  und  eine  Translationsbewegung 
des  letzteren  zerlegen  läsat. 

§.  20.  Die  Constanlen  A,  B,  C,  F.  G,  B  hängen  von  der 
Gestalt  des  Körpers,  von  der  Lage  seines  Centrams  und  von  der 
Lage  der  Axen  der  »,  b,  c  ab. 


l.agrange's  mialytUcIte  hiecrtiiiiili.  3^5 

g.  21.  Wenn  die  Griisse  V  Null  wird,  eo  gehen  die  drei 
Differentialglelcbiinnen  der  Rotationsbewegung  des  Kürpers  in  die 
statiEchen  Gleichuugen  über. 

Sie  gellen  aber  auch  für  den  Fall,  wi>  die  Drehung  des  Kfir- 
pers  nur  durch   einen  iStoss    hervorgerulen    tvird ,    wenn  man  nur 

8J_i     %_■     S£^>  ..._. 


g.  23.     Wenn  H  =  Zip  ist,  und  man  nimmt  den  Schwerpunkt 
des  Körpers   selbst  als  Centrum  der   Rotationsbewegung    an, 
enthält    V  rücksichtlich  der  Kraft  P  nur  die  Glieder: 


*"ftft)  t 


istanten  Ausdruck. 


Es  ergiebt  sich  ans  diesem  Paragraphen,  dass  man  nur  eine 
NiiberungsrechnunsT  Tührt,  indem  man  bei  der  Bewegung  der  Pla- 
neten um  den  Schwerpunkt  des  Sonnensystems  die  Planeten  als 
Körper  betrachtet,  deren  Alasse  im  Schwerpunkte  vereinigt  ist; 
indessen  ist  der  Fehler,  welchen  man  begebt,  sehr  gering,  weil 
die  Dimensionen  der  Planeten  im  Verhältniss  zu  ihrer  Entfer- 
nung ?ou  der  Sonne  und  v»n  einander  sehr  klein  sind. 


Fragment  II.,   von  Lagran 


■     Die  Gleichungen  des  dritten  Abschnitts, 
partikulären  Gleichungen 


I 


('+!■)  af-Kn-O - 


(»  +  «)8p+(»i-»)-|ji-  =  0 


fibereinstimmen,  befinden   sich   in  $.'26.     Um  sie  jedoch  mit 

obigen  drei    Gleichungen    völlig  in  Uebereinstimmung  zu  brin^ 

muss  man  die  drei  Gleichungen  des  §.  2'i.  mit  &  niuKipliciren, 

dann  erst  deren  erste  Glieder  P,  Q,  R  nennen ;  ferner  muss  mai 

.,.,■■•  r-1  ■  1.  ^P         öQ         dR  ^    SP 

den  drei  obigen    Gleichungen   — '§;>   — gJ ,    ~  57    '"'  ~Si  ' 

■  TWixxxv.  2S 


SR 
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,   —  KT    bezeichnen.       I>i«1 


einführen,   und    also  die    Rotationsgeschnindigketteii   i 

.     ■  H       .  ^.■  ■.        ^P         ^Ö         Sff 

drei  Uauptazen  hier  mit  —  -^ ,   —  3t.   —  57 

Hrei  obigen  Gleichungen  gelte»  trotz  der  von  beschleunigenden  1 
Kräften  hergenomnieuen  Ausdrücke  auch  für  eine  p;leichr<>r« 
mige  Drehung,  tvie  sie  durch  einen  Stoss  hervorgerufen  t 
da  die  Gleii^hungen  des  §.  16.  (Abschnilt  III.)  mit  den  drei  letW| 
teren  des  g.  9.  {eben  dort)  im  Wesentlichen  übereinslimmen, 
dasselbe  von  den  Gleichungen  gilt,  uelche  durch  Differentiation 
dieser  Gleichungen  erhalten  werden.  Auch  kann  man  bei  eineni, 
festen  Körper,  der  sich  um  ein  Centrum  in  seinem  Innpren  dreht, 
stets  innere  und  nach  dem  Centro  hin  ivirkende  bescbleunigeiide 
Kräfte  annehmen. 

Aus  §.  34.  und  §.  39.  des  dritten  AbBcbnitts  geht  hervor,  dass 
für  die  durch  einen  Stoss  hervorgerufene  Uetvegung  eines  Systems, 
desBeo  Bedingnngsgleichungen  t  nicht  enthalten. 


Sffl(£H')''  +  £')  =  Con8t. 


S.  373.,  Z.  17.   läse  man   besser:    et  l'on  y  parviendra  cffl 
il  a  öte  dit  art.  29.,  sect.  IX,  anstatt:  et  l'on  y  parviendra  e 
binant   les  six   equations  de   condition  entre  ces   n6uf    quantit^s, 
comme  il  a  ^t^  dit  art  2^.,  sect.  IX. 


g.  27.     Man  siebt  nicht  ein,  weshalb  die  Gleichung 
-HF(ß-A)-GH][F(r-A)-GH]-t[G(ß-B)-m-][G(r~B)~BF}M 


nicht  auch  stattfinden  bann,  wenn  ß  und  y  imaginär  sind. 
§.  30.    Um  die  Gleichaiig 
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£-8ff+8£"  ar— £"8g 


S( 


s< 


und    die    drei    D'ifferentialgleicbuiigeii    dieses   Paragraphen    liefenr, 
nach  iSubstitulion    dieeier   Werthe  von  p,  q,  r  und  Vtrnachtänsi'j 
gung  der  Potenzen   uod  Producte    von  £",  f"  andere  Werthe 
h  r'  "»d  Ö  '"  t,  als  für  f"  =  +I. 


Ebenso  tverden  in  den  Rechnungen  d^r  folgendem 
durch  die  Annahme,  dass  J"' =  —  1  sei,  die  Werthe 
&  in  t  verändert,  ohne  dass  die  Art  der  Berechnu 
derung  erlitte. 


Paragraph  eil 
cn  r,  r  und 
lg  eine  Aen- 


Sowohl  liir  £■" 

"' 

als  liir 

=  0, 

=  -l   ist,   ll 

'£ 

und  ferner 

eonveder  j-  = 

=  0,    oder    F  =  0,     G  = 

0. 

Sind  dagegon, 
nach   -^  sehr  kle 

fürf 

=  ±1 

f  « 

nd   £■'   sehr 

Icl 

n  nin. 

ferner  aber 

auch  eritwei 

er 

und   G. 

g.  37.     Man  sieht  nicht  ein,   mit  »elchem   Recht  Lagrai 
annimmt,  dass  die  sehr  kleinen  Grössen  ^  und  £"  ein  constanteB 
Verhältnisä  a:y  haben,    nenn  der  Kürper  sehr  kleine  Schwingun- 
gen um  die  VerlicallJnie  macht,  und  zugleich   eine   beliebige  Ro"- 
tationsbewegung  um  seine  Axe  hat. 

Damit  die  Wurzeln  (i  und  p'  reell  und  ungleich  seien,  muss 

[ßC— f  +  AC-  Cf;.  4(0^+^0)"  +  [(ß-  ^)C+  G"  —  /^]* 

HCH  +  FG)*  +  [(ß-  .d)C+  Ca— F»]«  >  0 

sein;  diese  (sleichnngen  aber  hängen  von  der  Gestalt  des  Körpers, 
von  der  Lage  des  Aufhängepunkts  und  der  Axen  der  a,  6,  o  ab, 

g.  39.     Es  ist 

sin«  =  V^?  +  ^«. 

§.  40.     Die  Wurzeln  q  und  a  müssen  reell,  kleiner  als  1   und 
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ungleich  sein,  damit  der  Winkel  ^  nur  unter  dem  Sinus-  und 
Cosinuszeichen   vorkomme ;    aber  sie  können   sowohl  positiv   als 

negativ  sein,  iriidem  V"l  —  q  und  V"l — tf  reell  sein  muss.  La- 
grange behauptet  irrthümlich ,  ^  und  c  müssten  positiv  sein, 
was  vielmehr  von  1—^  und  1  —  c  gilt. 


Fragment  IV.,  von  Lagrange. 

Die  Gleichung  (K)  zeigt  an,  dass  die  Rotationsgeschwindig- 
keit um  drei  auf  einander  senkre9hte  feste  Axen  im  Räume  con- 
stant  ist,  wenn  T  und  V  nur  Functionen  von  a,  6«  c  und  letztere 
constant  sind:  man  hat  nur  für  /,  m,  n>  K  drei  verschiedene  Rei- 
hen von  Werthen  zu  setzen«  und 

V7"«+m"«+n"«'  V7'^+m"H«"*'  V^/"«+m"«+n''« 

zu  machen.    Es  muss  also  auch  die  resnitirende  Rotationsgeschwin- 
digkeit um  eine  einzige  feste  Axe  im  Räume  constant  sein. 


Zehnter    Abschnitt. 

Eilfter  Abschnitt. 

§.  7. 

Die  Werthe  der  Differentiale  dop,  By,  dz  hängen  zwar  nicht 
Mos  von  t,  sondern  auch  von  den  bewegenden  Kräften  ab;  da 
indess  letztere  nicht  näher  bestimmt  sind,  so  bleiben  auch  dar,  dy,  dz 
in  Bezug  auf  sie  völlig  unbestimmt»  and  sind  zunächst  nur  Functio- 
nen von  L 

Um  die  Werthe  von 

"dt         ,     '^'Bt 

-Bf     ""*    -DT 


Hiei/:    Bemerktiiigen  über 
I  nur  in  dem  Werthe  von 


§.  8.     Wenn  die  W&nde  des  GefSsees    unbeweglich  sind  und' 
^^=0  als  FitnctioD  von  x,  y,  z  gegeben  ist,    so  kann  man  diese 
Caardinaten   ohne    Weiteres    in    die    Aiifan^swerthe    o,  6,  c 
Sndern.  • 

Ton  Gon^oit  qu'on  ttubstitue  dana  ces 
,  b,  o  en  .T,  y,  i  tirees  de  Celles  da 
es:  dono,  si  l'on  congoit  qu'on  eubsti* 
raleuts  de  a,  b,  c  eu  x,  y,  z,  t  tir^es 
b,  c,  t,  etc. 

f.  II.  Statt:  qui  servtra  ä  delerminer  l'inconniie  d  dans  les^ 
iquatione  (F),  parce  que  dans  ces  äquations  on  doit  fraiter  ^ 
iolnnie  uiie  Tonclion  de  x,  y,  z,  lies:  qui  eervira  ä  d^terminer 
'inconnuc  ji  dans  les  dquatinns  (F),  parce  que  tians  ces  equations 
IQ  doit  trailer  ^  vomine  uoe  foiiution  de  x,  y,  z,  L 


§.  fi. 

Statt:   Acne,   si 

fonctions 

les    valeur 

s    de  a 

X.  y,  I  ( 

n  a,  f,,  c, 

etc.  1 

tne  dans 

ces  Tonctio 

ns  les 

de  Celles  de  x,  y. 

en  a 

§.  15. 


Die  «rÖsHe 


ul^S, 


wo  das   Differential  von 
lasst  iiicli  auf  die  Form 

a.(p'+?'+r') 


+''i»»'  +  91S»'  +  'äi»' 


nacb  X,  y,  i,  i  bringen,  und  ist 
rential,  da  p,  i/,  r  nur  Function 
dem  ist  «0i— 067=0,  wie  mal 


w 

ein  vollständiges  Diffe- 
nen  von  x,  y,  z,  t  sind.  Ausser- 
iii  sogleich  sieht,  nenn  mftn  dnrcfr' 

p  den   Wertb   rr'  und   für  if  dejt, 

Wertb  ^  geaetitt  hat;  ebenso  ist  rdx — /j5i=0  und  rdy — 9<Sz=0. 
Also  ist  das  zweite  Glied  der  fraglichen  Gleichung  stets  ein  voll- 
ständiges Differential. 

....     3-(p''+9*+»-') 
Dagegen  ist  es  schwer  einzusehen,  wie  — ' ^ '^,  nach. 


St   dividirt ,   nachdem 


für 


at" 


t  genoiDinei 

i.l»a„. 


I 


rauye'n  anals/iische  Meclumtk.  3U1 

ein  Tollstäniliges  DiSeretilial  seih  soll;  ebenso 
Kf^i  ein  vollsläniliges  Differential  sein  soll. 
p^x  +  tfi^  +  r3t  nach  ( 

8»2       B»iY 


partielle  Differential  v< 
Die  Gleichung  (L)  lierert  bei'ni  Integrireni 


ai. 


1-F=^ 


-  +  Const. 


3«"   .    3«»         0^        h^       daSß      ^ 


woraus  sich  il  mittelst  n  und  ß  bestimmen  Ifisst. 

§.  16.  Die  Enttiickelung  In  diesem  Paragraphen  als  be|rründet 
angenommen,  sieht  man  nicht  ein,  H'eshalb  am  Schlüsse  dessel- 
ben die  EinschrÜHkung  gemacht  wird,  dass  t  sehr  klein  sei,  wenn 
pda:-i-q8i/-i-rdi  ein  vollständiges  Differential  ist 

§.  18.  Der  Berieis  des  Satzes,  daae ,  wenn  ifie  Anrangsgc- 
schvcindigkeiten  durch  einen  Sloss  gegen  die  Oberfläche  der  Flüs- 
sigkeit, z.  6.  durch  einen  Stempel  hervorgebracht  worden  sinif, 
p6a:  +  y3^+r5:  integrabel  sei,  setzt  voraus,  dass  wirkliches  Gleich- 


gill  also  nur  für  den 
s  Obertläcbe  ausübt,  ohne 


gewicht    in   der    Flüssigkeit   stattünde, 

Fall,  wo  der  Stempel  einen  Druck  auf  die 

wegen  der  Unzusammendrückbarkeit  der  Flüssigkeit  eine  Bewegung 

erzeugen  zu  können:    wenn   nämlich   der  Stempel   genau    in   den 

einschliessenden  PumpenstiefeL  paast  und  die  Überfläche  der  Flus- 

siL'keit  berührt. 

§.  20.    Um  den  in  meiner  Note  kii  §.  15.    erhaltenen   Werth 
von  a 


mit  dem  hier  ^'egebeni 
bringen,  hat  man  nur  i 
durch  Multiplication  nii 


I  Werthe  voii  1  in    Uehereinetimmni'g  zu 
s  vollständige  Differential  pdp-^^q  +  rdr 


Co n stauten  8t  i 

Sxcip  +  dl/dg  +  öiÖT-  ^  e . (Sgl") , 

wo  Sqs  irgend  eine  inlegrahle  Function  von  x,  f/,  r,  (  ist,  und  / 
in  den  partfeilen  Differentialen  von  871^  als  cnnslant  angesehttn 
wird.     Es  ist  aWr 


lilEij:    Bemerkungen  über 


).(8t)') 


8,=  - 


=8^f+r(oT 


/  =  F  +  ivg)V  i8»'(|)'+  i8»"(s!)'+  ''<''  +  <="»"■ 

AO.  AO.  /"(')  ii<"l  'f'tO  bezeichnen  willkührliche  Functionen  von  (. 

Dieser  Werth  von  ;i  unterscheidet  sicli  also  von  dem  La- 
gran^e's  nar  durch  das  Hinzutreten  der  wülkührlicben  Conatan- 
ten,  welche  mit  F{t)  vereinigt    werden   kann,  und   durch  die  Pro- 

'    statt    der    dort   gegebenen  partiellen 

hip      Stp 


•^di' 


'W 


i  der  Gleichung 

S^p     0g     851     Sg 


f^i^^^x'hx^h},' 


ducte    Sip 

Differeiitialtjuotieiiten    r~ 
Man  hat  also  cp  hie 

zu  bestimmen. 

La^raiige's  Uarstellung  in  diesem  Paragraphen  leidet  übi 
gens  an  dem  Fehler,    da^^s  er   bei  der   Integration    von  dtp,  eine 
vollstäDdigen    Differential,    eine  willkührliche  Function  von  (,   d' 
er  mit  T  bezeichnet,  zLifügt,  statt  einer  »illkührlicheii  Constantei 
Nur  bei  der  Integration  der  partiellen  Differentiale  von  fp  ist 
willkührliche  Function  von  t  hinzuzufügeD.     Doch  ist  Lagran  e 
Resultat  vollkommen  richtig,  indem  die  willkührliche  Function 
t,  welche  bei  der    Integration    der    Gleichung  erbalten   wird. 


0f 


vereinigt  werden  kann. 


5.  21.  Lagraiige  schliesst  daraus,  dass  äi  Sa;  +  ö^S^4- ^j 
nach  X,  y,  z  inlegrabel  ist,  dass  auch  pdx -\- ifdif ^rdi  diese  Et 
genachaft  besitze.     Dieser  Schluss  ist  l'alsch.     Denn 

83:'  +  diß  +  Sa 


o9a:  +  5 


y+rSt=  - 


=  (pH5»  +  r')Si  = 


also  ein  vollständiges  Differential  nach  x,  y,  i.  Aber  nur  Am{ 
durch,  dass  p,  q.r  sehr  klein  sind,  und  ihre  zweiten  Potenseg 
vernachlässigt  werden,    wird  pdx  +  gSy  +  rdi  integrabel. 


:  analstiiC/ie  Veehaiiik. 


Streng  genommen,  Tolgt  daraus,  dass  Sq:  selir  klein  gedacht 
wird,  nicht,  dass  auch  tp  sehr  klein  sei. 

Man  siehl  nicht  ein,  A&sa  fpSl,  ftfit,  frht  nothweiidig  die  all- 
gemeine Form/vSt  haben,  und  noch  weniger,  dass  nach  Verän- 
derung von  X,  y,  1  in  o,  6,  c 


f^ 


Sp^t  =  -^,   f^8t^ 


fr8t  = 


Wäre  t.  B.  fpdl  =  lix+y+i)tdt  =/(a+b+c)ldl:=  - 


%.  22.  Wenn  y  und  i  im  Vergleich  mit  x  beide  sehr  klein 
sind,  so  sind  p',  /»"  u.  s.  w.,  ^',  q"  u,  s.  w.,  r',  r"  o,  s.  w,  bloäse 
Functionen  von  x  und  1 

g.  23.  Nimmt  man  an,  dass  die  Flüssigkeit  schwer  und  gleich- 
artig sei,  so  gelten  streng  allgemein  die  in  meiner  Bemerkung  zu 
§.  20.  gefundenen  Formeln.  Ist  also  8gi  irgend  eine  integrable 
Function  von  x,  y,  i,  t,  so  ist 


^q, 


??a  ^^_L??fl  ^j.?£n 


^ 


ferner   hat  man   für   die  Geschwindigkeiten  jedes    Theilchens,  in 
Richtungen  der  Coordiuaten  x,  y,  z,  die  Aasdrücke: 


und  für  1  den  Werth; 

welcher  an  der  äusseren  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit  Null  wird. 

g.  24.     Die    Gleichung  (J)    des    §.12.    liefert,   für   A  =  z—a, 
nach  meinen  Formeln  eu  §.20.: 


a^-;_89>^  ^-Sy^ 


8y  0^ 


-AO- 


Die  tileichung  (K)  des  §.  12.  liefert: 


rf+ßf' 


flqo  6i     j.    B9>  SA 


+^''£^^+^'^3 


4  Bley.     BtmtrkuHijen  älter 

$.  25.     NelEt  man  in  der  Gleichung 


ÖVn     ^V^ 


und  indem  man  die  Glieder,    welche  die   verschiedenen  Potenzen 
von  I  enthalten,  jedes  för  sich  gleich  Null  sctxt: 

SV      9*»'  1  fW  a  Bip'    pgi'     Sgl'  „^ 

,p-  1      /S^V"  ,  S*?"  ,  9«?'  n  V  ,  9g>'  n  ^ip"  ,  „   „.  „ 

Vn  3'P'  ,  Sv'a  Sgl"      S-p"     S-p'X 

,    v"    ,„  i^<p'  ,  „  8*ip'  1        „  ,8ip'j,  Pgp'   0(p'   ßip'      „„ 

S'gi'+ß(p"et+g>"8'i/Bip'  .  Pip'  ,  Sgl'.  3»'  ,     „„   .A, 

^— (a.p'+V^Sös~(,s^''-'SJ  +  "87^-% +'P  ^-P  ;J 

8ip"    /8^9'     8«(p"\ 
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Daher  wircl  der  Wertb  von  9 : 

Für  p,  q,  r  erhält  man  durch  DiCereotiation  die  Werthe: 

,=8/|+Aö=8,,'|:+,«|:&+.p^'^-+v'^ 

8<p'  1^89,'    89>'  .  V «  V  .     „a  A        8» 

« 
r  =  89  ^  +  reo  =  9"89>'  +  V"^  +  *[**3«P" 

+  9,'V))]-". 

Setzt  inan 
so  ist: 


/ 


+  i  (89'  ^  +  V^^'S*)«  +  i  (9' V  +  9"^*)«, 


Bleu :     Hemerhnngeii  aber 


8f •  /S-iD'    g-y  1         fhif' ^  gy'    äy'     8y'       ,      „-.X 

. -|'(^^8W^G?».g4?»|+<«'"))»=' 

+  (»■V  +  »"'«")[f"8?>"-(8!»'42»'"8')(^  +  ^' 
^  ßf' r.  8<P'  .  8"P'n  891'   ,      „n   .,^^^ 


%.  26.    Die  Gleichung  (J)  des  §.  12.  Lriiigl  man,  Tür  A~t 
am  besten  auf  die  Form : 

8«        S.      „ 
'-P8j-'8^="' 

und  substituirt  dann  tur  p,  q,  r   die  Wertbe  der  Note  zum  ^ 
gen  Paragraphen.     Man  erhält: 

n         -a   .  .     »aa       /a   /8q)'  ,      „89>'      8«  ,  8^'        „89'a 

0  =  5)"8<)>'  +  <%  — (8»'jj  +  »'jj8i)jj-(8»  jy  +  »"^ai 

+.[<8»"-0»'+2»"8.)(^+^j^rj^.^(u8.jj4j^8.^ 

+»"8,.-;;  -  o,'-gj  +89>"5j +?.-ej  8»)8j  +83  e(e5+^ 

1        /'8q;'     8q)'    8y'     5y'      „a,A"\a       /fl   '^'^"j_ä™«??I 

+8„-+V8A8;'-8i+8i-''v+'' "'' ;;'— <5!'-ä^+'''  ^ 

.     „8t"      8«     80  8»'  /-8»5p;  .  8«»'  .  1         /a»'     V 

+  ''  "^"'aj  +  Sj,  89^8:1« +  6,;«  +8»'+»"8A"8i     a» 

+  '|»-|'  +  ''"»<))»=1- 

ivelche  Gleichung  man,  indem  man  r  in  n  umändert,  auf  l'nlgendi 
einfache  Form  bringen  kann  : 


I.aprnngfi  analylUcIte  Mecnnnlli. 

-l-23^«~+-2e^'^;^'P  -■■■■ 

<;.  27.     Die  Gleichung  (K)  des  g.  12.  liefert,  trenn  man 


setzt,    und  für  p,  g,  : 
Bedingungsgleichiing: 


meine  Wertfae  zu  g.  25.  einrührt.    Tollende 


^8?.+VaXs4?+|■4f-"'»■■)>+'»'s+-'"7£»'>i 


l         /9g)'   Sv' .  2fp'   0gi'      ,      „"XN«       .    S^j'        891'     31" 

+r<p"a,>  '-i"e,>  (^-s^«+-äj;»+e^rj^,i^3iö-s^+e^9-^H-9="89>"j| 

^^B-.  2A"'(?'"89.'  +  9i"*5i)]  +  ....=0. 

g.  28.  Wenn  die  Theilchen  der  FlüsEigheit,  welche  die  freie 
Oberfläche  bilden,  w&lirend  der  Benegung  der  Flüssigbeit  stets 
an  deraelben  bleihen  sollen,  so  miiss  i^O  hios  Function  von 
a,  b,  c  ohne  l  sein  (§.  S.) ;  da  nun  atier  die  OberQacbe  der  FlOs- 
sigkeit  hei'm  Ausflüsse  derselben  aus  dem  Gef&sse  fortveähreDd 
sinkt,  so  iDüssen  die  Abscissen  x  von  der  Oberfläche  aus  genom-^ 
men  werden,  damit  ).  nur  Function  von  a,  b,  c  ohne  t  sei.  Hier 
aber  ist  X  Function  von  x  und  t  ohne  ),  ivoraus  geschlossen  wird, 
das«  die  OberflSche  stets  eben  und  horizontal  ist;   die  :e  sind  aber 


r 


Rley:    Bemerkungen  über 


hier  von  dem  höchsten  Punkte  der  GeltisswSnde  aus  gerechnet  1 
da  sie  ans  den  Gleichungen  der  GefäHsnände,  herrühren.  Also  J 
bann  il  nicht  eine  unveränderliche  FiinclLon  von  a,  b,  c  ubrie  (  | 
sein,  und  loiglich  kann  auch  die  ßedinßiin!;s^leichuüg  dafür,  dass  f 
dieselbe»  FlSssigkeit^theilchen  stets  an  der  Oberfläche  bleiben; 


'St'*^  yBs 


r  nicht  gelten. 


»  die  Ordinateii  ^=0  und 
dass  i=a,  z^ß  die  Glei- 
r,  wo  a  und  ß  gegebene. 
,  an  hat  man  offenbar  einen 


Indem  man  übrigens  annimmt,  di 
die  Ordinalen  i  sehr  klein  seien,  um 
chungen  der  beiden  Gefiissnände  sei 
sehr  kleine  Functionen  von  x  vorsfelli 
Verticaldurcbschnitt  durch  das  mit  der  Flüssigkeit  angefüllte  Go- 
fäss,  der  von  zwei  schrägen  Seitenwiinden  begrenzt  wird, 

e  an  den  Gq« 
tge    in   diesei 


Die  Gleichungen,    welche   ausdrQcken,    d 
fSsswänden    liegenden    Fliisaigkeitstheikhen 
Schicht  wahrend  der  Bewegung  beibehalten, 

ip"5ip'  +  ip''5.atp" —  — K— — (ip''da  +  Sg> 
^■ß-äZ 


i-'p"d.ßip" 


-g^(?j"8jS  +  89)')-... 


wekhe,  indem  man  t,  a  und  ß  als  sehr  kleine  GrDssen  der  ersten 
Ordnung  betrachtet,  und  die  von  der  zweiten  Ordfiiuig  an  ver- 
oacblässigt,  übergehen  in: 


ifi"dip'^q>"S.ßfp" — 6g)'- 


'■f-£ 


Sie  eignen  sich  aber  nicht  zur  ßeslimmnng  von  ip'  und  9".     Be-<4 
rtlclisicbtigt   man  blos  die    beiden    ersten  Glieder  auf  der  linket 
Seita  der  Gleichungen,    so  lassen   sich  tp'  und  tp"  leicht  besth 
tatm.    Man  erhfill  dann; 
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» ^. 

f  -TTß' 

dq)'  =  — d.ccq)" , 

Ca 
g>'=-ag>''-\-D^D-^^, 

'worau8  8ich  ferner  die  sehr  complicirten  Werthe  von  p,  r,  k  be- 
rechnen lassen.  ^ 

§.  29.    Es  ist  nnhegreiflieb,   wie  Lagran^e  den  Ehnclc  der 
Fliissiglceit  an  der  Bodenfläche  des  Gewisses  X"  =  0  setzen  kann. 

§.  30.    Von  den  vier  Gleichungen 

i'=0. 
A"5=0, 

8«  "*'y'8a;'"-""' 

8«  '^ydx"—" 

müssen  die  drei  leizteren  Terworfen  werden.    Man  kaiin  also  diese 
Aufgabe  nicht  lusen. 

Ueber  die  Losung  der  Aufgabe«  wie  sie  hier  gegeben  ist,  ist 
noch  Folgendes  zu  bemerken: 

Die  Gleichung 

giebt  bei'm  Integriren : 

Ebenso  findet  mau  eU  zweites  entsprecbendfiB  btegral,  welche« 
aus  der  Gieichung  k"  =0  herrührt;,  zieht  man  das  trste  lotegcdl 
von  dem  zweiten  ab,  so  erhält  man: 


nnn 


Pfmerfninoen  lUer 


118  eich  Q  nicht  mittelst  x'  bestimmen  ISsst,  indem  vielm« 
!  Fanction  von  x'  gegeben  sein  müsste,  um  Aas  Integral 


/«-(/^•-/'y) 


I. 

I 


$.  31.     Die  Gleichung 

m\is»  verworfen  und  die  (Jleiobung  A"=ü  in 

umgeändert   werden.     Man  kann  also   diese   Aufgabe   nicht  IKsen. 
Ueber  die  hier  raitgetheilte  Lösung  ist  zu  bemerken: 
Die  aus  der  Gleichung    >l"^0   abgeleitete  Gleichung  ist: 

gfy-Zx-  —  nÖSÖ  ~  &B»-  ^J-  =0. 

Die  aus  dieser  und  einer  früheren  abgeleitete  Gleichung 

ff(/-,0 /•«*'-(" -yy-')»8»-(|i-äp)s'8:f=0 

eignet  sich  nicht,  um  eine  der  beulen  Variablen  x'  und  &  als 
Function  der  anderen  zu  bestimmen,  neil  ausser  den  endlichen 
Variablen  x'  und  &  auch  deren  Differentiale  vorkommen.  Auch 
durch  Integration  der  Gleichung  ist  dies  nicht  mriglich;  vielmehr 
setzt  die  Integration  diese  Bestimmung  als  erledigt  voraus. 

§.  32.     Anstatt  der  Gleichung  i"  =  0  hat  man  hier: 

1"  =  const.  ^^  x"  —  x', 

wo  x'  bekannt,   x"  unbekannt  ist. 

Obgleich  hier  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  x",  and 
von  3  und  &  als  Functionen  von  i  gegeben  sind,  so  eignen  sie' 
sieb  wegen  ihrer  Form  doch  nicht  dazu. 

§.  33.     Statt  der  Gleichung  r  =  0  hat  man  hier: 
folglich : 


Lagraase'a  analyUtcäe  Mechanik. 

(l+j)(F-fl-(gB5-<äl5)9" 


Multiplicirt  man  die  Gleichang 

mit  dt  und  integrirt,  so  «rbält  man  #  als  Fanctioi 
s  gelteo  diese  GleichDogen  nur  für  die  ' 


agrange 
1  g.  28.  gegebenen  Werthe  von  A,  die  sieb  auf  die  Voraussetzung 
gTOnden,  daes  die  Formeln  des  %.  20.  nur  gelten,   nenn 

pZx  +  q^y  +  rßi 
iotegrabel  ist. 

(.  34.  Statt  der  hier  bebandetten  vier  Fälle  der  Bewegung 
einer  Fltissigkeit  in  einem  Gelaase,  n-elches  sehr  eng  ist  und  ■ 
beinahe  senkrechte  SeitenivSnde  bat,  bat  man  eigentlich  acht  a 
unterscheiden:  denn  der  Ansfluss  aus  einem  Gelasse  von  unbe* 
stimmter  Hube  kann  auch  durch  eine  Oeffnung  im  Boden,  und 
der  Ausßuss  aus  einem  Gewisse  von  bestimmter  Höhe  durch  eine 
Oeffnung  in  der  Seiteowand  stattlinden. 

§.  39.  Da  die  Flüssigkeit  nur  durch  den  Caual  hindurchfliesst 
und  stets  dieselbe  Hübe  behält,  so  gilt  hier  die  Gleichung : 

81'     3»'  81'     8»'  81'  /-S"»'      8«?".  _ 

w  +  teäJ+Bj  s^;-»»  +»Has5  +  8F-'     • 

und  es  werden  nur  die  Werthe  von  -p  und  q,  aber  nicht  von  r 
bestimmt. 

Nach  den  von  mir  berechneten  Wertben  gestalten  sich  fihri- 
gens  die  Gleichungen  dieses  Paragraphen  so: 

Die  Gleichung,  welche  ausdrückt,  dass  die  Flüasigkeitsscbicfat 
am  Boden  des  Canals  ibre  Lage  unverändert  beibehält,  ist; 


^P  g)"  (Sqj'  +  3 . 0:91' 

sie  ist  aber  zur  Bestimmung  von  ^'  und  if"  nicht  geeignet.  Be- 
rücksichtigt man  nnr  das  erste  Glied  auf  der  linken  Seite  de« 
Gleichheitszeichens,   so  erhält  man: 

8q)'= — h.titf" ,     9'=  —  Bgi"  +  Const. 
tp'  und  tp"  sind  also  beide  endliebe  Grössen.  ii 

heil  XXXV.  91 


4tt2  /tiej/:    ßemer/mnpe»  rföcr 

Der  Werth  von  X  reducirt  »icfc  auf 
i'  +  lil". 


uod  es   ist: 

Die  Bedingungsgleichuag  dariir,   dass  dieselben  Fliiesigkeits- 
(heilchen  an  der  Oberfläche  bleiben,    i«t: 

.    r3'"./a  .V',~  „V,3r        /äf'S'",,,  ,8?'",.  „Sy'.Sl' 

8,.'ai"  ,..a  y^v .  av 

+^%W^'+iy^-+V«.''^'[iV"^-a,'(|^' 

-v(£4+t^)l+»"a,'to"a,"-a..@+^)j. 
^.-„.V)'[a.f^'+^}+."(a.g+a.'V> 

■  +V'(g+p}]]=o. 

Setzt  man  in  diese  Gleicbang  für  l'und  il"  die  Werihe,  and 
dsTanf  ßlr  q)'  den  Wertli  in  7",  bo  erbSIt  man  eine  Gleichnng  mit 
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partiellen  Diflferentialqnotienten  ran  tp"  nach  x,  y,  i,  welch«  sich 
aber  nicbt  integriren  tSaüt. 

Die  hatizontalen  Geschivindigkeiten  p,  q  jedes  Ftfisstgkeits- 
theilcbens  sind : 


I 


i_J.  36.    Wenn  -^>   g—.  -s—  unendlich  IileiD  sind,  ao  ist  auch 

nnendlieb  klein,  aber  keioeswegs  <p'. 

Vernacblässigt  man   In  Lagrange'a  Bedingimgagleicbang 

^e  sehr  kleinen  Grüssen  von  der  zweiten  Ordnung  an,  an  trifd  sie; 


dtp- 


!i 


Grössen  zweiter  Ordnung  zu  ve  mach  lässigen. 

Streng  genommen,  muss  t  in  den  Gleicbuiigen  für  die  Gestalt 
der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  und  fiir  das  Beharren  der  FlSssig- 
keitstb  ei  leben  in  dieser  Schiebt  =0  sein,  und  man  hat  also  in 
den  von  mir  berecbnefen  Wertben : 


-'■'^■'m'<0^^"j 


Die  Bedingungsgleichung,   welche  ansdriickt,   dass  die  Plus- 
siglteitelhedchen  der  Oberfläche  an  derselben  bleiben,  wird: 

81'  ,  ,  ,a»'81'     .  ßr'Si'  , 


'äs,  Sj-' 
'on  p  und  9  sind: 


-^■l- 
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Nimml  mao  diese  als  uneDdlkh  klein  an,  so  ist  auch  dtp'  uneni 
lieh  klein,  also  k'^^ü,  und  die  obige  Bedinguiigsgleichung  wir 
indem  die  sehr  kleinen  Gtüssen  von  der  zweiten  Ordnung  ao  vsi 
nacfalässigt  werden : 

-gip"drp'=g  —S<p'  —  C3g)'=0. 

welche  integrabel  sein  kann. 

Auf  die  Welle  oben  eguDg  kann  diese  Gleichung  natürlich  oichl 
angewendet  werden. 

S.  37.     Nimmt  man  an,  dass  der  Boden  des  Canals  oder  Becbens^ 
horizontal  sei,  so  daes  a  constant  und  gleich  der  Tiefe  der  FI0a- 
si^keit  nird,  so  ändert  sich  die  Bedingungsgleichung 


nicht.    Die  nach  meinen  Wer then  herechnete  Bedingnngsgleichnnaj 
mrd  nothwendig  integrabel;   ihr  Integral  ist: 

wo  C  und  D  (villkdbrl'iche  Constanten  sind ;    folglich : 

<p'  wird  also  eine  sehr  kleine  Grusse  der  ersten  Ordnung,  1 


Zwijirter   Abschnitt. 


§.  7.     Die  Gleichnng  (1)   ist  auch    hier,    wie  im   vorigen  Alh4 
schnitte  die  Gleichung  (L),  ohne  Weiteres  integrabel,  und  liefert; 


E=-  p_£l±£±^_c.„.,. 

wie  in  meiner  Note  i 


M 


des  I 


Setzt  man  hier  eben  i 
vorigen  Abschnitts: 

dxdp  +  Sybg  +  Sidr  =  3 .  (flg)*) , 

wo  dqi  irgend  eine  integrable  Function  von  x,  y,  t,  t  ist,  nnd  (  iq  | 
den  partiellen  Differentialen  von  0g)*  als  constant  angesehen  wird, 
ea   ist; 


LayriiHne' s  unulyttiClte  llecitunili. 
dr= 


8.  (9y*) 


8i     ' 


»H+m.    ,  =  8,.|  +  /'«),    r=8^g+rWi 


J 


«=-^-«-"0"-iV(g)--*.(t)--F<«, 


§.  8.     Die  (Gleichung  (g)  des  §.  4.  gielit,  n 
r  berechneten  Werlhe  von  ;),  q,  r  einluhrt: 

/^    SV 


>-©+P  +  t9+»<g=.8^  +  8f»-8^  +  |4l) 


,.„/8E8»j 


8jB  8y     8E 
8y  81/      81 


8»\ 


+  -5;+^'»=0. 


Substiluirt  man  in  diese  Gleichung  für  £  den  in  m 
meriiung  ium  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Werlb, 
man: 


*M8-S+8T'+S^)+'<s4M»-8f+l!4!) 

-^'i=-i  [(!)■ +o-n-4»-ii:(©" + 0^)1 

89).  8t  r/'B»V  ,  /StYI      3  .St/Scp  S'v    .  8«.  8»»  -v 

3??/??    S'y     ,    95p    8V^       .    gStp /Bq)    P'iy         Äp  9*(p^ 


§.  9.     Wenn  (p  i 


•tsiiÖ +'"<"=» 


Zustanile   des  Gleichtue  wie  hls  Null  ist,   so 
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t»    j 


odef   aach    «(cht.     Wem 


s.  B.  <p-=axt=:^  für  den  Zustand  des  Gleichgewichts,  vro  t'^t 
sei,  sn  ist  ax^^ü,  also  ^=;na:=0.  Wenn  aber  (p=ax+(=0' 
für  den  ZQstand  des  G I  eich  gerne  bts ,  so  ist  ^j^l. 

_  1^ 

J^iT s>>{\.\t)    ist,    80  ist; 

und  wenn  man,  da  s  sehr  klein  gedacht  wird,  die  ztreilen  und 
buheren  Polenzeii  dieser  Grösse  vernaciilfissigt : 

Dagegen  sehe  ich  nicht  ein,  wie  Lagraage  seinen  Werth 
erhält. 


Aus  l.^  —  s 


9h 


folgt: 


Es  fräj^t   sich  ührigens,    imvierem  die   dieser  ganzen   ITütar- 
Buchung  üb«r  den  Schall  zu  Grunde  liegende  Annahme,  dass  die 


Geschwindigkeiten  jedes  einzeln 
i>  der  ßichlung  der  Coordinaten , 
recbtiertigt  ist:    denn  aus  der  Klei 


folgt  nicht  die  Kleinheit  ' 


"ec 


icbningenden  Luftth eilchens 
p,  g,  r  sehr  klein  seien,  ge- 
iheit  der  Excursionen  Sx,  dy.  3x 

dt'   dt 


md  bekanntlich  nimmt' 


man  an,  dass  die  Lurtschwingungen  äusserst  schnell  sind. 

Die  von  mir  in  den  Noten  zu  §.7.  mid  §.8.  berechneten  Glei- 
chungen lassen  sich  ohne  Weiteres  auf  jede  Bewegung  eines  Gases, 
also  auch   auf  den  Schall,  anwenden.     Setzt  man    p,  g,  r    sehr 
Sqj     d(p    5q>     S?» 
dx'  dy'  hl'   ht 

nnd  vernachlässigt  man  die  Potenzen  von  S^p  von  der  zweiten  an 
so  lassen  sich  auch  meine  Formeln,  obgleich  sie  compltcirter 
sind,  behandeln. 


klein,  i 


p  sehr  klein  sein,  aber  ni 
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§.  11.  Setzt  man  für  Fix-k-tVgh)  und  f{x^tW^)  belie- 
bige Functionen  von  x-y-tSTgh  und  x — t^fgh  und  diflferentiirt 
sie,  so  überzeugt  man  sich  leicht ^  dass 

dFjx+tV^)     df{x-t\fJh)_dF(x^-tVJh)'\^bf{x^t'^h)_dq> 
dx^dtyfgh       dx-dt^f^h'^  8ar  ^dx^ 

wie  es  sein  muss. 

§.  12.  Man  kennt  die  Werthe  von  #"(a  +  z)  und  von  f'(^i), 
so  lange  z^a  ist;  ferner  die  von  F'(2a+a;)  und  von  /*'(— a— i), 
u.  s.  w. 

Die  Zeit  einer  Oscillation  verhält  sich  zur  Zeit  des  Falls  eines 
Körpers  von  der  HQhe  »  ^>^  2a:  1,  nicht  aber  wie  2a:/L 

§.  13.  Ebenso,  wie  im  voriges  Paragraphen,  sind  hier  Fz 
und  f{a'-z)  durch  den  Initialzustand  der  tonenden  Luftsäule  ge- 
gegeben, so  lange  ^^a  ist. 

§.  14.    Wenn  man  för  z  eine  positive  Grosse  setzt,  welche 

^a  ist,  so  werden  die  Functiooe*  F'(a:+/V^)  und  f'ix-tVgh) 

nur  reelle  Werthe  haben ;i  so  lange  man  x^tV^=s:z  hat» 

§.  16.  Ceber  die  Lage  der  reflectirten  Sthallwellen'  gegeo 
die  ursprünglichen  entscheiden  die  Formeln  für  die  entsprechen- 
den Abscissen 

xssz2a  —  z^tW^gk 
und 

nichts  wegen  des  zwischen  0  und  a  veränderlichen  Werthes  von  u 


Entvurf  einer  tunen  Theorii 


XXV. 

Entwurf  einer  neuen  Theorie  der  elliptischen  Integrale. 


Herr»  Doctoi-  A.   fVeiler, 
•   drr   MntheiuHlik   an   doT   liöheren  RfirfCEmuhulp   iii  IHannbein 


Um  das  elliptische  Integral  der  ersten  Art: 
J        VI  —  e*  sin  V 


Drin  der  Modulus  e  und  die  Amplitude  ^  beide  zwischen  0  i 
angenommen  sind,  zu  berechnen,  bedient  man  sich  bekanntlicb 


tg1'i  = 


in^Tf 


t?orin     Vfii  ■ 


-VT=d 


-t,+oo>2>|.' 

.    An  die  Stelle  ron  ^  fuhrt  man  die  nene  Veränderliclie  i^t  ia 
!  Funlction  F(e,  ^)  ein,  nod  man  erhält  die  Gleichung; 


F<»,  ^W=- 


.F(e,.♦I)■ 


Der  neue  iUodulus  e,  ist  <,e.  Indem  man  diesellie  TranBrormatinn 
wiederholt  in  Anwendung  bringt,  gelangt  man  sehr  bald  zu  eineni' 
Modulus,  welcher  nur  wenig  von  Null  verschieden  ist.  Setzt  maii 
aber  den  durch  die  »nialige  Transformation  erhaltenen  Modulus 
eg  =  0,  so  entsteht,  da  dann  F (_en,  ^a)^=^B  ist.  die  Gleichung 
I  +  e,    1  +  «,  1  +  e.       I  +e, 

2     ■■■•     2      *"■ 


F(c,«  =  ^-^. 


Uies  Verfahren  fürdert  sehr  schnell.  Mit  Recht  hal  man  derai 
selben  vor  jedem  andern  Verfahren  den  Vorzug  gegeben,  vrelchef 
zur  Berecfinutig  der  Funktion  F{e,'^)  aurgestellt  worden 
Man    sei»;*    voriheilhaft    e=sinu,    p,  =8inß,  n.  8.  w.     Denn  n 


der  eUipUschen  Integrnh. 


erhält  dann,   um  die  auf  einander  folgenden  Amplitudei 
dalen  zn  berechnen,  die  Gleichungen: 


«.tgic,     sinoi  =  tg»5 


Ferner  hat  man  die  Glelchang: 


C0S*5 .  C08*^ .  COS'-H 


,t»n-l '  2"  ■ 


«^  §.2. 

Dasselbe  Verfahren    in   der   Anwendung  auf  die   elliptischen 
Integrale  der  zweiten  und  dritten  Art: 

^,  y**dtVl-«»8in>=E(B,ij.), 

sm  o)  cos  gl .  V  1  —  e'ain'ip .  /      j .  „ — i-s—  ■ .  ,.„    .       ^=^ 

^        ^  ^  J       l-e'sm«9)sin>   VI— »»sinV 


führt  zu  Weitläuftigkeiten.  Man  hat  sich  veranlasst  gesehen,  an- 
deren Wegen  nachzuforschen,  auf  welchen  man  zu  den  Zahlen- 
(?erthen  der  Funktionen  E(e,  ift)  und  II(e,  ip,  i|>)  gelangen  könnte. 

Da  Eur  Berechnung  von  F(e,  V)  ein  Verfahren  gegeben  war, 
welches  Nichts  zu   wünschen  übrig   ISsst,    so  hat  man  sieb   die 
Aufgabe  gestellt,    die  elliptischen  fntegrale  der  zweiten  und  drit- 
ten Art  E{e,il!)   noA   II(e,tp,^)   nicbt   mehr  als  Funktionen  von 
e,  ip,  if,  sondern  als  Funktionen  von  e,  F(e,  qi),  F{e,  ic)  anfzD- 
fassen.    Die  Umkehrung  der  Funktion    F{e,ip),   wodurch  nämlicli  - 
die  Amplitude  if-  als  Funktion  von    F(e,i(i)  dargestellt  wird,   1 
det  die  Grundlage  zu   diesen   Untersuchungen.     Durch  eine   seht  ^ 
kunstvolle  Analysis  hat  Jacohi  Reihenentwicklungen  für  die  ellip>' 
tischen  Integrale  der  zweiten  und  dritten  Art  aufgestellt,   welche   < 
in  Rückeicht  auf  Einfachheit  und  auf  Convergenz  Alles   übertref- 
fen, was  vorher  in  dieser  Absicht  geleistet  war. 

Wenn  ich  auch  mit  Anderen  die  Bewunderung  für  den  scho- 
nen Erfolg  der  Jacobi'schen  Entwicklungen  theile,  so  bat  es 
mir  doch  stets  widerstrebt,  eine  so  weit  ausholende  und  so  kunst- 
volle Rechnung  durchzuführen,  um  ein  so  nahe  liegendes  Ziel  zu 
erreichen,   wie    es    nach  meinem  Daförhalten   die  Berechnung  der 


4iÜ 
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elllptUcheu  lutegrale  \ni.  Es  konote  die  üeberzeugutig  in  nl 
nicht  aufkommen,  daee  es  nicht  noch  einen  andern  Weg  geb 
welcher  die  elliptischen  lnteä;rale  der  zweiten  und  dritten  A 
E{e,'^)  un<]  11(3,  (p,if)  unniillelüar  als  Funktionen  von  e,  q>, 
darstellend  zu  wenigstens  annühertid  eben  so  einfachen  Result 
len  führe.  Nachdem  ich  manchen  mühevnllen  Weg  verfolgt  batt 
der  mich  mehr  oder  weniger  von  meinem  Ziele  abzog,  griff  ■( 
erst  spät  XU  dem  geeigneten  Mittel.  Ich  hatte  dasselbe  nur  darin 
lange  Zeit  unbenutzt  gelassen,  weil  «s  nhher  liegt  als  zu  erwa 
ten  war.  Die  Resulfate,  wozu  mich  Jiteine  Untersuchungen  fib< 
einen  so  vielfach  behandelten  Gegenstand  gefiibrt  haben,  sin 
meines  Wissens  neu,  und  ich  denke,  auch  der  Mitlheilung  nicl 
nnwerth.  Ein  guter  Ausgangspunkt  für  die  Verglcicbung  mit  de 
Jacobi'schen  Resultaten  ist  durch  den  umstand  gegeben,  da« 
diejenigen  Bestandtheile,  in  welche  die  elliptischen  Integrale  de 
zweiten  und  dritten  Art  E(e,  ^)  und  n(e,  q>,  if)  auf  den  Gninl 
der  Jacobi'schen  Theorie  hin  aus  einander  fallen,  in  ähiilichi 
Gestalt  in  den  von  mir  aufgefundenen  Resultaten  sich  vorfindet 
nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  dieselben  nicht  mehr  als  Funk 
tionen  von  F(e,  q>)  und  F(«,'ijf),  sondern  als  Funktionen  von  tp  um 
if  sich  darstellen. 


§,  3. 

Hein  Verfshten  grQndel  sieb   auf  den   Gebra 
formation 

-vr: 


(b)     Vciffi  = 


ey 


worm    Vci  = 


ist. 


Man  erhält  dadurch  die  Gleichur 
dy ^,  ,  __  j 

V(i-2/»}(i~^V)~ 


so  entsteht   durc 


Wenn  man  y  =  sin^  und  ^|.^8tn^i   setzt, 
die  Integration : 

was  sich  leicht  mit  dem  obigen  Resultat  des  §.  1.  vergleichen  lässtf  4 

Der  ftlodulus   erleidet,   wie  man  sieht,    ganz  dieselbe  Aende- 
rung,  wie  durch  die  dort  erwähnte  Transformation.     Dagegen  bat 


die  ttansformirte  Funktion 
den  doppelten  Faktor   1  -f 


nicht  den  Faktor      „'  ,     sondern  I 
Andererseits  wächst  hier  die  neavl 
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Amplitude  tfi,  von  0  bis  ^  gleichzeitig  mit  der  urgprilDglicheii 
Amplitude  tp,  ^Fahrend  eben  diese  Aenderung  von  ifi  lur  die  Am- 
plitude i|Ji  vorhin  den  doppelten  Zutrachs  von  0  bis  n  ergab. 

Ein  n-esentlicher  Unterschied  zivischen  den  beiden  Transfor- 
mationen (a)  und  (b),  nelcber  ganz  besonders  io  Betracht  kommt, 
besteht  darin,  dasa  die  letztere  nicht  so  wie  die  erstere  nur  dann 
zulässig  ist,  wenn  y  zwischen  0  und  1  liegt,  so  dass  jederzeit 
7  =  sia'4i  gesetzt  werden  kann.    Die  Amplitude  if  darf  hier  auch 

zwischen    I    und  -  gedacht  werden.     Der  Urastaud,  dass  die  letz- 

teie  Transformation  der  Amplituda  einen  grösi^ereu  Spiel  raun» 
gestattet,  lässt  eine  weitere  Reduktion  des  Modulus  zu,  welche 
für  die  Convergenz  der  Keibenentwicklungen  von  Wichtigkeit  ist. 

Man  bemerke  zunächst,  dass  derModuJus  e  durch  die  beiden 
Transformationen  in  einem  um  so  grüsseren  Verhältnisse  abnimmt;' 
je  kleiner  sein  Weitb  ist,  und  dass  derselbe  nur  langsam  sichr' 
ändert,  wenn  y  nahe  bei  I  oder  er  nahe  bei  ^  liegt  In  der  That 
hat  man  für  die  beiden  auf  einander  folgenden  Winkel  u  und  B|' 
das  VerhSItniss: 

H  .m._.l.»^^"''i 

^  tg-j       .."5 

was  für  iit=0  den  Werth  oo  annimmt;  für  a^^aberdenWerth 
1,  so  dass  also  in  dem  letzteren  Falle  n,  — a  tat. 

Man  betrachte  nun  die  Gleichung,    wodurch  man  bekanntliek.    { 
die  Amplitude,  wenn  sie  zwischen  1  und  -  liegt,  auf  eine  andere 
zwischen  0  und  1  zurückführt,  um  alsdann  die  Transformation  (a) 
in  Anwendung  bringen  zu  künnen.  Man  gebraucht  dazu  die  Gleichung: 

(c)  l-eV=c'^',    "orin    c  =  Vr^'. 

Anstatt  y  führt  man  die  neue  Veränderliche  x  io  das  elliptische. 
Integral  ein,  und  man  erhält  die  Gleichung: 


V-(l-y*) ( 1  - e V)        V{l-a;»)(l-  t^x*) '  ' ' 

Anstatt  y  =  l  und  y  =  -  ergeben  sich  in  der  That  die  neuen  Inie- 


412 


Entteurf  einer  neuen  Theorie 


gratioDsgrenzen  ;e  — 1  und  a::=0.  Indem  man  aber  so  die  AmpluH 
tude  y  in  der  angegebenen  Weise  nnitvandeit,  erßhrt  zagieicfa  der  I 
Modulüs  eine  Aendemng.  Anstatt  des  Modulus  e=sin«  erfaSM  | 
man  den  neuen  Modulus  c=  V^I  — «>  =  co8a. 

Da   nun   die  Transformation  (b)  auch  diejenige   Amplitude  y  ' 
zuläest,  welche  «wischen  ]   und  -  liegt,   so   wird  hier  die  Trans- 
formation (c)  in  der  angegebenen  Absicht  entbehrlich.     Man  wird 
aber  doch  Gebrauch  davon  machen,    um  den  Windel  u,    welcher 

jedenTalls  zwischen  0  und  „  gedacht  werden  mass,  wenn  die 
Berechnung  des  elliptischen  Integrals  auf  die  Transformation  (a) 
gegründet  ist,    durch  einen  andern  Winkel  zu  ersetzen,    welcher 

zwischen  0  und  -r  Hegt.  Aus  den  angegeltenen  Rücksichten  er- 
hellet, dass  die  Convergenz  der  Reihenentwicklungen  durch  dien) 
Reduktion  des  Modulus  wesentlich  gefiirdert  wird. 

Auch    die    Transformation'  (b)  zieht  aus   der  Einführung   va 

trigonometrischen    Funktionen   grossen   Gewinn.  Ich    setze   hi( 

<y=;sim;i,  e|_yi  =  sinif,,  e  — sino,  C|=sinK,,  und  ich  behalt 
die  beiden  Gleichungen : 


(h) 


sinT(^  =tg2tg2    und   BinK,  =  tg*2- 


Darin  ist,  wie  schon  erwähnt,  a  jederzeit  zwischen  0  und  j  a 
genommen;  der  Winkel  ^  aber,  weil  y  zwischen  0  und  -  lieg« 
soll,  liegt  zwischen  den  Grenzen  0  und  ^-    - 

j.  1. 

So  lange  i/  zwischen  0  und  -  liegt,  hat  die  Grösse  V"l  ~e*^ 
einen  reellen  positiven  Werth.     Die  Grösse  V"l — y"^  dagegei 
nur  SD  lange  reell,  als  ^  <  1  gedacht  wird.    Wenn  ly  >  1  ist,   m 
hat  dieselbe  den  Faktor  V  — !■     Dies  verlangt,   dass    man  in  d< 
Integraifomt 


/ 


dy 
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die  AmpIitndeD  swiscfaen  0  and  I  von  den  zwischen  1  und  -  lie- 
genden trenne.  Dm  in  den  beiden  Fällen  denselben  Ausgangs- 
punkt nir  die  VerSnderiicbe  y  za  haben,  schreibe  ich  das  ellipti- 
sche Integral  der  ersten  Art  in  der  Form: 


/■ 


\^a-3*)a-e«tf«)' 


=*Xe.!()- 


So  lange  y  <  1  ist,  stellt  dasselbe  einen  reellen  positiven  Werth 
vor.    Für  den  andern  Fall  y'!>\  hat  man,  wenn 


gesetzt  wird,  jedesmal  einen  positiven  Werth  F{e,y),  verbunden 
mit  dem  Faktor  V^. 

'Ebenso  bin  ich  veranlasst,  den  elliptischen  Integralen  der 
zweiten  und  dritten  Art  jedesmal  die  obere  IntegratioosgrenE« 
y  =  1  zu  geben. 


§.5. 

Indem  ich  die  Transformation  (b)  wiederholt  in  Anwendung 
bringe,  gelange  ich  zu  Reihenentwicklungen,  welche  für  die  ellip- 
tischen Integrale  der  zweiten  und  dritten  Art  eben  so  vortbeilbaß 
sich  gestalten,  als  fiir  das  der  ersten  Art  Man  gelangt  zu  die- 
sen Entwicklungen  auf  verschiedenen  Wegen.  Es  finden  sich 
verschiedene  Ausgangspunkte  der  Heclinnng,  und  ich  habe  mich  über 
die  Wahl  des  einzuschlagenden  Weges  noch  nicht  einigen  können. 
Dessbalb  habe  ich  geglaubt,  vorerst  nur  die  Resultate  mittheilen  zu 
dOrfen.  Es  möchte  übrigens  liir  den  Leser  keine  besonder^ 
Schwierigkeiten  haben,  dieselben  auf  dem  einen  oder  auf  den*  I 
andern  Wege  zu  erlangen,  da  nun  die  Transformation  (b)  gege-  [ 
ben  ist,  welche  bei  dieser  Unternehmung  als  Leitfaden  dienen  s 

In  den  nachfolgenden  Blättern  soll  untersucht  werden,  i 
meine  Resultate  in  der  Gerechnung  der  elliptischen  Integrale  \tA* 
sten.  Insbesondere  war  ich  bemüht,  die  Convergenz  der  Reihen 
abzuschätzen.  Das  Verfahren,  welches  zu  den  Zahlenresultaten 
führt,  glaubte  ich  durch  verschiedene  Beispiele  erläutern  zu  müs- 
sen. Diejenigen  Gleichungen,  deren  Entwicklung  nicht  beigefügt 
ist,  habe  ich  mit  römischen  Ziffern  bezeichnet.  Ich  habe  andere 
(ileichungen  daraus  abgeleitet,  aber  den  Weg  genauer  angegeben. 


r 
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iTelcher  dazu  fübrt.    Den   letzteren  GleichuDgen  sind  gewSbnli 
Ziffern   beigerügt. 

§.  & 

Man  bezeichnet  das    elliptische  Integral  der   ersten   Art, 
lange  der  Modulus  e  keine  Aeaderting  erleidet,  kürzer  durch  F{^ 
Ich  schreibe  desshalb: 


/■ 


I 


und  ich  erbalte  den  Werlh: 
I. 


^^'-M-r^^' 


Ferner  ist  sim)/ =  ey  und   sin  «=6.     Die  Berechnang  von   j 
kommt  demnach  zurück   auf  die  Berechnung   der  Funktion   ((ili).! 
Diese  lässt  stdi  in  eiiter  Faktorenreihe  entwickeln.    Es  i. 

t(i|;)  =  cos^l .  cos^it*- .  cos»y .  cos^^ .. .  , 

Zur  Bestimmung  der  auf  einander  folgenden  Werthe  ^  und  a  halfl 
man  die  Gleichungen : 


sint,=tg5tg|. 
»i«t»=tg|tg|, 
sint,=tg^tg^. 


siDOi=tg«^, 
8in<%=tg«2 


Man  ersieht  daraas,    wenn  ip  =  «,   dass  auch 

fol^,  dasB  if^i-^  oder  ^ccn,  jenacbdem  i|)  <  oder  ^e  ist. 

Der  Werth  e(i(>)  liegt  in  allen  Fällen  zwischen  0  und  1. 
hat  c(0}  =  I,  und  wenn  ifi  zunimmt,  so  nimmt  der  Wertb  f(tl)}  i 
Gs  ist  also  £(if))>e{«),  wenn  'if<B,  und  i(i(i)<e(o),  wenn  if>-<«J 
angeDoramen  wird. 


Man  könnte  übrigens  auch  einfacher  : 


=  »»=!■ 


inif^n 


Ef«) 


was  gleichbedentend  ist  mit  dem  obigen  Werthe  1=5. -|—j,  . 

darin   nur  die  n  ersten  Faktoren  von  f(^)  In   Betracht  kommattfl 
Denn  mao  bat  die  identische  Gleichung; 
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cos^ä  •  cos*^ ....  cos*— Q- 

1.  yn=y ; ; ; . 

sin  tl^a 
Der  Ausdrack     .         Ist  aber  flir  die  Berechnune  von  %  nnire* 

sin  Cfn  o  o 

0 

eignet,  da  derselbe  für  ein  hinreichend  grosses  n  die  6estalt  -^ 

annimmt.    Man  konnte  aber  den  Werth  z  noch  auf  andere  Weise 
berechnen.    Denn  man  hat  auch  die  identische  Gleichung: 

\fl  —ifffl       VI  — ^*    sec^isec^a....secV'ii 


2. 

yn  y        ,,_.« ^     «««»-1 

2 


co^cos'S-  ~..  co»*^ 


Endlich  findet  man  auch  die  Gläehaog: 


3. 

y» 


Für  y  =  1  oder  ^ss«  ist  auch  x^sl.  Femer  findet  sich  z<  oder 
>1,  je  nachdem  y<  oder  >  1  ist.  In  dem  ersteren  Falle  kann 
man  schreiben: 

4.  *Xy)  =  ^  arceosx. 

Setzt  man  y=0,  so  geht  dies  fiber  io: 

In  dem  andern  Falle  hat  man,  wenn  V 1— ^^  =  V"^^ .  V^f*— 1 
gesetzt  wird  9 


Man  setze  noch  slncD  =  -=:-*--r\»  und  man  behält: 


— I  .    .« 


6.  f^)--.-^jcot^. 
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§.7. 

Die  drei  ersten  Faktoren  der  Entntcklniig  e(^)  sind  jederzeit 
hinreichend,  um  den  Werth  F(if)  auf  mindestens  neun  Dezimal- 
eellen  genau  herzustellen.     Es  seien  Beispiels  halber  die  beiden 

Werthe  *(«  1  ""^  '(4/  *"  berechnen,    wobei  b  =  t    angenom- 
men ist.     Ich  schreibe  desshalb  die  folgenden  Werthe  nieder: 

Iogtg45'>  =0 

+logtg22''30'  =9,6172243  =  logsin24n28' 11,28' 

'ilogtg22"30'  =9,2344486  =  log  sin  9''52'45,44' 

logtgl2«14'    5,64"=9,3361500 
+loglg  4<»56'22,72"  =  8,9366510 

8,2728010  =  log  sin  l»  4'28,91"  =  li 
2logtg  4»56'22.72"=7,8733030  =  logaiii      25'40,75"  =  1. 

Nachdem  man  so  die   vier  Winkel  V^>  ^ai  o,,  Ug  best!) 
schreibt  man  weiter: 


log  sin  ^, 
log  sinn, 


log  €08*45"  : 

+  logcos«12»I4'  5.64"=  9,9800442 
+  logcos»      32'  12,95"  =  9,9999619 

log  t  ^1^=0,6789761- 

logGOB*22030'  =9,9312306 

-Hogcos*  4''56'22,72"=9,! 
-Hogcos«       12'50,37": 


logf^l)  =0,9279926- 


Die  siebente  Dezimalstelle  in  den  hier  berechneten  Wertheo  i_ 
nur  desshalb  unzuverlässig,   weil  die  Logarithmentafel,   deren  iclij 
mich  bedient  habe,  überhaupt  nur  sieben  Dezimalstellen  enthSIt. 

Es  fragt  sich  imn,  welche  Aenderuog  der  Werth  F(y)  erlafart 
wenn  man  zu  den  drei  ersten  Faktoren  der  {^Entwicklung  {(t^)  d«l 
vierten  Faktor  hinzufügt,  üa  die  Aeoderung  von  1  nur  klein 
80  kann  man  die  Aenderung  von  F{y)  darstellen  durch  die  Gleichuniti 


^^'>=-^v 


-A 


iler  fittiptischen  Inteffralf. 


Nun  iBl  Bher  -A  =  .(l ~)    onil   ■  =  "4!— '.     Deishalb 


Du  ferner  cos*-;^  —  cos*^=sin^  — sin*-^;  und  da  wege»  der 
Kleinheit  von  ^^  ""^l  'h  ''^''  ^abtor  co8^-^=l  und  sin-K^gsino, 
und  sin  ^=isintfia  gesetzt  werden  künnen,  so  kann  man  endlich 
auch    l^!Gh^eibGn  : 


In  dem  obigen  Beispiel,  wo  1^=5-  nnd  q^=t  angenommen 
ist,  findet  man  i(ig  =7,2"  und  03=:  2,9";  oder,  in  Theüen  des  Halb- 
messers 1  ausgedruckt,  annSbernd  tf),  ^0,000035  und  ix^=0,O0O0U. 
Wenn  dies  in  die  obige  Gleichung  eingesetzt  »irU,  so  erhalt  man: 

^F{j,)  =  0.000  000  000  3 .  \f-i. 

Man  sieht  aber  ein,  dass  die  Aenderung  'äF{y)  am  grossten  ist, 
wenn  i^  und  a  beide   ihren   griissten  Werth  erhalten,    oder  vventi 

■^  =  s-  und  oi=2--  Daraue  folgt,  dass  der  Werth  F{y)  in  allen 
Fällen  auf  mindestens  neun  Dezimalstellen  genau  berechnet  wird, 
wenn  man  sich  auf  die  drei  ersten  Faktoren  der  Funktion  E(t]i) 
beschränkt. 

§.  8. 

Die  elliptischen  Integrale  der  zweiten  und  dritten  Art  schreib 
ich  in  einer  von  der  genühnlichen  efnas  abweichenden  Form  an."^ 
Ich  glaubte  dieselbe  so  einrichten  £u  müssen,  daas  man  zu  dei 
mriglichst  einlachen  Reihenentwicklung  gelangt.  Indem  ich  y^  | 
der  ßebriiuchlichen  Form  ansgiug,  fand  ich,  dass  gewisse  Glie- 
der der  entsprechenden  Reihenentwicklung  mit  derselben  sich 
vereinigen  lassen.  Durch  die  Vereinigung  ergaiien  sith  andere 
Formen,  welche  auf  den  Grund  der  von  mir  aufgestellten  Reihen- 
IheU  XXXV.  28 


FW 
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entwicklungeo  hin  als  die  Grundrormen  der  elliptischen   Integra 
der  zweiten  und  dritten  Art  angesehen  werden  dürften. 

Das  elliptische    Integral  der  zweiten  Art  schreihe   ich    in  d'^ 
Form: 


/'p\ri^=«<.. 


Der  Zahlenwerth  ist  reell  und  positiv,  wenn  y<,\\  dagegen  hat 
man  einen  negativen  Werth,  verbunden  mit  dem  Paktor  V  — I, 
wenn  ^>1  angenommen  wird.  Zur  Bestimmung  von  G{y)  er- 
halte ich  die  Gleichung: 


II. 


G(j)+CoS«.J(a).F(y): 


vr= 


Darin!  ist   wieder   sini(i  =  ey    nnd   Ginii=f.     Die  Funktion    G(s) 
ist  demnach  zu  rück  geführt  auf  die  Funktion  £(1)').     IVIan  bat  aber: 


^^)  = 


cos  "^x      cosT/ii  cosifij 


--■  +  ^ 


^■^^Cy 


si/»a -costfi. 


worin  die  auf  einander  folgenden  Winkel  if  gleichbedeutend  ^i 
mit  den  vorhin  liir  die  Reihenentwicklung  von  ;(t|>)  berecbnefi 
Die  Glieder  der  Reihe  sind  alle  mit  dem  negativen  Zeichen  I 
haftet,  ausgenommen  das  letzte  Glied ,  nelches  das  positive  Zeicheir^ 
bat.  UieWahl  des  letzten  Gliedes  hängt  davon  ah.  Hass  co8VRfi  = 
gesetzt  werden  kann. 

Der  Werth  £(if)  liegt  jederzeit  zwischen   I  und  2.    Man   I 
£(0)  =  1 ;    und  bei  tvachseodem  1^  nimmt  auch  der  Werth  C(i(j) 


5.9. 

Die  drei  ersten  Glieder  der  Reihe  £(ifr)  sind  in  allen  Fälle 

mindestens  acht  Dezimalstellen  genau  herzustellen,  eo  dass  alsi 
wenn  nicht  eine  noch  grössere  Genauigkeit  verlangt  wird ,  jederze 


hinreichend,    um   den   Zahlenwerth  der  Grösse 


gesellt  werden  kann. 


1- 
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Es  seien  nun  Beispiels  halber  die  Werthe  H  ö)  und  iyi) 


n 


zu  berechnen,  wobei  wieder  o  =  ^  angenommen  ist.  Man 
schreibe   desshalb : 

-  log  cos 24028'  1 1,28"  =  Ü,u408728  =  log  1,098684 

—  logcos  P  4' 25,91'' =0,0000763 

0,0409491  =  log  1,098877. 

Folglich  l(X)  =  - 1  -  2,197368 

+  4,395508 

=1,198140 

—  log  cos  9052'  45,44"  =  0,0064882  =  log  1,0150532 

-  log  cos      25'  40,75"  =  0,0000122 

0,0065004  =  log  1,0150795. 
Folglich  t  ( J)  =  - 1  -  2,0301064 

+  4,0603180 

:^(WÖ2116. 

Wollte  man  das  vierte  Glied  der  Reihe  noch  in  die  Rechnung 
bringen,  so  würde  zu  dem  oben  angeschriebenen  einfacheren  Aus- 
druck hinzukommen: 

8  8 8(1 — cosTfy3) 

'"  cos  if/i  cos  if;2     cos  ^x  cos  ^  cos  ^3      cos  ^1  cos  if;^  cos  ^g 

16sin«^ 


cos  1^1  cos  tf;^  cos  ^ 
Daraus  folgt  welter,  dass: 


y         ^^^'  y  costf;|COSif;2Cost(;8 

Nun  darf  man   aber  wegen  2.  des  §•  6.  die   folgende  Gleichung 
anschreiben : 

Vi  —  y«  1 g(tt) .  V  sln^  — sln*i/;3      , 

y        *  costf^icost^^cos^"*  sinifj^ 

Da  ferner  annähernd  2 sin  •^=:8ini^3  gesetzt  werden  kann,  so  er- 
hält man  den  Werth: 

28* 


Dieser  Zunacfas   zeigt  sich   am  ^üesleii,    weDn   V^ö  ""''  ' 

ist.     Da  dann  %  =  O,O00üG5  und  »^=0,000014  ist,  so  ergiebtsich^ 

^:iin9!.£(^) —0.000  000  0O4.\^=l. 


Man   sieht  also,    dass    man    den    Werth —.^(ili)    in    allen 

F&lten  auf  mindestens  acht  Dezimalstellen  genau  herechiiet,  nenn 
man  sich  in  der  Enttvicliluiig  von  l(iti)  auT  die  drei  ersten  Glieder 
beschrfinbt. 


g.  10. 
Wenn  man  das  elliptische  Integral  dei 
1  ^Jf.^ 


dritten  Art  in  der  Form 


/, 


p-ü'Vö-j'jci-.V) 

anschreibt  und  dann  die  vier  Intervalle  unterscheidet,  nelche  zvvischei 
den  fünf  Grensnerthen  —  oe,  0,  I,  -5,  +  '^  liegen,  so  lässt  sie^ 
der  Werth  p  bekanntlich  in  Zweien  von  diesen  vier  Intervallen' 
unterbringen.  Es  lassen  sich  nämlich  die  Werthe  p  des  zvveiten 
und  vierten  Intervalls  und  ebenso  auch  die  Werthe  p  des  ersten 
und  dritten  Intervalls  in  einander  überführen.  Man  bedient  sich 
in  dieser  Absiebt  der  Gleichung: 


/■(. 


I- 


.r')(l— e'j») 


worin  abkürzend  gesetzt  norden  ist; 


1  x^  zwischen  0  und  1,  also  i 


In  der  That  liegt, 

ten  Intervall  gedacht  wird,  der  Werth  j._  \r^  zwischen  \  und 

<n   oder  in  dem  vierten  Intervall;    und  wenn  x^  zwischen   I  und; 
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1 

-^  oder  in   dem  dritten  Intervall  augenommeD  wird>   so  Hegt  der 

Werth  7i ST-«  zwischen  —  oo  und  0  oder  in  dem  ersten  Intervall. 

{\  —  x^)e^ 

Die  Grösse  Vp  wird  der  Parameter  des  elliptischen  Integrals 
der   dritten  Art  genannt.     Der  Parameter  kann  also   ebenso    wie 

die  Amplitude  jederzeit  in  die  Grenzen  0  und    -^  hineingezogen 

werden.    Man  wird  aber  noch  die  beiden  Intervalle  unterscheiden, 

welche  durch  die  drei  Grenzwerthe  0,  1,  -  bestimmt  sind.  Wenn 

die  Amplitude  und  der  Parameter  beide  demselben  Intervall  an- 
gehören^ so  mügen  sie  gleichartig  heissen;  In  dem  andern  Falle 
ungleichartig.  In  dem  letzteren  Falle  bedarf  die  obige  Reduktions- 
gieichung einer  Aenderung,  damit  sie  in  reeller  Form  dastehe. 
Man  hat  dann  :  ^ 

und  man  muss  desshalb  schreiben: 

1— r  y 

i/j-qp-j;  =  — V— larctg«. 

Auch  die  Reihenentwicklung  des  elliptischen  Integrals  der  drit- 
ten Art  gestaltet  sich  verschiedenartig ,  je  nachdem  die  Amplitude 
und  der  Parameter  gleichartig  oder  ungleichartig  sind« 


§.  11. 

Ich  schreibe  das  elliptische  Integral  der  dritten  Art  in  der  Form : 


\^(l-a;')(l-e«a;»)     ^  ^zt. %  _  „,       , 

worin  x  ebenso  wie  y  zwischen  den  Grenzen  0  und  -  angenom- 

men  ist.    Wenn   die  Amplitude  und  der  Parameter  ungleichartig 

sind,  so  hat  die  Grosse  H{x,y)  den  Faktor  V^ — 1.  Der  andere 
Faktor  ist  positiv,  wenn  y>l,  und  negativ,  wenny<l  ist.  Wenn 
X  und  y  ungleichartig  sind,  so  hat  man  zur  Berechnung  des  Inte- 
grals die  Gleichung : 

111.        mx,  y)  - ^^-^-.  J(9>). F(y)  =  ^-1 .1,(9,  ^) , 
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norin  s\nfp=:ex  und  nie  bisber  sin^:=e^  ist.     Zn  de»  bisb« 
gen  Funktionen    E(if)    ancJ   £(9)   kommt  also  noch  die  nene  Fniilj 
tion  i](9,  1^)  hinzQ.     Es  ist: 


i)(q).  iC)=-arcts'-2arctg( 
■   +  •(ä"  arc  tg  ( — 


^,cos^j...,coei(jB 


abkiirz 


t  gesetzt  worden,  und  die  auf 
einander  folgenden  Winliel  rp  ganz  ebenso  aus  einander  herzuleiten 
sind,  wie  dies  vorhin  mit  den  auf  einander  folgenden  Winkeln  ^ 
geschehen  ist.  Alle  Glieder  der  Reihe  sind  mit  dem  negativen 
Zeichen  hehaflet,  ansgenommen  das  letzte  Glied,  welches  daa 
positive  Zeichen  hat.  Die  Reihe  wird  aber  jedesmal  dann  abao* 
brechen  sein,  wenn  ipk+i  und  iin\i  so  klein  geworden  sii 
cos i;pn-|.i  =  I  und  cosijjn^i^  1  gesetzt  werden  darf.  Noch  ist  21 
bemerken,  wenn  x  der  Einheit  nahe  kommt,  dass  dasselbe  dam 
doch  in  einem  solchen  Abstand  von  I  gedacht  werden  rouss,  di 


T   \  —  x'^^ 


0    ist,    80  tiald    an    die  Stelle  von   y    die  untere  li 
9  hieiht  die  obige  Reihei 


tegrations grenze  ^  =  1  tritt.    Denn  r 

enlwicklung  i)(qj,  if)   richtig.  , 

Wenn  y>l  und  also  3,'<;l,  so  liegt  der  Werth  fl(Vi  if]  jede 

mal  zwischen  0  nnd  ^-     Insbesondere  erhält  man  i;(U,^)=0  un 

i}(ii.  i^)=n-     Wenn  umgekehrt  ^  <  I  und  :i;>l  ist,    so  hat  ma 

y    '    I  — x'  y   '    x^  —  I 

zu  setzen,    weil 

v"r^=\^:^i.v^— i  und  v'r^^»=v"^i.vi*^n^ 

angenommen  ist.    Der  Werth  i;(<p,  i(f)  liegt  dann  jedesmal  zwiachq 
0  und   — ä-     Man  erhält  7/(9),  0)  =  —  ^   und   ij(y,  c)  — 0.     Jedei 

falls  aber  hat  man,  weil  arctgt— arctg-p  =  arctgt  +  arctg-  = 
ist,    die  Gleichung: 


( 


^t- 


,,(51,  !(.)—*,  {^,  ¥i)^±2  , 
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worin  auf  der  rechten  Seite  das  obere  Zeichen  beizabehalten  ist, 
wenn  i^>o;  das  untere  Zeichen,  wenn  ip<a  ist. 

Setzt  man  a;==0  in  die  Gleichung  IIL  ein,  so  hat  man  eine 
identische  Gleichung.     Für  ^=0  aber  erhält  man: 

Man  setze  ferner  a:=:-  oder  9>=o'  Man  behält,  da  i5f(-,  y  )=0 
ist,   die  einfachere  Gleichung: 


—  cosa.J:^^^.F(y)=:iy^^,  ^y 


Da  aber  1^(9,0)= — n    >st,  so  geht  dies  für  ^  =  0  über  in: 

cos«.t(|)F(0)  =  J. 
Man  setze  den  Werth  F(0)  aus  5.  in  §:  6.  hier  ein,  und  man  hat : 

9.  cos  «.ff  5- J  =  €(«). 

Durch  die  Elimination  von  ti^j  vrird  die  ursprüngliche  Gleichung 
umgewandelt  in : 

10.  -«(«).^(y)  =  ^(Ji^). 

Man   erfahrt  daraus,   dass  man,   um  die  Funktion  17(0»  tf/j  zu 

berechnen 9  dieselbe  mit  Vortheil  auf  das  elliptische  Integral  der 
ersten  Art  zurückführt.     Man  wird  dies   benutzen ,   um  auch  die 

Funktion  H{Xy  -)   ohne   die  Beihilfe    von  ri   durch  die  früheren 

1  % 

Funktionen  b  und  i  auszudrücken.*  Denn  für  y  =  -  oder  V'^^o 

hat  man  zunächst: 

Nun    ergiebt  sich   aber  aus   dem   Obigen,    aus  7.   und   10.,    die 
Gleichung : 
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Die  vorige  tileichung  geht  desshalb  über  in: 

—.£(■)'). *(')  =  V  =l(f-.(«)/1(.i))- 


j.  12. 

Aucb  ilie  drei  ersten  Glieder  der  Reibe   ri(ip,  i\i)  sind  hinrei- 
chend, um  einen  Zahlennerlh  zu  erzielen,   vvorin  mindesten«  ücbl 
Dezimalstellen  genau  sind,    »a  dasa  man   also,    nenn   nicht  eine 
nocb  grössere  Genauigkeit  verlangt  wird,  zu  der  Üerechnung  vt 
ij(qp,^)  jederzeit  der  einfacheren  Gleiobun^: 


COS'p, 


>»tpt  cosy^ 


ich  bedienen  nürdo. 

Wollte  man  noch  das  vierte  Glied  der  Reibe  beriicbsichtigc 
o  wOrde  der  obige  Werth  T^(ip,  y\i)  den  Zutvacbs 


erbalten.     IVI.-in  kann  annähernd  auch  Reizen 

^i)(9>.  T/j)  — 8arclg 


1  cosi^tCOST(>3Cosip3       co5y|Cnay,cos^,' 
(  coBfi  cosqsacosqja       cosiCi  cosi^iacos'^ 

Ferner  erhält  man  aus  der  in  dem  §.  6.  gegebenen  Gleichung  3: 

^  cos (pi  cos <py  coa  tps  _ sin  tpa  ^'^mH,  -  sinVa 
■cosVit:08t«cosi|J3      sin^Jg*   STn%3  — einVs' 

Man    setze   dies   in   die   vorige   Gleichung    ein    und    man    erbl 
annähernd : 


n tpa """■  ta  V  (s'i'V  —  "In Vj)  (sin'i^a  —  gia'g) 


driiq),  ■if')=8arctg 

Nun  darf  man  aber  den  kleinen  Bogen  mit  der  Tangente  v^ 
wechseln.  Man  nehme  ferner  an,  dass  ip^e  und  desshalb  ^^ 
sei.     Man  irini  desshalb  schreiben: 


■1  sin'c^ 


4sin4'3-V"8i«i>3- 


tfer  rUiptiscIien  liuegrate. 


"^^l. 


b!?5  , 


iKtatt  des  ersten  Faktors  -.-^-^^^V   1 — ■  ■■■■n   ggt^e  roan  i 

-V 

griisslen  Werlh  J.    Der  andere  Faktor  4sin^.  V^siii''iJ/B- 

erreicbt  sein  Grösstes,   wenn  t(i=^  j  und  <^=T'     ^^  dann 

if'a  =  0,OOOa35    und    o^^O.OOOOU, 
so  ündet  man  den  griissten  VVerth : 

Jil (<p,i>)=  0,000  000  002. 

iMan    iilterzengt  sieb   hierdurch,   dass  die    drei  ersten  Glieder  der 
Reihen eiitiTicklung  i](gj,  ifi)  mindestens  acht  Uezinialstellen  genau 


_  $.  13. 

■»  Wenn  auch  die  in  8.  und  II,  gegeheneti  Werthe  ff(a;,0)  und 
Hix,  -)  nur  so  lange  gelten,  als  die  Amplitude  und  der  Para- 
meter ungleichartig  sind,  so  bleibt  doch  die  zuvor  gegebene  all- 
gemeinere nieichunti  III,,  woraus  das  elliptische  Integral  H{x,y) 
sich  bestimmt,  auch  dann  richtig,  »veno  die  Amplitude  und  der 
Parameter  gleichartig  eiod.  Die  Funktion  7i{qi,iti)  bat  dann  aber 
eine  imaginäre  Gestalt.  Man  erhjilt  einen  andern  ffir  die  Berech- 
nung  brauchbaren  Ausdruck  dadurch,  dass  man  die  verschiede- 
neu  Glieder  arctg  in  logatithmische  Glieder  umwandelt.  Der 
Ausdruck  lässt  ausserdem  noch  andere  Umwandlungen  zu.  Jacobi 
hat  zuerlit  gezeigt,  dass  die  Funktion,  von  welcher  die  Bestim-' 
nmng  des  elliptischen  Integrals  der  dritten  Art  abhängt,  durch  1 
die  Differenz  zweier  logaritbmiscben  Grüssen  ausgedrückt  werdea  J 
kann,  von  denen  jede  nicht  mehr  Funktion  der  beiden  von  einan-  \ 
der  unabhüagigeu  Grüssen  a:  und  y  ist,  sondern  von  einer  einxir'l 
gen  Veränderlichen,  welche  selbst  aber  als  geschlossene  algok 
braisclie  Punktion  von  x  und  y  sich  darstellt.  Es  zeigt  sich  diese 
Darstellungswelse  der  Funktion  in  dem  gegenwärtigen  Falle,  wo 
die  Amplitude  und  der  Parameter  gleichartig  angenommen  Bind, 
als  die  vortbeilbafteste  fiir  die  Berechnung  des  elliptischen  Inte- 
grals der  dritten  Art.  Die  Reihenentwicklong  gestaltet  sich  aber 
einfacher,  wenn  das  elliptische  Integral  der  dritten  Art  in  der  Form 


«(«,») 


vjmim 


an  i'esck  rieben   ' 


Kiiitrnrf  einer  n 


I- 


:  ist.     I>a  a 


ch  hic 


der  a;  zwischen  den  Grenzen  0  und  -  gedacht  wird,  so  liegt  J 
entweder  zwi(--chen  —  od  und  0  oder  zwischen    -j  und  +*.    Wei 


nicht  le,  sondern  p  gegeben  ist, 
jr  die  Gleichung 


)  hat  I 


r  BestimmuDg  i 


=  VA 


In  d^iu  vnriiegenden  Falle,  wo  x  und  y  gleichartig  angenommen 
sind,  hat  die  Grilsse  /f.(a:,  5)  jederzeit  einen  reellen  Werth,  wel- 
cher negativ  ist,  wenn  ^^1.  und  positiv,  tvenn  ,v<l  gerlacht 
wird.     Zur  Bestinimiing  von  K(x,y)  hat  man  die  Gleichung; 


Die  Werthe  a  und  t  ergehen  eich   aus  den   beiden  GleichongeBl 
tg  0  =:  CO  t  «t .  t  g  qn .  f  g  ij; , 


I  ebet 


tgt 
!  bisher  ea:  =  s'\ 


ivordeu  ist.     Was  nun  aber   di 

eher  die  Berechnung  der  Funktion  K{x,t/)  abhängt. 


.&(l(j)  r=  cos' 


'i-*-' 


Ifl^ 


worin  die  auf  einander  folgenden  Winkel  ift  wieder  ebenao  ai 
einander  herzuleiten  sind,  wie  dies  in  den  bisherigen  Rechoni 
gen  geschehen  ist. 

Der  Werth  9{^)  liegt  stets  zwischen  0  und  I.  Man  hd 
#(0)  =  1,  und  bei  zunehmendem  ifi  nimmt  der  Werth  ^(^1^)  ab 
Man  kann  auch  leicht  den  Werth  e(n)  angeben.     Denn  man  hat' 

Aln^  —  pohS?-   cor*—   foaS^  rnsl"— 
<?(oj_co8  ,,    cos    „.cos   „.cos     „  .... 


r  Gleichung  sino,  ^^fg^^   folgt  aber 


=f 


l-'B*ä=- 
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Man  eliniinire  dadarch  die  Grüsse  co&*tj.  Ebenso  eliminirc  luan 
ituch  die  tiröaseo  cob*^  .    cos»^»   cosW^-"   Dadurch  erhilt  man : 

^  '        c08«j      cos'%  cas*a^    tnB^a^"" 

Au8  der  Bedeutung  der  Grrisseii  0  und  t  ersieht  man,  dass  die- 
selben syininetrisch  sind  nach  ar  und  y  und  also  keine  Aenderung 
erleiden,  wenn  x  und  y  gegen  einander  vertauscht  nerden.  Die- 
selbe Eigenschaft  besitzt  dessbalb  auch  die  Punktion  /„,  ■• 
Der  Werth  o  ist  in  allen  Fällen  pnsitiv,  der  Werth  t  aber 
nur  80  lange  positiv,  als  x  und  y  >  I  sind.  Wenn  x  und  ^  <  I. 
Bi>  hat  man  zur  Bestimmung  von  x  die  Gleichung: 

und  man  erhält  einen  negativen  Werth  t.  Daraus  folgt,  dasa 
(i  +  i>c( — T,  Meunxundi/  >1;  dass  aber  umgekehrt  a— i>ö-|-t, 
wenn  x  und  i/    <  1    aind.     lu   dem  ersleren    Falle   füllt  desshalb 

der  Werth  /     ,--j_       positiv,'  in  dem  andern  Falle  negativ  aus. 

Auxeerdem  ergiebt  sich  dnrch  die  genauere  Untersuchung,  dass 
sowohl  der  Unterschied  O  —  r,  als  auch  die  Summe  a-\-z,  beide 
gleicbartit;  mit  rp  und  if/,  also  beide  >■  te  oder  <o:  sind,  gleich- 
£eitig  mit  tp  und  mit  ifi.  IVlit  Rücksicht  auf  das  Zeichen  von  a 
und  T  bann  man  desshalb  sagen,  der  Unterschied  <s — r  liege 
Stria  näher  bei  a  als  die  Summe  ti-(-v;  abgesehen  davon,  dass 
die  beiden  Werthe  gleich  gross  sind,  wenn  ip  =  a  oder  weuD 
iff=:ii:.     Es  folgt  weiter,  dass  der  Unterschied  o — t  stets  zwischen 

0  und   ä  liegt.     Man  bat  a — t  =  0,    Trenn  <p  und  i^  die  Werthe 

0  und  o,    und  tf — v=q,    wenn   qp   und  ^  die  Werthe  a  and  -^ 

annehmen.     FfJr  qi  ^  t^i  findet  man  ff  —  t=:b.     Die  Summe  ff  +  T 

aber  kann  nicht  allein  aber  ^  hinaus   anwachsen,    soodern   ancb 

<0   werden.     Man    ündet    a-|- t^^-^.  wenn  Bin<psinif=sina,  und 

ö  +  r^ö,  wenn  ain9>Btnifi>  sinit  ist.     Die  Summe  o  +  t  erreicht 

den  grÜsBten  Werth  n—u,  wenn  9=^  und  i('=7,-.  Andererseits 

findet  man    a\z=zQ,    wenn   cosqiGos^  =  coäu,    nnd  ff  4- t  ^  0 
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wenn   cos  9  cos  o^  >  cos  a  ist.    Für  9=0  und  i|;=0  hat   maii  den 
kleinsten  Werth   <;  +  t=  — a. 

Wenn  a:=:0,  so  gebt  die  Gleichung  IV.  in  eine  Identische 
fiber.  Setzt  man  aber  ^^=0^'  so  behält  man  die  einfachere  Glei- 
chung: 


12. 


K(a:,  0)- ^:^.f(g))F(0)  =0. 


a: 


1 


Man  setze  nun  a?  =  -  oder  g)=o.    Dann  ist  auch  <s=c%9  u»d  man 

e  z  l 

hat,  weil  /^(-,  yj  — 0  ist,    die  Gleichung: 


-\^-l.co8a.{;(0.f(3,)  = 


^ 


(f-) 


Zur  Bestimmung  von  x  behält  mau  die  Gleichung  tgT=  V^^^ — I 
oder  cosTr=  -.    Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  9.  des  §.  11.  ist: 


13. 


-  <-\.t{?i).F{y)=\l--r;^ r 


Man   erfahrt   hierdurch,    dass  man,    um  die  Grösse  l — \ ^ 

♦(f + •) 

zu  berechnen,    dieselbe  mit  Vortbeil  auf  das  elliptische  Integral 
der    ersten  Art    zurückführt.     Man   benutze    dies,    um    auch    die 

Funktion  K{jXy  -)  ohne  die  Beihilfe  von  %•  durch  z  und  ^  auszn- 
drucken.     Man  erhält  zunächst  die  Gleichung: 

1        Vi— a:^  /1\  ^(2  ~~V 

*^<--  )-^^-^(^>< )=i'4^-<' 
worin  aber  «?ost=—  ist.     Dies  geht  nun  über  in: 

1        V  1 a:^  /1\  i 

14.    K{x,  i)  -  ^  \^        . i{q>) . F{^-)  =-V-l.  *(«) .  Fix). 
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Die  Gleichung  13.  seigt  auch,  dass  man  den  Werlh  9(n — «) 
durch  die  Funktion  t  ausdrücken  kaiiti.  Man  setze  dort  y^-- 
Daraus   folgt  cn8i  =  shiß    oder   ir  =  ^-a.     Man  behiill  desshalb 


die  Gleichung : 


-^=1.,.,..©=»,-^, 


Rücksicht  auf  <lic  Werthe  *M  niid  F^i)  des  §.  6.  « 


Mit 

uiugeuandclt  in: 

15.  9(;l-«)  =  VHS^.tg*| 


%.  14. 

Die  Funktion  Qi^')  unterscheidet  steh  nur  dadurch  von 
Funktion  e(^),  dass  die  Exponenten  der  aul'  einander  folgenden 
Faktoren  von  d(i(>)  die  Glieder  der  geometrischen  Reihe  2,  4,  8,  16.... 
darstellen,  während  dieselben  in  t(i|j)  unter  sich  alle  gleich  sind. 
Es  ist  einleuchtend,  dass  aus  diesem  Grunde  die  Convergenz  der 
Reihe  #(iti)  etwas  schwächer  ausPalll,  als  die  der  Reibe  e(^). 
Es  hat  sich  in  §.  7.  herausgestellt,  daiis  der  vierte  Faktor  der 
Entwicklung  t{'^)  auf  die  neun  ersten  Dezimalen  des  Zahlenwer- 
tbes  keinen  EinHusii  hat.     Die  schtvächste  Convergenz  der  Reihe 


ergab   eich    liir  il»  = 


.T  nnd   . 


Unter  den  gleichen  Umstän- 


den kiinnte  aber  der  Werlh  ff(t(i)  schon  in  der  neunten  Dezimal- 
stelle eine  Äenderung  erleiden.  Denn  der  vierte  Faktor  der  Funk- 
tion &(^)  giebt  eine  achtmal  grössere  Correktur,  als  der  vierte 
Faktor  der  Funktion  eCt/i). 

Es  kommt  aber  noch  ein  anderer  Umstand  in  Betracht,  wel- 
cher auch  dazu  beitrügt,  die  Convergenz  der  Reihe  #(i(>}  abzur 
schwächen.     Während  nämlich   in  der  Funktion   E(i(r)   der  Winkel 

ij)  nicht  ober  ^  hinaus  wächst,  erreicht  derselbe  in  der  Funktion 
ff{^)  sein  Grösstes  erst  in  dem  Werlhe  « — a.  Es  versteht  sich, 
dasG  dann  der  vierte  Faktor  der  Entwicklung  einen  grösseren 
Einiluss  gewinnt. 

Man  berechne  nun  Beispiels  halber  die  beiden  Werlhe  #Uj) 
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nnd  *("*")<    wobei  wieder  «  =  t  angenommeD  ist.     Dift  %Viiika>a 

Ol .  df,  ^\,  ^t  für  das  erste  Beispiel  sind  scbun  in  dem  j.  7. 
berechnet  wordeo.  Ffir  das  zweite  üetspiel  bat  man  tfi|=nr!  nnt 
um  t(>2  zu  erbalten,  scbreibe  man: 

Ii>gtg45''  =0, 

logtg  4056'22,72"=8,93665l0=Iog«ü4'»57'30,82"=logsin-Va. 
Da  nun  alle  Hilfmviokel  bekannt  sind,  schreibe  man  treiter : 

logcos»45o  =0,6989700 

+21ngct.82I-2''14'  5,64" =9,9600884 
+  4  log  cos«       32'  1 2,95" = 9,9998475 


log»(f)=! 


9,6589059—10 


logcos=67030'  =9,1^6794 

+ 2  log  cos»45<'  =  9,3979400 

+  4logco8=  2"28'45,41"=9,9967464 


.o.*ef)= 


3,5603668— 10. 


DuTch  die  BerückKiehtigiing  des  vierten  Faktors  in  der  Entwid 
lung  Ton  #(4>)  erbält  man  im  Allgemeinen  den  Zun-acbs : 

In  dem  vorliegenden  Falle,  wo  ^^ö  »nd  «=7  artgeDommen  ii 
hat  man   tp,  =  0,000a35  nnd  desshalb 

J\l&(^)  =  -  0.000  000  001. 

In  dem  andern  Falle,  wo  i^j^re  — «  und  «— r  's'j  findet  mal 
annabernd  j^^zr^Z^"  oder,  in  Tbeilen  des  Balbmessers  I  auegn 
drflckt,  i)'a  =  0,00016.     Man  erhält  desshalb  den  Zuwachs;  ' 

dil^i'^)  =  —  0,000  000  03 ; 

und  man  sieht,  dass  durch  die  drei  ersten  Faktoren  der  Enttfid 
lung  ^{■<\i)   hier  immer  noch  die  sieben  ersten  Dezimalstellen    defll 
Werlhes  l/$(t^}  genau  berechnet  werden.    Uie  Convergenz   dei 


der  elllplischen  Integral«. 


Reihe  ist  aber  am  schwächsten,  wenn  i^=:w  —  u 

rBBs  rdgl,  das8  man  in  jedem  andern  Falle  eine 
igfeeit  erzielen  wfirde,  ats  die  zuletzt  ernfihnte. 


[rüesere  Genau  - 


_  §.  15. 

Man  flihre  nun  die  Bezeichnungen  H{x,y)  und  K(x,y)  in  die 
Gleichung  etu,  welche  in  dem  g.  lU.  für  die  Reduktion  der  Para- 
meter anfgestelll  norden  ist.    Dieselbe  zeigt  sich  dann  in  der  Form : 

16.  Ü(x.y)-K(j:,s) 

_     sin2it!.V  l~x'-\-sin2ip.V  1— ff'  "' 

~'  sin'A/).Vr^"ä^»--«in25J.V^r^ä" 

Man  wird  sich  derselben  zur  Bestimniuntr  von  H(j:,t/)  bedienen, 
wenn  die  Amplitude  und   der  Parameter  gleichartig  sind. 

dieselben  ungleichartig  sind,  so  t 
man  hat  die  Gleichung; 


:n letzt    genannten    Fall   die    GrOsSe 


coBqi 

'    COSI^' 


Daraus    wird   man    fflr   den 
Kix,  y)    bestimmen. 


f 


Für  den  Fall,  dass  die  Amplitude  und  der  Parameter  gleich- 
id,  hat  man  in  dem  g.  13.  die  beiden  Gleichungen  T 


-V-l..(a).F{*) 


I, 


I  bestim- 


aufgestelit.     Um  die  Funktionen  K(x,  0)  und  K{x,  -^  t 

raen,  wenn  die  Amplitude  und  der  Parameter  ungleichartig  sind, 
bringe  man  die  Gleichung  17.  in  Verbindung  mit  den  in  dem  §.  11. 
gegebenen  Gleichungen  S.  und  11.  Man  gelangt  so  wieder  zu 
denselben  Ausdrucken,  wie  sie  durch  die  Gleichungen  12,  nnd  14. 
gegeben  eiad.     Daraus  folgt,  dass  diese  beiden  Gleichungen  rich^^ 

tig  bleiben   für  alle  Werthe  x,  welche  zwischen  0  und  -  liegeib  ' 
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Man  setze  die  Werthe  H(x,y)  und  K{x,y),  wies 
Gleichungen  III.  und  IV.  hervorgelien,   in  die  Gleichung  17.    einS 
Dies    fiilirt  zu  der  Beziehung,    «eiche  zwischen   den  Punktionei 


]8. 


besteht. 


gfg  +  r)  ^-^  cosy 


»/(^P.  V))- 


Die  gcbrüiichliche  Form  für  das  elliptische  Integral  der  i 
len    Art   ist: 

Zur  Bestimmung  von  E(^;/)  hat  man  die  (ilcichung: 


E{y)  +  G(y) : 


VCl-S^jd-e^') 


Man  setze  den  Werth  G{y)  aas  II.  ein,   und  man  behält: 


£(J)- 


,s  .£(.)  F(j,)  =  — -^  («.♦  -  »)).. 


Für  deD  Fall  y  =  -  findet  iiiaü  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  9.; 

20.  £Q-co»«{wr(y=-V^..W. 

Die  auf  der   rechten  Seite   der  Gleichung  19.  stehenden    Glieder  J 

gehen  den  Werth   j;i    wenn  y  =  0  ist.     Aus  diesem  Grunde 

net  sich  dieselbe  nicht  wohl  zur  Berechnung  von  E{y),  wenn  die  | 
Amplitude  der  Null  nahe  kommt.  Diesem  Uebelstande  läset  Bich'l 
aber  abhelfen.  Durch  die  Verhindong  der  Gleichungen  12.  und  IB-J 
nachdem  man  in  der  letzteren  ^  =  0  gesetzt  hat,   entstehti 


worin  a:'<l  gedacht  werden  muss,    IVIan  benutze  dies,  nm  H{it, 
durch  die  Funktion  £(7)  auszudrücken.    Unter  der  Voraussetzung 
a;'<l  ist  bekanntlich  auch: 
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o 

Man  «etze   abkürzend    | ^2 "2^^  ^o*>    ""^  "™^"  UaLnn  dies  dann 

in  der  folgenden  Form  anschreiben : 

B(x.  0)  +  Hixo,  0)  =  ^  F(0). 

Indem   man  nun  an  die  Stelle  von  H  die  Fanbtion  ^  einführt, 
erhält  man : 


wi7  ^O  SCilfQ 

worin  sin  90 =60:0  ist.  Zur  Bestimmung  von  Xq  besteht  dann  auch 
die  Gleichung  cos 97 cos 9^0  =  <^<>^ <^*    ^^^  erhält  weiter: 

^^""^\cos t^  -  £(t)) -  ^^"^^'  OM^o) V) 

^cosa  i 

Die  Gleichung  znr  Bestimmang  von  E(ff)  geht  demnach  fiber  in : 

21.  E(y)-eosamF(9)  =  :^^^mo)-—rJ' 

worin  cos  i|/  cos  %  =  cos  a  ist.  Mau  wird  davon  Gebrauch  machen, 
wenn  y  nahe  bei  Null  liegt.  Insbesondere  findet  man  daraus  den 
Werth  : 

22.  JE(0)  =  cos  at(a) .  F(0). 

Derselbe  Umstand  kommt  in  Betracht  bei  der  Berechnung  des 
elliptischen  Integrals  der  dritten  Art.  Schreibt  man  dasselbe  in 
der  Form : 

SO   hat  man  zur  Bestimmung  von   /)(^5  y)  die  Gleichung 

ö(^,  y)-H(x,  y)  +  ^^'  ~^^J'  ~''''^'^-F(y)  =0. 
Mao  setze  den  Werth  H(x,y)  aus  III.  ein,   und  man  behält: 
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yj.  ß(:r.ff)  +  ~ 


-{cosv-Jt?»))' 


=  V— I.t)(v,  V). 


Wenn  abera;  nahe  bei  Null  liegt,  so  bediene  man  sieb  der  Gleicbanß: 

V  I— a;'  cos^Pu 

worin  qio  durch  die  Gleichung  cosiftco8tpf,=ccisa  gegeben  ist 
Schreibt  man  das  elliptische  Integral  der  dritten  Art  in  der  Fnri 

1— e*^* 
worin  wieder  P  =  7T'__    a\  «  '^*'  ®'*  ''"*  '"^''  ^'^  Gleichung:     ' 

C(.r,  j)_ K(«.  j)  +  VC-^')(1-.-^-) . „^, ^ „_ 


Setzt  man  den  Werth  K{x,y)  aus  IV.  « 


1  geht  dies  über 


Wenn  a;  nahe  bei  Null  liegt,  so  gebrauche  man  die  Gleichung: 

Um    aber  in    allen   Fällen    einen   brauchbaren    Ausdruck   för 
Funktionen    C{,x,y)  und   D{x,y)    zu   erhalten,    bringe  man 
Gleichungen  23.,  24.,  25.,  26.  in  Verbindung  mit  den  beiden  I 
genden: 

_  sin ail-  V  r^^  +  sin 2aj  V  F— ^ 

8in2v  V  1— a:»— sin2(ji  V  1— y* 

28.  r(ar,y)— 0(a:,  j)  =  — V^arctgt^^^, 


worin  wie  oben  —  V^  T^^^^^'  gesetzt  worden  ist.  Aus  li 
ersteren  bestimme  man  D(x,y),  wenn  x  und  y  gleichartig,  a 
der  anderen  Gleichung  C{x,y),  wenn  x  und  y  ungleichartig  sii 


der  elUpUschen  Integrale. 


■  I)ie  Winkel  a  und  t,  »'eiche  aus  <len  Gleichungen 

(gr  =  ts«  >^{^«-l)(y«-l) 

(vergl.  §.  13.)  sich  er$;eben,  stehen  in  naher  Beziehung  xu  der  Addition 
der  elliptischen  Integrale,  ilereti  Amplituden  x  unil  y  »mA.  In  der 
That  hat  niun,  wenn  sin  (c -J- t)  =:  c m  und  8in(ij  —  t)  =  ec  gesetzt 
wird,  Ulir  die  Addition  der  elliptischen  Integrale  der  ersten  Art 
die  beiden  Gleichungen : 

V.  f(a)  +  /l(y)  =  F(«), 

VI.  F(a:)  -  F(y)  =  F(B). 

Uie  Grösse  F  hat   hier  dieselbe  Bedeutung 
Amplituden  x  und 
l 


A'ie   bisher,    so  dass 
ischen  0  und  I ,    als 


igennmmen  werden  kennen.     Doch  wird 


aach  zH'ischen  1 

man  sich  darauf  beschränken,  dieselben  gleichartig,  d.h.  beide 
entweder  <;  1  oder  beide  >1  anzunehmen,  damit  die  ueuen  Am- 
plituden u  und  c  reell  ausfallen.  Diese  sind  dann  selbst  jedes- 
mal gleichartig  mit  x  und  ^  (vergl.  §.  1.3.).  Doch  ist  zu  bemerken, 
dass  die  letztere  Gleichung  nur  dann  richtig  ist,  wenn  y  nfiher 
bei  I  gedacht  wird  als  x,  so  dass  also  y'>x,  wenn  beide  <1, 
und  y  <,x,   wenn  beide  >  I  angenommen  sind. 

Es  ist  schon  in  dem  §.  13.  erwfihnt  worden,  dass  der  Unter- 
schied  a — x  stets  zwischen  0  und  ,y    liege.      Die    Summe    o-f-t 

aber,  und  desshalb  auch  u,  l^llt  negatir  aus,  wenn  cos^icosv 
>  coso:.  Es  versteht  sieh,  dass  dann  das  Integral  F(u)  gleich- 
bedeutend ist  mit  2F(0)  — F(— «).  Es  bedarf  aber  einer  beson- 
deren Erwühnung,   wenn    ij-|<t  über    z^  hinauswächst,  oder  wenn 

(■M:=sin{e  +  T)  sein  (Irüsstes  überschritten  bat  und  wieder  ab- 
nimmt, dass  dann  das  Integral  F(h)  selbst  fortwährend  im  Zuneh- 
men gedacht  werden  niuss.  Man  hat  dann  F(,u)  =  1¥(-\^F(ua) 
zu  setzen,  wo  eu„  die  Bedeutung  von  sin(ii  — ff— i)  hat.  Der 
Fall  tritt  ein,    wenn  sin(p8inv>  sin«  ist. 

Für   die   Addition  der  elliptischen    Integrale    der  ziveiten  Art 
bat  man  die  beiden  Gleichungen  : 
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VII.     £;(.T)+E(ff)=E(M)-s'n«lg«^^Cl-^')Cl-S')tI-»'). 


VIII.   £(a;)-£(är)=£(t>)+BinotgBV(I-a;^)(I-j/'')(I-B')- 

In  der  letzteren  Gleichung   musa  wieiler  y  näher  hei  J    angenom- 
men   werden    als  x.      Kernet   gilt    hier  üher   die   Bedeutuog    '    " 

E(«),  ^  \ 

Über  die  Bedeutung  Ton\i^(«)' 


Die  Reihenentwicklungen,    auf  welche  in  dem  BlsherigeD  < 
elliptischen  Integrale  zurückgeführt  forden  sind,    dienen   zur 
rechnuug   von    noch    anderen    irrationjAlen    Integralformen.      Eio« 
sehr  einfachen  Ausdruck  erhält  man  für  das  hestimmte  Integrd. 


/' 


,1- 


-(I-a^^jeV 


■^y 


Vi  — e» 


V{T- 


,d  ^  vorstellt. 


M(xu 


worin  x  irgend   einen  VVertfa  zwischen  0  i 

man  ex-:=amif,   so  ist:  . 

IX.  M(x)=-F^).l%{fp).  * 

Man    schreibe    \  —  e^x^  —  {\  —  x'^)e^y^=i}.—x^e^\i,p—^^y-< 

i  ist  p=  ,!~l^^a     offenbar     ein    Werth,     «elc^er     entweder 


"(>- 


:')e' 


zwischen 
□un  an  dl 
-  liegt,  s 


—  t»  und  0  < 
>  Stelle  von 
I  schreibe  ni 


r  zwischen    ^    und    + 1»  ^^egt-      Wenn 
ein  Werth  tritt,  welcher  zwischen  0  uns  1 
das  heslimmte  Integral  in  der^S"'^  J  ^ 
liex^—es')ds 


=  iV(a:), 


worin  x  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  vorhin,  aber  /(x^ — ■[ 
gleichbedeutend  mit  »/(a;*  — j'')*  gedacht  werden  musr 
hält  dann  die  Gleichung ; 

N(x)  =  F(0)J&[^)~iF(x)  +  J  V=7/^'). 

Ferner  ist  t  =  0  zu  setzen,   wi 
.    wenn  ;r>l  gedacht  wird. 


die 

I 


X. 


Darin  ist  wieder  Bio<p  =  ea:. 
x<,l;   dagegen  (=2 *^~T^ 


1 
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Mit  Hilfe  der  Gleichungen  IX.  und  X.  ist  man  Im  Stande,  den 
Werth  ^(-n)  durch  die  Funktion  £  auszudrücken.     Denn  es  ist: 


¥ 


und 


W  J;    •V(i-ya)(i-cV)  ^^y 


Durch  die  Subtraktion  entsteht: 


Mit  Röcksicht  auf  die  Werthe  JF1(0)  und  F^>^  des  §.6.  geht  dies 


über    in : 


^jizicota.tg^,    worin  sinQ)  =  e — r-^. 

Einen  etwas  weniger  einfachen  Ausdruck  erhält  man  zur  Be- 
rechnung des  bestimmten  Integrals ,  wenn  in  den  beiden  obigen 
Integralformen  an  die  Steile  der  Integratiousgrenzeo  0  und  1  die 

Grenzen  —  und  1  treten.     Setzt  man  zunächst: 

e 

r '  ,.l-e'a;«-(l-jr«)eV  d^ 


so  hat  man  jedenfalls  die  Gleichung: 

XI.  ^iW  =  F0)./^((p)-^^6(a)F«(a:), 

■  .  I 

.   mag  nun  x  zwischen  0  und  1  oder  zwischen  I  und  —liegen.  Da- 

^egen  erhält  man  zwei  verschiedene  Ausdrücke  Niias),  je  nach 
dem  X  <  oder  >1  gedacht  wird,  wenn  man 


/ 


'V(l-y«)(l-e«y«)         ^^  ' 


e 
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acbreibt.     Denn  man  hat  die  Gleichung; 

worin  diesmal   i=0  zu  setzen  ist,  wenn  ^!>  1,   uml  i^g V~ — IJ 
wenn  a:<,\  angenommen  wird. 

Endlich  kann  man  auch  das  Üoppelinte!;ral 


Uf) 


durch  die  Funktionen   c,  f,  #  ausdrücken.    Man  liiidet  die  Glei-;fl 
chang : 

9M' 


xm. 


iW- 


.«K«)^(s)  = 


worin  wieder  aintp^ep  und  aiDo:  =  e   gesetzt   worden   ist.     Diel 
Gleichung  bleibt   richtig   für  alle  Werthe  i/,    welche  zwischen  0  I 

-  liegen;   oder  fQr  alle  v  zwischen  0  und   ^ - 

Man  differentiire  die  Gleichung  XIII.   noch  g,   und  multiplizire  I 
alsdann  mit  V { 1  — j*)  (1  —  e*i/*).    Man  erhält: 


.  IG.    Uies  fahrt  J 


30. 


£(y)  -  cos  o£(b)  F(;/)  =  e  VT^y«. 

Man  vergleiche  dies  mit   der  Gleichung  19. 
auf  die  Iteziehung: 

^'(y)  _  cosy  — gCy.) 

*(v)  sin^ 

DiffeTontiitt  man  auch   die  Gleichungen  IX.,  X.,  X].,  XII.  nach  f 
a:  nnd  nimmt  man  dabei  Rücksicht  auf  die  so  eben  aufgefundeni 
Beziehung  30.,  so  ergeben  sich  die  bestimmten  Integrale  C(,x,  0),  I 

D(x,ff),    C{x,  — ),   D{x,  — )    libereinslimmend    mit    den    in    dei 

§§.  15.  and  16.  aufgestellten  Resultaten. 


Die  Reihenentwicklungen  von  f(v).  f(v)i  ^(V')i  ^(fi  v)  ent-^ 
halten  nur  trigonometrische  Funktionen  der  Winkel  i^n  und  ^;l 
es  kommen  nur   die  trigonometrischen   Funktionen   coetpa,   cosVinJ 


der  ellipliselien  liiuurale. 


cos* ij"  darin  vor.     Die  aul'  einander  t'olgendeu  Winkel   i 
bestimmen  sich  durch  die  beiden  Gleichungen ; 


sin  v«+i  =  tg .,- .  Ig  Y  und  e 


x.4-i  =  tsä7 


^^!e  Zählenrechnung  icann  mit  Hilfe  der  logarilhmiscb  trigonome- 
trischen Tal'eln  durchgeführt  werden.  Es  ist  aber  im  Grunde 
zwecklos,  die  Winkel  rpa  unil  Vn  selbal  zu  kennen;  und  nur  die 
der  iogarithmiisch  trigono  metrischen  Tafel  ei  gen  th  Cm  liehe  Einrich- 
tung tragt  die  Schuld,  nenn  man  bei  der  Bestimmung  der  in  den 
Reibenentnicklungen  vorkommenden  trigonometrischen  Funktionen 
die  Vermittlung  dieser  Winkel  nicht  entbehren  kann.  Die  Zäh- 
lenrechnung wfire  wesentlich  vereinlacht  durch  den  Gebrauch  einer 
anderen  Tafel,  welche  so  eingerichtet  ist,  dass  man  Iflr  einen 
gegebenen    Werlh    logatn  v'    die    Eugehitrigen    Werlhc    IngcoHv, 

logcosö^  und    logtgi)   unmittelbar  aufschlagen  kann. 

Ein  anderer  Missstand,  welchen  hier  der  Gebrauch  der  loga- 
rithmiscb  trigonometrischen  Tafel   mit  sich  bringt,    besteht  darin, 

dass  man,  wenu  v  bekannt  ist,  die  Werthe  logcosg   und  logtgs^ 

etwa  auf  sieben  Uezimalstellen  genau  abliest;   wahrend  dann  aber 

die  daraus  abgeleiteten  Werthe  logcos*^-  und  loglg^s-  wegen  der 

vorzunehmenden  Verdoppelung,  und  aus  einem  ähnlichen  Grunde 
auch  der  Werth  logsin^i.  in  der  siebenten  Dezimalstelle  unzu- 
verlässig sind.  Auch  dies  wSre  beseitigt,  wenn  man  zu  dem  ge- 
gebenen Werthe  lugsiu  v  sogleich  die  zugehörigen  Werthe 
logcos^  nnd  logtg^  aufschlagen  kCnnle. 


I 

I      ÄiT 


Man  wilrde  sich  also  vortheilhafterder  folgenden  Tafel  bedie 


I  logsin^  I  logci 


logcos!^    loStgä^- 


welche  in  der  ersten  Vertikalreihe  die  gegebenen  Zahlenwerihe 
und  in  den  drei  andern  Vertikalreiheii  die  abzulesenden  Zablen- 
Wjprthe   enthält, 

|t  Mannheim  im  August  I8(H). 


Weiter:    Zur  IniegralUm 


Zur  Integration  der  lineareo  DifferentialgleichungeD. 


Hetni  Docior  A.  fVetler, 

LeKrer    der  Malheinntlb    an    der    hüli'-ren  Bürgerarliulc    zu    Uanohn 


Cm   der  linearen  Differentialgleichung 

<ä-")j0+«'-"-%+<^)|+"S==o 

I  geoügen,  scbreiht  man  bekanntlich  das  bestimmte  Integral 

'  (b— l)»-''-».i!=-"(p-y)''rfp 


~-r 


an.     Man  findet,  dass  man  als  Integrationsgrenzen  r^  und  c>,  irgeo« 
ziiei    voD    den    WcrIIien    ),  0,  y,  +»   gebrauchen  kann.      Docti 
genügt    das   vorliegende    bestimmte    Integral   nur    unter    genissev 
Bedingungen  der  Differentialgleichung.     Jeder  von  den  angegcbe* 
neu  Grenzwertben  v  stellt  für  sich   eine  bestimmte   Anfordei 
an  die  Bedeutung  der  Buchstaben  a,  b,  c.     Die  Grenze  p:=l 
nur  dann   zulassig,    "enn    Ä  —  c  >  0,    die   Grenze   p=;0,    we- 
c—a  +  l>0  ist;    die  Grenze  v  =  y  verlangt,  dass  n-f  l>0.  ui 
die  Grenzen  v^^  +  f^  endlich,    dass  6<0  sei. 

Zur  Darstellung  des  allgemeinen  Integrals  der  linearen  Diffft 
rentialgteic;hung  sind  zwei  verschiedene  Funktionen  von  i^  erfov 
derlicb,  welche,  anstatt  z  in  die  Differentialgleichung  eingeseti^ 
derselben  Genüge  leisten.  Die  CoerPisienten  a,  b,  c  können  aila 
dinge  so  beschaffen  sein,  dass  das  oben  angegebene  bestimmtt 
Integral  mehr  als  zivei  fon  den  genannten  Grenswerlhen  zuiac 
und  in  Folge  davon  zwei  derartige  Funktionen  von  ^  liefert.  Weoi 
dies  aber  nicht  der  Fall  ist,  so  entsteht  die  Frage,  wie  man  aib 
ders  zu  diesen  Funktionen  gelangen  könne. 

In  einer  Abhandlung  über  lineare  Differentialgleichungen,  weicht 
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in  dem  Slsten  Bande  des  Crelle'schen  Journals  abgedruckt 
ist,  babe  i<:h  ^[ezeigt,  uas  meines  Wissens  vorber  noch  Nieiuand 
beachtet  hatte,  dasn  das  bestiniinte  Integral 


-r 


■-("-»)-. 


unter  allen  Umständen  ausreichend  ist  zur  Darstellung  der  beidei 
vorhin  verlangten  Funktionen  von  y,  auch  dann,  ivenn  die  oben 
erwähnten  Bedingungen  unerfüllt  sind. 

Ich  denke  mir,  um  dies  oachKuweisen,  die  bestimmte  Inte- 
gration für  den  Fall,  dass  die  oben  verlangten  Bedingungen  er- 
füllt sind,  in  irgend  einer  Reihenentwicklung  ausgeführt.  Es  steht 
fest,  dass  diese  Reihenentwicklung  unter  der  genannten  Voraus- 
setzung der  Differentialgleichung  genügt,  und  als  deren  Integral 
betrachtet  werden  darf,  su  lange  sie  nicht  aurhört,  konvergent  zu 
sein.  Ich  behaupte  aber,  dass  dieselbe  Reihenentwicklung  auch 
dann  ein  Integral  der  vorliegenden  Differentialgleichung  ist,  wenn 
die  Bedingungen,  unter  vcelcben  sie  aus  dem  obigen  bestimmten 
Integral  abgeleitet  vcorden  ist,  nicht  mehr  erfüllt  sind,  so  dass 
also  das  Fortbestehn  der  Convergenz  die  einzige  Anforderung  ist. 

Betrachte  man  beispielsweise  das  bestimmte  Integral: 


m 


=/'  <-'^ 


■•■(p— y)odp. 


Dasselbe  genfigt  der  Differentialgleichung,  wenn  b — c^Q  und 
wenn  zugleich  6  <0  ist.  Die  bestimmte  Integration  lässt  sich 
leicht  ausführen,  nachdem  man  den  Faktor  (t — y)'  nach  steigen- 
den Potenzen  von  y  entwickelt  hat.     Man  erhält  alsdann: 


-r 


(„_1)S— !.(„._  „.>-l»  +<,(a_l)B.- 


1— -'»--•fi 


_„(„_1)(„_S),.-..  J—^.  ....)rf,. 

Man  wende  auf  die  einzelnen  Glieder  der  Reihe  die    tbeilwelse 
Integration  an  und  gebrauche  dcKshalb  die  Gleichung: 

J=(6-n)(i.-l)'-'-'.p--"di>-(c-n)(t— I)*-"-i.B'^-irfti, 
'worin  n  als  positive   ganze  Zahl   aufzufassen  ist,     Durch  die  be- 
stimmte Integration  zwischen  den  Grencen  0  =  1  und   (i=ce  ent- 
steht daraus  die  Gleichung: 


■VI 


/•<- 


W'eHer :     Xur  Inle^ralion 


c~n  J 


Doch  ist  dies  nur  »a  taijc>e  richtig,  ah  die  heiden  BeHingungi 
6  — cNO  und  6-<,0  fortbesfeheii ,  da  nur  dann  das  algebraisch 
Glied  (v-^lf-'o'-»  sowohl  för  c=l.  als  auch  liir  b  =  ob 
schirindet.  Nachdem  man  die  Gleichung  wiederholt  in  Anwei 
düng  gebracht  hat  bis  endlich  w=0  gewordetj.  findet  man  in  J« 
Reihenentwicklung  den  gemeinsamen,  von  y  iiuabhängigen  Faktd 
/        (c  -  l)*--:-!  pcrf«.     Da  man  jeden  Faktor  der  Art  in  dem  I 

tegral  ausser  Acht  lassen  kann ,  an  xeigt  sich  dasselbe  in  d«r  Fori 

'-'       c    1  "^   c'         c-l  1.2 

;,  ,  oft  ia-~\)(b^l}    (a-2)(6-2)  _3,»_ 

c        c— 1  c— 2       ■1.2.3'*'"' 

Da  dieselbe  der  Differentialgleichung  für  alle  möglichen  Wertl 
b  genügt,  welche  <0  sind,  so  lol^t  nothwendig,  nachdem  mai 
dieselbe  au  die  Stelle  von  :  eingesetzt  hat,  dass  dann  der  g 
meinsame  Faktor  jeder  einzelnen  Potenz  von  h  in  der  so  uiug< 
wandelten  Differentialgleichung  für  sich  verschwindet.  Wenn  abi 
dies  zutrifft,  so  verstellt  es  sich,  dass  die  Reihe  auch  dann  g< 
oügt,   wenn  6>0  ist. 

Wenn  nun  auch  die  vorliegende  Reihe  als  Integral  der  Dif 
leren tialgleichung  ihre  Bedeutung  verliert,  so  bald  sie  aufhürt  Iiodt 
vergent  zu  sein,  so  ist  doch  leicht  zu  sehen,  dass  die  Bedingun* 
gen  der  Convergenz  mit  den  obigen  Bedingungen  b — c^O  ' 
6<0.  welche  der  Entwicklung  zum  Grunde  liegen.  Nichts  zij 
schaffen  haben.  Geht  ja  doch  die  Reihe  in  einen  geschlossenen 
Ausdruck  über,  für  6=0,  b  =  \,  6==2,  u.  s.  w.,  welche  Werthe 
offenbar  der  Bedingung  6<0  widersprechen. 

Wollte  man  annehmen,  dass  die  oben  erwähnten  Bedingung^i 
nicht  erfüllt  seien,  wahrend  man  die  bestimmte  Integralion  aua^ 
iiibrt,  so  würde  man  allerdings  eine  Reihenentwicklung  erhaiteo, 
welche  der  Differentialgleichung  nicht  genügt.  Aber  man  sieht 
nun  ein,  dass  man  dennoch  im  Stande  i»t,  aus  der  Form 


.=/••  ,.-1,.- 


•  ('-!)•  dt 


Differeiitialgleicbun):  abzuleiten.    E»  komnil  nur 


w 
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darauf  an,  dass  die  bestimmte  Integratioo  in  der  Weise  durchge- 
führt werde,  wie  wenn  die  vorgeschriebene»  Bedingungen  irirk- 
lieh  erfüllt  wären,  da  dann  nach  vollzogener  Integration  diese 
Be8chränktingen  binwegfallen  und  das  Resultat  auch  für  alle  an- 
dere» Werthe  der  Buchstaben  a,  b,  c  richtig  bleibt.  Insofern 
bei  der  bestimmten  Intejisratioti  die  Form  der  eutsteheiideu  ReibeD- 
eutK'ickliing  nicht  vor£;e  seh  rieben  ist,  sondern  es  freisteht,  dit^  - 
selbe  jedesmal  sn  zu  wählen,  daes  sie  l'ür  die  vorknmniendM|  | 
Werthe  a,  b,  c,  y  Cnnvergenz  hat,  ist  man  berechtigt  zu  dsi; 
Behauptung,  das  obige  bestimmte  Integral  sei  unter  allen  Um- 
ständen ausreichend  zur  Darstellung  der  beiden  Integrale. 

Wenn  mnn  dieser  Uarstellungsweise  der  Integrale  einen  Vor- 
wurf zu  machen  hätte,  so  wäre  es  der  Umstand,  dass  die  be- 
stimmte Integration,  sobald  die  obigen  Bedingungen  nicht  erfüllt 
sind,  fJir  die  allgemeine  Bedeutung  der  Buchstaben  a,  b,  c  dnrch- 
gefflbrt  werden  muss,  und  alsdann  erst  die  in  der  vorliegenden 
Aufgabe  vorkommenden  Werthe  n,  6,  e  eingeseift  werden  kön- 
nen. Denn  wenn  man  den  Fall  setzt,  dass  der  linearen  Differen- 
tialgleichung etwa  durch  andere  bestimmte  Integrale  Genflge  ge- 
schehe, worin  noch  vor  der  Ausführung  der  be.«timmten  lufegratioa 
die  vorliegenden  Werlhe  a,  b,  c  sogleich  in  Anwendung  kommen 
dürfen,  so  kiinnte  man  sich  dann  vielleicht  gewisser  VortbeiLe 
bedienen,  welche  bei  der  Berechnung  des  bestimmten  Integrals  | 
an  bestimmte  Zahlennerthe  a,  6,  c  geknüpft  sind.  Ich  beab^^l 
sichtige  aber  jetzt  zu  zeigen,  dass  man  aus  derselben  Form 


=/"' 


(t,-l')i-:-i.r"'.(v-y)^, 


jedesmal  andere  bestimmte  Integrale   ableitet,   welche  die  zuletzt 
erwähnte  Eigenschaft  besitzen. 

Ich  nehme  desshaib  zunächst  an,  dasa  die  Bedingung  &<0 
erfüllt,  dass  also  eine  der  beiden  Grenzen  c:=±o=  anwendbar 
sei.  Die  bestimmte  Integration  muss  dann  der  vorhin  gegebenen 
Vorschrift  gemäss  io  der  Art  durchgeführt  werden,  nie  wenn  noch 
eineder  drei  andern  Bedingungen  6— c>0,  c-h  +  I>0,  a  +  I>0 
bestände,  je  nachdem  die  zweite  Integralionsgrenze  e  die  Werthe 
I,  0,  y  annimmt.    Hat  man  das  bestimmte  Integral 


■=/" 


(„_|)&-.-l.eC-Ofp_y),.dB, 


SO  lässt  sich  dasselbe,  indem  man  nmal  nach  einander  Iheilweise 
integrirt,  auch  also  anschreiben: 


Zur  InlegrnUon 


-y"^'" 


(/p" 


Denn  alle  übrigen,  durch  die  tlieilweise  Inte^rutii 
Glieder  treten  aus  dem  Inte^raliceicheii  heraus  un 
als  algebraische  Funhiionen  sonohl  für  c^],  als  auch  füi 
da  bei  der  Integralion  die  beiden  Bedingungen  Ä<0  nnd  fi— c>0 
festgehalten  werden  müssen.  Gesetzt  nun  aber,  die  letslere  Be- 
dingung 6— c>0  sei  nicht  erfiillt,    und  die  Zahl  n  sei  von  der 

Art,  dassauch  b—  c-^-n-^ii.  Man  tvird  sich  dann  leicht  daron  üliei 
seugen,  dass  die  Reihenentwicklung,  welche  unter  diesen  Cn 
ständen  durch  die  bestimmte  Integration  etwa  auf  dem  oben  ver- 
folgten Wege  aus  der  letzteren  Integralform  erzielt  wird ,  ,vc 
derjenigen  verschieden  ist,  welche  unter  der  Voraussetzung,  dai 
b — c^O  sei,  daraus  hervorgeht,  und  dass  sie  daun  der  Dif 
ferentialgleichung  nicht  genügt.  Wenn  aber  n  so  gross  gedai 
wird,  dase  fi  — c-|-n>0  ist,  so  findet  sich  iii  beiden  Fällen  eil 
und  dieselbe  Reihenentwicklung.  Daraus  schliessl  man,  dass 
der  neuen  F 


um  der  linearen  Differentialgleichung  zu  genügen,  auch  dann,  wem 
A— c<0,  die  vorliegenden  Werthe  b  und  c  sogleich  eingeseti 
werden  dürfen,  bevor  noch  die  bestimmte  hitegralion  ausgefühi 
ist.  Die  Zahl  nniuss  dabei  nur  so  gewählt  sein,  dass  6— C'|-n>0  ist. 
In  derselben  Weise  wird  das  bestimmte  Integral 


=/" 


.1).-, 


-(•-»)•< 


worin  a  +  1  >  0  gedacht  «erden  muss,  auf  eine  andere  Form 


-r 


zarüc  lege  führt,  wo  nun  jene  Bedi 
angenommen  wird. 

Ferner  wird  das  bestimmte  Integral 


wegfällt,  sobald  n4^n-|-l>0 


=/"<-"'- 


-Ipc-nfi,  —  j)o, 
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J  dt^ 

— « 

worin   c  —  a  +  n  +  J>0   gedacht  werden  muss. 

Ich  bin  vorhin  von  der  Annahme  ausgegangen^  daas  die  Inte- 
grationsgrenzen v  =  ±Qo  zulässig  seien.  Wenn  dies  nicht  der  Fall 
ist,  so  kann  man  das  bestimmte  Integral  durch  die  Einfuhrung 
einer  neuen  Veränderlichen  doch  jedesmal  in  eine  andere  ähnliche 
Form  umwandeln,  worin  die  Integrationsgrenzen  «=:J:Qo  zuläs- 
sig sind.  Man  bemerke  nur,  dass  von  den  vier  Bedingungen 
b  —V? >0,  c— a  +  l>0,  a  +  l>0,  6<0  jedenfalls  eine  besteht. 
Denn  wenn  keine  der  drei  ersten  erfüllt  ist,  so  ist  es  die  letzte, 
was  die  Addition  der  drei  übrigen  zeigt. 

Wenn  nun   b  —  c>0  ist,    was   die  Grenze  !7=1   liefert,    so 

setze  man  v — 1  = r,  und  pian  erhält  die  neue  Form: 

u-—  I 

worin  anstatt  der  Grenzwerthe  t?  =  l,   u=0,   v=y,  f?  =  4:Qo  die 
neuen  ^=4:00,  u=y,  tt  =  0,  u=:l  in  Anwendung  kommen. 

Hat  man  a — c*f  1>0,  und  dessbalb  die  Grenze  f7=:0,  so 

setze  man  t?  =— ,   und  man  erhält  die  neue  Form: 

u 

(U  — y)ft-c-l .  tt-*-l .  (t<  —  1)«  rfw  , 

WO  nun   anstatt  v=I,  «  =  0,  v=y,   t7  =  J;^0D  die  Grenzwerthe 
u'=zy,  2£=:±Qo,  2£  =  1,  2e=:0  einzufahren  sind. 

Hat  man  endlich  a  +  l^O  und  desshalb  die  Grenze  o=^,  so 

setze  man  ©  — v=^ •    Es  findet  sich  die  neue  Form: 


u, 


Darin  hat  man  anstatt  v=l,  o:=0,  v=:y,  v^=24:<X)  zu  setzen: 


44Ö  H'flier  •  Zur  Ijiieprat/im  aer  linearen  Uilferenllalgleicliunoen. 

Ich  habe  bierdurcb  gezeit^,   Tvie  man  sns  der  Form : 

^  =  f''   (r-l)»-'^Vcr-(i'-»)"'fo 

iii  allen  Fällen  andere  he^timmte  Integrale  ableitet,  welche  Ata 
Differenlinlgleicbiing  genO^en  und  zugleich  die  rorhin  erivabnte  ^ 
Eigenscbafl  besitzen,  tvornach  die  Buchstaben  a,  b,  c,  bevor  nocfa 
die  besltmmte  Integration  ansgeriihrt  ist,  alle  möglichen  Zahlen- 
werthe  annehmen  dürfen.  Dieselben  Integral  formen  hat  Ja 
auf  einem  undern  Wege  dargestellt,  in  einer  Abhandlung,  mitg«» 
tbeilt  durch  Herrn  E.  Heine,  in  Hern  Sösten  Hände  des  CreU 
le'schen  Journals.  Jacobi  bat  dieselben  aus  bestimmten  Dop^ 
peltnlegralen  abgeleitet,  welche  der  linearen  Lliffereiitlalgleicbin^ 
genügen.  Da  die  gegeonärtige  Notiz  nur  andere  AufsätEe  siefl 
bezieht,  welche  in  dem  Crelle'schen  Journal  erschienen  sind, 
iscb,  dass  dieselbe  ebenda  abgedruckt  nerdeb' 
Der  geehrte  Redaifteur  des  Crelle'schen  Jonrnals,  Herr  DrS 
Borchardt,  hat  abergeglanbt,  dieselbe  nicht  auTnebmen  ku  dilrreih 
Zwei  verschiedene  Integrale  der  Differentialgleichung: 

.v^.  +  (.-:.-4;-..=o 

sind  in  allen  Fällen  durch  die  beiden  bestimmten  Integrale 

!*(e — y)^dv    und    z=  /        e-''v''(ti—i/)*dv 


-r 


gegeben.  Dieselben  geuügen  der  Differentialgleichung  unmitlelbarj 
wenn  6  +  I  >  0  und  a  + 1  >  0  ist.  Wenn  die  Bedingung  6+ 1 5 
nicht  eriiillt  ist,  «o  hat  man  das  erstere  bestimmte  Integral  za 
ersetzen  durch  die  Form  : 


==/ 


=^d''\ 


-'(f-y)°> 


dB" 


cH-do, 


worin  aber  die  Zahl  n  so  gewählt  werden  muss,  dass  A-f  n-(-l>0 
i-M.  Wenn  die  Bedingung  ß  +  J>0  nicht  erfiillt  ist,  so  verlierf 
das  zweite  bestimmte  Integral  in  lier  vorstehenden  Form  seine 
Brauchbarkeit.     Man  wird  dann 


=/' 


'••i 


(«-S)"+-* 


a  +  M  +  I  >  0  gedacht  .rird. 


I 


Streklke:    (Jeöer  die  Fläche  des  sphärischen  Vierecks,      447 


XXVII. 

Zusatz  zu  dem  Aufsatze  über  die  Fläche  des  sphäri 
sehen  Vierecks  in  diesem  Theile.    Nr.  XII.    S.  104. 

Von 

Herrn  Director  Professor  Dr.  Strehlke 

zn    Da  DZ  ig. 


Durch  Anwendung  des  sphärischen  Polarviereeks  lässt  sich 
Einiges  in  jenem  Aufsätze  vereinfachen.  In  dem  sphärischen  Vier- 
ecke seien  wieder  die  auf  einander  folgenden  Seiten  a,  b,  c,  d; 
die  von  diesen  eingeschlossenen  Winkel  B,  C>  D,  A;  die  den 
Polen  A,B,  C,  D  entsprechenden  Seiten  des  sphärischen  Polar-^ 
Vierecks  a' ^  ö\  c' ,  d/ \  die  von  denselben  eingeschlossenen  Win- 
kel sind  A'  y  B' 9  C ,  D\  Zerfällt  man  nun  das  Polarviereck 
durch  die  sphärische  Diagonale  AC  in  die  beiden  Dreiecke 
C'D'A'  und  A'C'B,  80  hat  man  aus  dem  ersten: 

cos  A'  C  =  cos  a' .  cos  lü'  +  sin  a' .  sin  d' .  cos  D^ 
=  cos  A .  cos  /> — sin  A^&xnD,  cos  d, 

aus  dem  zweiten: 

cos  A'  C  =  cos  ö' .  cos  c'  +  sin  b' .  sin  c' .  cos  B' 
=  cos^.cosC— siniB.sinCcosft; 

folglich 

(!) 
cos  A .  cos  />-—  cos B, cos  C=:  sin  2I  .sin /> . cos d'^aiuB^sin  C. cos6. 

Durch  Addition  und  Subtraction  von  s\nA,8inD  und   sin i?. sin C 
auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (I)  erhält  man  nach  einander : 
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8ini{Ä+C-^  +  0).8m 

,M+B+C-ß) 

1 

=  8iiM.sinÖ.cos;d«  + 

inß.sinC.sinSfi«. 

(I)l 

^\nUA  +  C+ D—B). s\n 

i(^  +  fl  +  B-C) 

1 

=  BinA,s\nD.ainl,d'^  +  s 

nß..inC.co.i6', 

(3)  ■ 

ein\(B  +  D-A~C).s\n 

l(A  +  B-C-D) 

\ 

=  sin  ^ .  sin  D.  cos  ^rf*  —  amB.  sin  C.  cos  JA', 

(3)     " 

smi(B+C-^  — />).sm 

JM+B+C+ß) 

=  -sin^.sinß.8mirf«  + 

,iiifi.«ii.C..in!J" 

(4) 

Dunh  Multiplication  von  (1)  mit  (2) 

wkd  erbalten ! 

(B) 

. 

sin;(ß  +  C  +  Ö-^).mnU^  +  C  +  i>-ß).Bm;{ß  +  flH 

VA-C 

yc-B 

XamiiA  +  B- 

=  {isin^.BinÖ.sind±4 

,mB.mi,C.tiui)' 

+  a\aA.s\nB.s,uC.s\a 

D.co,i(t±d}', 

durch  Multiplication  von  (3)  und  (4) 

(6) 

»in  ÜB  +  D  —  A—C).ainHAi-  B— 

C-D).,\aUB+C- 

-A—D 

Uf 

X.inJ(^  +  ß+C+On 

H                                =-(isin^.sin/).«inrf± 

..inB.inC.iiiS)' 

^H                                      H-sin^.sinß.sioC.ein 

D.sinl(ft  +  (/)« 

^H                     Ist  das  spfaärJsche  Viereck  in  einen  kleineren  Kreis  de 
^H             beschrieben ,  eo  nird  B  +  D=  A  +  C,  und  man  erhält  aus 
^H            sen  linke  Seite  dann  =0: 

7  Sphtire 
6),  de.- 

^H                                      ;sin^.sini>.Bin<£±;« 

inB..ioC.«in6 
iirÖ.8inl(i±rf). 

^^                                 =Vsin^.8i>ifi.8inC.s 

^H  ,                  Aus  (3)  folgt  für  das  sphärische 

Ereiniereck: 

^H                                 8inJ.sin/>.cos4(/^=sir 

ß..inC.coa;6'; 

0) 

^^H           und  ebenso  durch  Verlanschung   mi 
^^H           Seiten  und  den  anliegenden  Winkeln 

den  beiden  andere 

Gegen. 

^^B                                  sin^.sin£.c(>s.in^:=ein 

0.»inC.co«Je!. 

(8) 

^H             Durch  Division  von  <7}  und  (8)  wird 

erhalten: 

^V            6\nD.cosid^      BinB    cos\b^ 

m 

COSg 

"""5    „ 

COSs 
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nach  der  früheren  Bezeichnung.    Sonach  kann  der  Bruch 

ßsinB  +  ß'smP 

ßsioB—ß'sinD   ^ 
* 
sehr  leicht  ohne  Kennttaiss   der  Ausdrücke  von  sin  B  und  sin  D 

a!ß  +  aß' 
durch  die  Seiten  des  sphärischen  Kreisvierecks,  durch     ,q qi* 

dargestellt  werden. 


Einige  Beiträge   zar  Theorie    der   Bernoulli' sehen 
Zahlen  und  der  Secanten-Coefficienten. 

Von 

Herrn  Doetor   G.  F.  Meyer 

in    Hannover. 


In  seiner  Abhandlung:    ^,Zur  Theorie  der  Euler'schen 
Integrale.    Göttingen  1846'^  bemerkt  Herr  Professor  Stern, 

dassman,  wenn  f^(0)  den  27tten  Differentialquotieoten  von  /*W=^^33| 

für  2=0,  Bn  die  nte  Bernoulli'sche  Zahl  bezeichnet,  mit  HGife 
der  Gleichung 

1.  /^•(0)  =  (-l)— i.Ä„ 

nicht  bloss  die  meisten  bekannten,  sondern  auch  neue  Relationen 
zwischen  den  Bernonlli'schen  Zahlen  mit  nur  geringer  Mühe 
ableiten  könne.  Da  Herr  Professor  Stern  in  der  genannten  Schrift 
dieser  Idee  jedoch  nur  gelegentlich  gedenkt  und  später  nichts 
weiter  über  diesen  Gegenstand  veröffentlicht  hat:    so   habe  ich 


*)  Seite  108.  in  dieaem  Theile. 
Theil  XXXV.  30 


^^w 
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ulli'ac/ien 


versucht,  dieselbe  tveiler  zu  verfolgen.     Und  ich  glaube,  gestflts 
auf  diese  meine  Betrachtungen,    behaupten  zu  diirl'en,    da! 
allen  Methoden,  irelche  man  zurHerleituiig  von  Relationen  zniscbeir 
den  Bernoulli'echen  Zahlen    benutzen    ning,    der  Stern'scbea| 
deT  Vorzug  gebührt.     Ich  darf  daher  wnU   auf  die  Nachsicht  A& 
geehrten   Leser  dieses  Archivs  hoffen,   ivenn  ich  mir  erlaube, 
dem  Folgenden  die  Resultate  meiner  Untersuchung  mitzutheilen-l 


Beweis    der   Gleichung   ^(0)  =  (— l)"-i.ß„   nach    Ste 

Wenngleich  die  Beziehung  I.  eine  längst  bekannte  Wahrbel 
ausdrückt,  so  halten  irir  doch  eine  kurze  Angabe  des  Steril' 
sehen  Beweises  dieser  Gleichung  nicht  für  überflüssig.  Geht  mal 
nämlich  von  der  Beziehung 

''-^^'i'-S  +  l'-f'  +  l'--] 


s»*«- 


oder,  Talls  ivir  dei 


Bequemlichkeit  wegen  x^ 
1) 


,..]  =  - 


r»^~2i^^*--- 


ind  berücksichtigt  man  die  Recursionsforniel 


nA.=^nQn  +  (n-I)a„-i^,  +....  +  «,  A^ 


so  folgt  durch  Anwendung  von  2)  auf  1)  die  Gleichung: 
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Indem  man  nun  jede  Zahl  Bn%  welche  eine  Gleichung  von  der  Form 
1.2.3....2/i„  .1.1.1.       ,      1.2.3....2n 

/>n  —     22m— 1 7c2n     L*    ■   ^%n    ■  32n    "   42fi  +  •—J  —     2^-*  7t^    *  ^ 

I 

befriedigt^  eine  Bernoulli'sche  Zahl  nennt,  gewinnt  man  aus 
4)  durch  die  Substitutionen 

S^  _  2^«-^A       &.-«  _     2^»-»  A^i 
TT««  ~"      2w!      '     7r2«-2  —  1.2. 3. ...2«— 2  *  * '  * 

die  Relation  : 

5) 

2^"-^  Bn      2^-8ign~i   1       2!!l!Ä-2  Jl 
2w!      •""    2n— 2!    '3!  "*■     2w-4!    '5! 

.  - -•+<-^)"^2;rrr!-o+(-»>"öMT!="- 

Dieselbe   Relation   aber   findet  sich   auch   auf  folgendem   Wege. 

Man  vertausche  nämlich   in  f(z)=   ^ ■   die  Veränderliche  x  mit 

2z,  entwickele  darauf  die  hierdurch  gewonnene  Gleichung 

f{z)  =  ^-±^  fCh) 

nach  dem  Maclaur  in 'sehen  Satze  und  berücksichtige,  dass  alle 
Coefficienten  von  der  Form  /*'"+*(0),  wo  die  ganze' Zahl  iii>0 
ist,  verschwinden.     Auf  diese  Weise  erhält  man: 


1  — 


6) 


=  t*  +  O  +  2X2  +  -l  [» -  *  +  172  /^(^'^  +  •••• + ^  /^(0)+-J. 

Hieraus  aber  ergiebt  sich   durch  Zusammenstellung  der  mit  dem 
Faktor  z^+^  behafteten  Glieder  die  Gleichung: 

7) 

92n-l  22«-3  1  02fi~ft  I 

^^"(«)  +  2;rr2!/^-*<0>-3!  +  2S:::4!^"-*(«)Si 
+'*+25r=T!^^*'^0""r:2.3....2n  +  T"^' 


*)  Die  Richtfgkeit  dieser  Gleichong  lätst  «Ich  bekanntlich  ebenfalls 
mit  Hülfe  der  Theorie  der  Logarithmen  darthun.  Man  sehe :  Cauchj, 
Analysis. 

30» 


Ehiise  Heltr/lgu  » 


■  Theinie  der  Be. 


Und    indem   man    die  Kormeln  5)  und  7)   mit  eiimuder  vergleicht, 
erkennt  man  ohne  Miilie  die  Kichtigkeit  der  Gleichütig  I.: 

Aimierkurig. 

Obgleich  die  zu  Gleichung  7)  l'ührenden  Entwicklungen  scbein- 
bar  ganz  anderer  Natur  sind,  als  die  zur  Erzeugung  der  Helation  5) 
lienutzlen  Betrachlungen:  so  können  doch  beide  Wege  als  Ent' 
wickinngen  einer  und  derselben  Function  betrachtet  trerden.  Und 
zwar  scheint  uns  dies  zunüchst  darin  zu  liegen,  dass  beide  Ent 
wicklungsweisen  dem  gleichen  Ziele,  der  Bestimmung  ?on  An  odei 
nAn  zustreben.  Da  nämlich  die  Darstellung  von  nAn  dnrch  ein» 
Summe  als  Zweck  der  Untersuchung  nach  unserm  Daltirhaltea 
angesehen  werden  darr,    so  erhellt  zuvörderst,  das»  zur  Ermitte* 


lung  der  Gleichung  5)  statt 
den  können.  Und  ebenso 
ergiebt  —  aus  der  Form  - 
Nimmt  man  aber  diese  Functi 

„',.,  ;i..  «■•■)= 


hütte  gewählt  wer 
-  wie  sich   sofort 
dasselbe    Resultat     erzie 
dann  kommt  augenljlicktich : 


'iirde    man   ferner 
2x 


-A2^)' 


die  Gleichung  also,  welche  An  formell  in  sich  begreitl.  Die  Gli< 
der  aber,  welche  nAn  annuHlren,  können,  wie  wir  sehen,  nur  dl 
entsprechenden  in  5)  sein. 

Das   Unterscheidende    beider  Methoden    dürfte    hiernach    nii 
in    Folgendem    bestehen.     Während    die   eine    der  Methoden    ihr 

Ziel  dadurch  zu  erreichen  sncht,   dass  sie  die  Function   — „ 
durch  Gleichgeltendes,   durch 

'»«<'+¥  +  |-  +  --'_      '°«^'  +  l^'  +  '"«l'  +  ^.'  +  ■■■• 


=  1  +   gi    +  gf  +  «'<=-    ötc. 

ersetzt,  darauf  ;c  in  a;  +  u  umwandelt,  und  scblieaslich  die  mit  u 
multiplicirten  Glieder  zusammenstellt;  geht  die  andere  Behand' 
hingafveise  darauf  aus,    eine  solche  Form  aus  der  ursprünglichen 

Function    — öz —    »n  erzielen,  die  bei  gehöriger  Behandlung  « 
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gleich  zu  erkennen  giebt,  dass  ein  Glied  mit  dem  Nenner  2n-|-]! 
nicht  vorkommen  kann. 


§•2. 

I.  Recurrirende  Bestimmung  der  Bernoulti'schen  Zahlen. 

Nach  diesen  vorläufigen  Bemerkungen  gehen  wir  zu  dem  uns 
gesteckten  Ziele  selbst  über.  •  Vereinigen  wir  zuvorderst .  die  mit 
2^  multiplicirten  Glieder  der  Gleichung  6)^  so  entspringt: 

2w!    '     ^"^+2n-2!       1.2      "*"2n— 4!  1.2.3.4"*"     • 

2^   f\^)       23    /-4(0)         2       /»(O)         l~2ii        ^ 
^  6!  2w-6!''"4!  2n— 4!  "*"  1.2  •2n-2!  "*"2.1....2w  """' 

d.  g.  mit  Rücksicht  auf  Gleichung!,  und  durch  Division  mit  (—  1)"-* : 

8) 

2«!    ^""2«— 2!"    1.2  +  "•"'"^~,M.2....2n— "• 
Setzt  man  ferner  —  z  statt  z  in  den  Ausdruck : 

so  erhält  man: 

/•(-z)  =  e*./'(i). 

Und  diese  Werthe,  nach  den  steigenden  Potenzen  von  %  entwickelt, 
geben  die  Beziehung: 

9)  . 

2  Z^  Z^  2^ 

» + 172 + o/"(») +r:ü/^*(o>+ •+r::i-«^(o^+  -• 

2  z2  2^**  Z  Z^  Z^ 

= [1  +  i+ir2+-+n::2;.+-Hi  -,-^+,-^(0)+...+2;^/««(0)+...]. 

Stellt  man  jetzt  alle  Glieder  zusammen^   welche  den  Factor  z^ 
enthalten,   so  findet  die  Gleichung  Statt: 

2«— 2.2m— 3  _       .  2«— 2....2«-Sp 
^»-» O  ^-*+       3.4.5.6       ^"-»  ~  ••• 


■TOP 
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Tlieiirie  der  lleruiitilli'sctien 
»iln  +  l: 


Hieraus  aber  fnli;!  darch  Vertniischung 
10) 
Jm.2«  — I  „        ,  2H.'2n  — l.2n-2.2n 


3.4 


3.4.5.6 


+  (-l)..?^^^ß,-(-I).B,  H-D-.jj^T^s^, 


v,  =  0. 


Direct  wilrde  man  zu  dieser  Gleichung  gelangt  Hein,  hätte 
gleich  die  mit  1^"+"  behafteten  Glieiter  znsamineti gestellt,  nodurcli 
freilich  die  Uehereinstimmung  mit  dem  l'rüheren  Gedankengange 
(rormell)  aufgehoben  wäre. 

blirie  andere  Relation  fliesst  aus  9),  sofern  die  den  Factor 
i^n+i  enthaltenden  Glieder  rereinigt  werden.  Man  gewinnt  dann 
die  Beziehung; 


«r !_  1  ■ 

3nl     2n-2!'3!'' 


II) 


+("^)"T2:2M:r 


=0, 


eine  Relation,  welche  Herr  Professor  Grunert  in  den  Supple- 
menten zu  Klügel's  mathematischem  Wörterbuchfl  Be 
Betrachtungen  über  Bernoulli'sche  Zahlen  /.u  Grunde  legt. 
Dieser  Gleichung  künnen  wir  eine  andere  Form  geben,  iudeni 
dieselbe  mit  2»  +  1!  multipliciren ;    wir  erhalten  so: 


1I-) 


(2n  +  l)fi„- 


'  nach   iUoivre  benannten  Form 
'in— 


hat  Herr  Professor  Stern  die 
falls  abgeleitet  *). 


id   der  Gleichung 
aufgestellte  Beziehung  gleich- 
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Ersetzt  man  in  der  Gleicbaog  ^i)=  — s — A^«)  d«e  Function  f{t) 

durch   €-'*»f( — z)  und  entwickelt  nun  die  verschiedenen  Functio- 
nen von  2  in  Reihen^  80  erhält  man  zwei  neue  Relationen,  nämlicb: 

12) 

2^-1  „       2«-»  -I- 1  Bn-i  .  2*»-»  -I- 1     g>-a  n4«-3 

1....2«^"       2n— .2!     1.2  +  2n— 4!    1.2.3.4""  •  •+^~'^  O»! 

=  0 

als  Coefficienten  von  t^,  und 

13) 
2*"-i+l  ^^-H-1  Ä,-i    .  2»-»  + 1  Ä 


2n!      ^"       2«— 2!    1.2.3  ^    2n— 4!       5! 

2»  —  ^ 
—....+(- 1)« .  i.2.3....2«Hri  ^ ® 

aus  den  Factoren  von  2*"+*. 

Ein  Blick  auf  beide  Relationen  zeigt  jedoclh ,  dass  sie  respec- 
tive  aus  den  Formeln  8)  und  10)  und  5)  und  11)  ebenfalls  resul* 
tiren. 

Unterwirft  man  ferner  die  Gleichung 

«-»A*)=^-/I2x) 

einer  ähnlichen  Behandlung,  so  entspringen  aus  den  Gliedern  mit 
z**»  und  z*"+^  die  beiden  Beziehungen: 

14) 
i^'-DBn  -  ?^^:^(2«— -2)Ä^i+^j^?fJ(2«— --1)Ä«_. 

-..,. +  (— 1)».4=0 
und 

15) 

.^«    •     IV  r»       2w.2n — 1-_-     ,    ,^-,        2w....2?i— 3,^     .    ,   « 
(2«->-l)Ä. j^^^(2*.^^I)Ä_.+j-^3-j^(2*.-.-l)A_, 

—  ....  +  (— 1)«. 2  2„^1  =0. 
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^^B          Auch  diese   A 
^H    .         AnsdrückeD  *). 

sdrücke  ergebe 

n   sich    aus  den  vorhin    genanoten 

^^                   Zn-ei  ander 
^H          aaf  dem  Wege 

e  Relationen,  die  aus  den  Gleichungen  8)  nnd  10) 
der  Addition  oder  Subtraction   entepringen,    sind; 

^M              •M2>-^l)B. 

^"fr*(^^- 

10)                                          1 

-'-l)e.-,  +  ....  +  (-l)".n=0 

^M            und 

-'•^"fVV- 

17,                                                             _ 
-HI)«.-.....+(-I)-(3»-2)=0.    M 

^H                  Durch  Ver 

aaschnog  von 

in  2i  geht  die  früher  betrnchtel^ 

B 

e-/i;z)     über  in 

:    (eM-l)/'(-2i)=2c'-/(.).           H 

^^F            Aus  dieser  Gleichung  aber   l'olgert  man  auf  beliannte  Weine,    ^H 
^H             nachdem  man  die  Coefßcienten  von  i^  oder  i^+<  £usammenstell^| 
^1             die  Reinlionen                                                                                               ■ 

B 

+(-1).-.?^ 

^2"-'(2'-=--l)fi,               ^ 

=  (-!)■. I2«> 

-i(r.-2)+>i  +  il                   ^^^ 

^^B 

19)                                        ^^H 

H            scj»« 

-=-.,«.-^ 

^=i2'(2«— -  1)B._,  >^^H 

'2«....2»-3 
+    1.2.3.4.3 

2>(2>— u-l)«^:              '^^^1 

■ 

=<-""läsV 

die  Formelfl  12) 

[._2W]  +  ;[l  +  2-]j.              9 
und  13)  auch  aus  den  EntwicfcluBgi^| 

^^ft                       •)  üaM  man 
^^1            der  Gleichung 

pYW  =  - 

^^f            und  die  Kclationen   14)  und   15)  aa«  den  enUprerhendtn  Keihen   der  via^M 
^M              Functionen                                                                                                                    ^ 

eV(-0  = 

='^/r-^^>           ■ 

^H  '            wird  erziel«»  künnon,  eigiebt  sich  sofort.    Eine  nhnlirht  Bcmerkang  h^| 
^H              nalürlich  nach  nuf  die  übrigen  Gleichnngfii  auHindehncn.                             H 
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Gebt  man  ferner  von  der  Gleichung 

(«*« + \)f{z)  =  -f^  \m) + n-  2i)] 

aus,  so  fähren  die  Coefficienten  von  2^  zu  der  Formel: 

20) 
a*'-!^      „2»"-«-i  j?—!  .  „,  2^-8-1  ^,_a 
2«!    ^—^  2«— 2!     1.2   +^*   2«— 4!       41    ~    " 

+ (-!)"•  2. 1.2. 3. ..."ST' 

Die  Coefficienten  von  z^+^  hingegen  liefern  die  Relation: 

21) 

2^-^~t  „      »,2«-»-l  ^„-1  .      g».-»~l  g,-. 
2n!       """'*    2m— 2!        31    +''    2«-4l       6!    

—^     *^      '1.2.1. 2....2«  +  l 

Auf  ähnliche  Weise  entspringt  aus  den  Factoren  von  z*M-2 
(oder  z^,  sofern  nach  vollzogener  Operation  n  in  n-|-l  umgesetzt 
wird)  der  Gleichung 

(c*»-i)/(»)  =  ^  C/T-ax)-  /(2«)] 

die  Beziehung: 

22) 

I 

2«!"'*  2n— 2! •5:1  +  ^2«— 4I*3. 4.5. «"••• 

^      '       1.2.3.4....2n+2 
oder  auch : 

„      ^2«.2n— 1  p       .  t,^2n....2n-- 3„ 
'^'"^      3.4     ^"-»+''*    3.4.5.6    ^"-«--  • 

_(_l).+i  n  +  H-2*'(n-l) 
~^     *^      •     2n+1.2n-|-2    ' 

Und  die  Coefficienten  von  «>M-i  geben: 

23) 
2n.2w-l  .^2«....2n-3„ 

^  ~  ^  TX3~  ^-' + ^  TflXlTs"  *-*-••  • 

=  (_I)«+..(2ft.-a_^j  +  .). 
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Schon  bei  einer  nur  oberflächlichen  Betracblung  erkennt  ma: 
dass  Gleichung  20)  durch  Addition  der  Gleichungen  8)  und  li 
und  die  Relation  22)  durch  Suhtraction  der  genannten  Gleicliu 
gen  entsteht,  Ebenso  sagt  die  Formel  23)  offenbar  mit  andei 
Worten,  dass  sie  au T  dem  Wege  der  Suhtraction  aas  den  Rel 
tionen  5}  und  10)  sich  ergiebt. 


Addirt  n 


I  ferne 


1  Gleichung  3i!)  Gleichung  10), 

24) 


.  folgt; 


fl„-(2«  +  l).?J^fi„_,  +  C2*  +  l)^^l^^Ä_,-.... 

Andererseits  gewinnen  wir  darch  Subtractron   beider  Gleichung« 
und  nachherige  Vertauachung  von  n  mit  n  -|-  I : 


(■^-•)«"-(2*-l)^-^^g-^„-.-rv.-.;^:6^8-. 

_  (_  !)„+.  3.4.«(2^+''-l) 

-^^       '       -2»+ 1.211+2. 2h +  3. 2m +  4 

Eine   ähnliche  Relation  fliesst   aus    den    Pactoren    von    i 
iQleichung 


2'— 1  B«       2*— 1    Bn-i       2«-l  g„-a 
2nl     2.3      2n  — 21  2.. ..5 +  2«— 41  2... .7 

~^       >       2.3.4....2n+3 

Die  Zaaamnienst eilung  der  mit  t^    multipticirten  Glieder    wflcd#fl 
wieder  zu  der  Formel  22)  führen. 

Behandelt   man    die  aus   der   analytischen  Trigonometrie    be- 
kannten   Entwicktungen  von   coez   auf  dieselbe  Weise  wie 

so  kommt  man,  wie  Herr  Professor  Stern  gezeigt  bat*),  zu  dei 
Relation : 


•)  Crelte',  Jo 


.  Bd.  26.  S   Hfl.  ft. 
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■  27) 
2«n-i  (2»«  _  1)  ij,  _  ^"-^^"^  2«—»  (2«»-a  - 1)  Ä_i 

Nach  der  von  uns  befolgten  Methode  dürfte  die  Rechnung  so 
stehen.  ,,  Da  bekanntermaassen   die  Entwicklungen    von    — ^ — 

bis  auf  die  Vorzeichen  der  einzelnen  Glieder  mit  den  entsprechen- 
den Entwicklungen  von  cosz  übereinstimmen,  so  wird  auch  hier 

unser  Augenmerk  darauf  gerichtet  sein ,  aus  — 5 —  eine  solche 
Form  zu  erzielen^  die  als  nothwendige  Folge  Gleichung  27)  in 
sich  schliesst.    Nun  aber  führt  o —  leicht  auf  die  Gleichung 

p—z  a%  JL.  R— » 

^/([2z)  =  l^— .V(4»); 
inithiD  wird  nach  dem  Taylor'scben  Satze: 

f*~2  +  0:2""5T3!"'"'  ••~"2.2n— 1!''"272¥!~"J 

X[l -^+ 13 A0)  +  ....  +  -2j^/^(0) +  ....] 

2«          z*               2^"              P               2*(2z)* 
^  [^  ■*"  2TTT2  "*"  2T4I  "'^'•••"*^2l2«l  "*■  '•••^  P— 22  +    22  Z'^^)  + 

Hieraus  aber  folgt  durch  Verbindung  der  Coefficienten  von  z^ 
die  Relation: 

1.2.3...2II    '     ^"^"*^1.2.3....2«-2      1.2 

2^-^2^-^-l) /^-4(0)  2(2^-1)  1  n 

+  1.2.3....2n— 4     1....4  +-"*^1.2.2«— 2!^^  ^"^~2.2w-l!— "' 

d.  g.  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  1.  und  durch  Multiplication  mit 
2nl  die  Beziehung  27). 
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Dem  Prüberen  analoi;  kuonte  man  jetzt  die  CoefGcieDten  von 
jUk+i  zusaniinenstellen.  Wir  unterlassen  jedocb  diese  Operation, 
weil  sie  nieder  aul'  Gleichung  5)  zuriickrabrt. 

Substituirt  marj    in  der  Gleicbung 


m- 


-  +  i 


/i;2i) 


fär  e»  de»  Wertb 


„  .     ,    so    ergiebt  sieb    nticb    gebüriger  Re- 
duction  die  von  Stern  angefüfarle  Gleichung; 

Und  hieraus  folgert  man  nach  geschehener  Enttviclflung  dqf 
Functionen  in  Reihen  durch  Vereinigung  der  mit  i*"  behafteti 
Glieder  die  Relation  : 

28) 


-(2*-l)B,.ß„_i 


Auch  hier  giebt  die  Zusamnieiistellnng  der  CoerGcienten  von  i 
nichts  Neues. 

Was  die  von  Euler  §.123.   seiner  Difl'erentialrechn 
gegebene  Relation  betrifft,   so  ericennt  man  leicht,   dass  sie  i 
der  hier  liefolgten  Methode   aus  verschiedenen  Gleichungen  abge- 
leitet werden  kann.     Wir  wollen  die  Gleichung 


/tz)=i-r^+rör(0) +....+ T 


..2n 


/^"(O)  +  .... 


Unterwerfen  wir  diese  der  Differentiation,  eo  entspringt: 
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Und  werden  jetzt  die  Glieder  mit  z^'*-  verbanden ,  so  folgt  weiter : 

29) 

27t  • ...  3 


+  i^fi^^(o^/•"-^<o)]• 


Dies  aber  ist  die  verallgemeinerte  Eu  1er 'sehe  Relation.  Setzt 
man  n  =:  1 ,  so  wird  die  vorstehende  Formel  nicht  anwendbar 
sein,  weil  sie  das  für  diesen  Fall  Statt  findende  Glied 

.  2 '(1.2)2""  1.2^  ^"^ 
nicht  in  sich  begreift.     Alsdann  nämlich  hat  man  diese  Gleichung: 

1.2  '  ^"^-1.2   1.2' 
d.  h. 

'*''»'=  1.2*  2" 

Um  endlich  die  von  Herrn  Professor  Drobisch  in  seinen 
„Observationes  analyticae,  observ.  II."  mitgetheilte  For» 
mel  SU  erbalten,  differentiiren  wir  die  Gleichung: 

_J fM 

e»  —  1  ~    z  ' 


Dadurch  gewinnen  wir: 


"~  iTZTI  •  "T"  -  &  •  1~  =  ^^*) ' 


d.  h. 


=  1  +  O  +  O  ^(0) +  ....  + ,^^(0)+.... 
Werden  nun  die  Glieder  mit  z^  vereinigt,  so  kommt  schliesslich : 


^v 
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30) 


3.4.5.0 


+  ....+(-))"  fi,K-l)-+'g- 


1 .1 


+  1.2W  +  2 

welches  die  von  Drobisch  gegebene  Relntion  ist. 

Eine  ähnliche  Relalion  erhalten  wir  noch  au«  der  angewen- 
deten Gleichung  durch  Zusammenstellung  der  mit  i^"-'  multipli- 
cirten  Glieder,  nämlich: 

31) 
n  1        r2n+1.2».2a-l  2n+l-2„-3 

+  ....  +  (-.)-.?l±|^«.  +  (-l)"+'.l]. 

Ausser  diesen  Formeln  künnten  ivir  nun  noch  mehrere  andere 
aiirzustellen  suchen.  Wir  wollen  indessen  unsere  ßetrachtuDgen 
hier  abbrechen:  denn  einerseits  diirfte  es  von  keinem  grossen 
Belang  sein,  zu  den  in  manchen  Füllen  gerade  nicht  durch  groset; 
Einfachheit  sich  auszeichnenden  Relalionen  neue  hinzuzufügen!' 
andererseits  aber  glauben  wir,  schon  durch  die  vorliegenden  Eni 
Wicklungen  den  Vorzug  der  Stern'schen  Methode  vor  jeder 
dem  zur  Genüge  dargelhan  zu  haben.  Wir  wollen  daher  andel 
Untersuchungen  uns  jetzt  zuwenden,  vorher  aber  noch  erwähn« 
dasa  die  Formeln  16),  17),  23),  24)  ebenfalls  von  Stern  gefii» 
den  wurden.  Gleichung  8)  dagegen  hat  schon  Herr  Giipel 
dritten  Bande  S.  66.  dieser  Zeitschrift  als  Supplenientai^ 
Formel  zu  der  von  Herrn  Proleesor  Grunert  entwickelte»  Rein* 
tion  5)  angegeben.  Endlich  hat  Herr  Professor  SchlDmüch  die 
Relationen  10),  II),  14),  IS)  mit  Hülle  bestimmter  Integrale  be- 
wiesen*); nur  stellt  Schtamilch  die  angeführten  Gleichungen 
unter  anderer  Gestalt  dar,  in  welche  jedoch  die  von  uns  gewShlte 
Schreibvveise  mit  der  grüssten  Leichtigkeit  sich  tibertragen  laast. 


gen 
sen 

BSftJ 

I 


n.    Zur  independenten  Bestimmung  der  Bernnulli'schc 
Zahlen. 


«■3. 
Wie  schon  aus  dem  Vorstehenden  erbellt,  so  leistet  die  Thei 


•)  Archiv,   rhl.lll.  Alihenill.  IV.  S.  U.  ff. 
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der  Logarithmen  bei  Betrachtungen  Über  Bernoulli'sche  Zahlen 
oll  sehr  wescnlliche  Diensle.  Die  ErnägnTig  dieser  Thatsache, 
nanienllich   aber  der  Hinblick   auf  die  Kivischen   den  früher  durch 

Äy,  A^,....  An, Ol,  Qj, ....  Ofl....  bezeichneten  CoefiScienten  Stiitt 

findende   Recuraionttronnel : 


I) 


i«  +  (H-l)fl„-iJ,+....  +  a,^«^i 


dürfte  zu  der  Vermiithung  binführen,  ob  nicht  auch  hier,  bei  der 
Ermittelung  unabhängiger  Ausdrücke  für  die  Bernoulli'scbeD  Zah- 
len ,  eine  ähnliche  Ui'ilfe  von  der  Theorie  der  Logarithmen  zu  erwar- 
ten stände.     Und  in  der  That,    hat  man 

2)  log(l  +  ^iK  +  .da«*  +  ....)  =  n,K  +  ata''-|-....  +  fl«w"  + 

so  bestimmt  sich  der  Coefficient  an  durch  die  Formel: 

3)  a„.=  k-i)'^'lvC-. 


WD  VÖ  die  CnmbinationeD  mit  Wiederholungen  der  Klasse  h  zur 

Summe  n  aus  den  Grössen  (Elementen)  A,,  A3,, Ak..,.,  jede 

Gruppe  mit  der  entsprechenden  Permutationszahl  multiplicirl,  aus- 
drückt. Stellt  somit  irgend  eine  der  in  dem  Vorhergehenden  auf- 
gefundenen Relationen  znischen  den  Bernoulli'schen  Zahlen 
einen  Ausdruck  von  der  Form  der  obigen  Recursionsformel  dar, 
80  kann  man  offenbar  eine  derartige  Relation  aus  einer  mit  2)  ana- 
logen Gleichung  entstanden  denken  *).  Dann  aber  würde  —  wie 
sogleich  erhellt  —  in  3)  ein  Mittel  zur  independenten  Bestimmung 
der  Bernoulli'schen  Zahlen  geboten.  Prüfen  wir  daher  in  die- 
ser Hinsicht  die  früher  entwickelten  Gleichungen,  so  folgt  zunächst 
aus  der  Beziehung  5)  §.  1.  wegen 


^«  =  {-1)". 


1     2a«- 


Bn 


*)  Bekanntlich  aelxt  die  Uitdang  der  Formel  1)  mis  9)  vnrauH,  daia 
2)  zu  den  convergir enden.  Bleligen  Functionen  gehöre,  lim  daher  jedem 
Eiuwande  ku  entgehen,  der  in  Bezug  auf  Strenge  der  nbigen  Aniichl 
ctwB  gemacht  werden  Lünnte,  uinsB  nnchgetvieien  werden,  das«  die  in 
Anwendung  kommenden  Reihen 


l+A,H+A^n*+.. 


=  e/»(t|l  +  A'i  +  -*,u'  +  «<o.) 


lieaitzen.  Ohne  Mühe  aller  erkennt  man  die  Ctmfcrgpnz  dieser  Iteihen. 
lind  ebenno  leitht  ersiebt  man  lici  ctfraig'em  Zweifel  mit  Hülfe  von  1), 
daa«  wirklich  die  a  dnrcli  die  aageführten  (iröasen  eraelxl  werden. 
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32) 
1    2*"-»  *  1*11  1 

Weil  remer  nach  Gleichung  10)  die  Relation  gilt 


=  i(-l)«.jP"C'(- 


Eine  andere  unabhängige  Bilduagsformel  findet  sich  ao^ 
cbung  16),    nändich: 

34) 


3.4'  3.. ..6'       3.. 

.8' 

O-i'si's'  -7!-4' 

...] 

da  die  Beziehungen  gelten : 

Und  ein  Blick  auf  27)  zeigt,  dass 


=  (-l)--5 


2nl' 


f—'(2"—l)B., 
1.2. 3. ...2»      ' 


folglich 

35) 


ist. 


Endlich  schliesst  Rieh  an   Gleichung  26),  diese  in  der  Form 


2fl„     (2'-l)2B.- 
13'+       2.1  —  21 


(2«— l)2gn-ä        I 
"       2»-4l       ■3.5....8  +  ""''- 


^     "  -3.4.9... .2«  +  4-'     ''  •3.5.6....>+ 
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betrachtet,   die  unabhängige  Bildungsformel : 

36) 

1    2^_;^,     i^Ä   1    „Ar     ?llll  2«-1  2«^1 

r«*  2n!""if„^     '^•Ä^"^L     3.5.6'   +3.5.6... .8'  ~ 3.5.6. 7....  10 J 

«.  4. 
'  Combinatorische   Resultate. 

Bei  einer  nur  flüchtigen  Betrachtung  lassen  schon  die  eben 
erwähnten'  combinatorischen  Formeln  noch  einige  interessante 
Resultate  erkennen.  So  findet  sich  sogleich  durch  Vergleichung 
der  Gleichungen  32)  und  33): 

37) 

i(-„>',.^t_i.^.....i 

""    A  l  Ä  1111 

Aus  34)  und  35)  dagegen  entspringt: 

38)    ' 
*  1*11  1 

92n— 1 Z2-? : . 

""*  1*,  1111  11 

2;j-l)A.^|)"C'[-2-2!'  2-4!'  ""2 '6!'     ''^ 

Und  werden  32)  und  35)  mit  einander  verglichen ,  so  folgt  die 
von  Stern  mitgetheilte  Formel*): 

39) 

i(^i)A.^yn^.t-2Tr!— Ir-l 

2^"-l-i T—H 1— I i 

Hingegen  geben  33)  und  34)  den  Satz:. 

40) 

*  l*         1111  11 

2(-l)».^l>"C'[-2-2f'   241'    -26i'-J 

fc>2n       1 ilJl - —  • 

"*  TÄ       *  r      1     1       1    1  1    1  1 

2(-l)».^p%CL-2-3!'    3  5!'    ~4  7i'-J 


*)  Crelle'a  Journal  Bd.  26.  S.  88  ff. 
Theil  XXXV.  31 
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Setzt   man    ferner  die  Ausdruck«-  in  37)  unH  38)   oder    in^ 
utifi  40)  einander  gleich,  so  getvinnt  man  die  neue  Beziehun^fl 

41) 

=i.(_„..ip„c''[-|,  1. ]f/-"*  ^-^'t-Ui'  ä-i-l 

Annienliuiig. 
Aus    den    vorstehenden    Bemerkungen    dürfte    man     iiuch 
Schluss  Eieheti,    dass  die  Tlieorie   der  Logarithmen,    so 
liehe  Mittel  sie  auch   hei   der  Behniidlung   der   Bernoulti'sq 
Zahlen   darhietet,    doch    nicht  zur  Herleilung  sämmtlicher  Rm 
siansformeln  zwischen  diesen  Zahlen  geeicnel  scheint. 


5.5. 
III.     Analogie  in  der  recurrenten  Entwicklung  der  I 
noulli'schen  Zahlen  and  der  Secairten-Coerficiente^ 

In  dem  umstände,  daas  die  heiden  Functionen und 

in  ihren  Entwicklungen  in  unendliche  Reihen  und  Producte 
durch  das  Vorzeichen  der  einzelnen  (Glieder  sich  unterticheit 
erhlickten  wir  den  Grund  für  das  Erscheinen  der  Relation  5) 

l und   /'(J^):= — 5 — A^a;).     und  hieraus  schlössen  wir  f 

das    Statthaben    der    so    vi-ichtigen   Beziehung  I.     Ans   Ühnlicä 
Grunde  gelang  es  uns   ferner,    die  von   Stern  aus  Icasx  i 
dene  Relation  27)  mit  Hüire  der  Gleichung  I.  zu  beweisen.     Da  j 


l  +  -p-^^*  +  T?a;*  +  etc. . 


no  die  CoelGcienten  6,,  6^ ,  die  sogenannten  Secanten-Coi 

cienten,   heltanntlicb  den  Gleichungen  genügen: 
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80  dürfte  die  Verrouthang  sehr  nahe  liegen,  dass  auch  hier  eine 
ähnliche  Gleichung,  wie  bei  deii  Bernoalir sehen  Zahlen 

o 
darstellt.  Statt  findet.     Und  in  der  That,  bezeichnen  wir 


e'  +  c-* 
mit  q>{x),  so  erhellt  augenblicklich,  dass  9^(0:)  für  den  Zahlenwerth 

TT  (p20  g?4(0) 

a:<^  mit  ^+r~ö^^+i — ^.x*+etc.    gleichbedeutend  ist.     An- 
dererseits aber  hat  man 

2  1 


dah 


*+1.2  +  1...4"*^6!  +•  '• 


er 


1  =  [1  +  fr +5?+- -it^  +  o^'"^^^+t:Ä4^*(^^+" ^ 


Aus  dieser  Gleichung  aber  folgert  man  nach  bekannten  Principien 
die  neue: 

2w!    "*"   2n  —  2!    1.2"*"  2n— 4!  '4!  "*^-"  "*"  2n!-""' 
d.  h. 

43) 

a-/nx  .  2».2w-~l   _     _^^^  .  2w....2»— 3  -     .^^^    2n...2n— 5  .^   .,^ 

^^(0)+  -t:2-^'""'(0)+t-^;3^<p««-4(0)+j^^ 

2n.2n--l....l 
+  •   ••+     1.2.3....2W    """ 

Und    diese   Gleichung,   verglichen    mit   der   Relation  42),    zeigt, 
dass  allgemein 

II.  (^2„(0)  =  (-l)n.ft„ 

ist,   eine  Gleichung,   die  man  unmittelbar  durch  EinfShning  ima- 
ginärer Argumente  in 

sec^  =  1  +  j-Lx»+ y-^-^a:*  + . . . 
würde  erzielt  haben. 


§.  6. 
Fortsetzung. 

Die  so  eben   aufgefandene  BezieboBg  bildet  fast  überall  das 

8l^ 
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«P(^)  =  5[/"(2*)-/(4a:)]. 

SO  erhält  mau  aus  den  mit  o;^"  multiplicirten  Gliedern  die  Formel : 

46) 

— (2w  +  1)  g)2n(0)  =  —^  22«  (2««  —  1)  /2«(0) 
+    ^^^+^   -^^^-J  2^n~tE(22n-2_  1)^-2(0) 

-(2n  +  l), 

d.  h.  die  zweite  der  von  Scherk  entwiclselten  Gleichungen.  Man 
kann  derselben  auch  folgende  Form  geben : 

•    2' (2^-1)  In              2«....2«-2  2*(24-l) 
—2         T^"^ +  ""17273 4        /*(")  +  ••• 

in  welcher  Form  diese  Gleichung  von  Seh lö milch  S.  17.  dieses 
Archivs  (Bd.  3.)  mittelst  bestimmter  Integrale   bewiesen   wurde. 

Die  Factoren  von  ar^-^  würden  wieder  zu  der  Relation  27) 
führen. 

Nimmt  man  andererseits  die  Gleichung 

—  X  e-^  q){x)  =  f(ix)  —  f(^x) 

und  entwickelt  jede  der  Functionen  nach  aufsteigenden  Potenzen 
von  Xi  so  gewinnt  man  aus  den  Coefficienten  von  x^^  die  Beziehung: 

47) 

22»(22^--l)„  _2m  — 1  2n-1....2n-3,  2w-^1....2n-5^ 

2m         «"-— 1"    o„_i-       ^2.3      ''— *+   1.2.3.4.5"*"-» 

—....  +  (-1)«-  •YT77."27i^' 

welches  die  von  Scherk  gefundene  Relation  4)  ist.  Auch  diese 
Gleichung  hat  Schlömilch  mittelst  bestimmter  Integrale  bewie- 
sen.    Man  sehe  dieses  Archiv.  Bd.  I.  S.  363. 

Aus  den  Gliedern  mit  a;2«+i  folgt  wieder  Gleichung  43),  d.  h. 
42)  oder  Gleichung  1)  bei  Scherk.  Dieselbe  Relation  würde  aus 
den  Factoren  von  a:*"+*  der  Gleichung 


Elnfi/e  Beiträge  s 


■'(p(ir)  = 


—f{ix) 


entspringen.  Und  Hie  Coeflicieiilen  vnn  a;*"  dieser  Beziehung  wfli 
den  auf  Gleichung  47)  rühren.  Hier  fintle  man  sich  der  Recui 
sionsrormel  S)  g.  2.,  dort  der  Gleichung  5)  §.  I.  zu  erinnern. 

Die  dritte  der  von  Scherk   mitgetheilten  Gleichungen    finde 
sich  au8  der  Gleichnng 

und  der  Relation  7]  g.  I.  Man  erhält  bei  bekannter  Bebandlunj 
der  vorliegenden  Gleichung  aua  den  Factoren   von  x^"^^  die  Bd 

-  {2n  + 1)  ^^-(0)  =  — ^  22"+> .  22"-i/^(0) 
,  2n+1....2n  — 1^„ 


0.3 


P«-^0)  +  ....-(4»+l). 


Vereinigt  man  aber  hiermit  Gleichung  7)  §.  1., 

48) 


.  2«  +  1....2n-3^, 


■i(22>.-a_|)/2'.+B(0) 


ahnte  Scberk'sche  Gleichui 


*"+'  behafteten  Glie 


dem  der  Gleichung 

A2^).9>(^)-4/l,T)  = 


>  Relation,  welcher  man  nach  Gleichui 


27)  die  Form  49}  geben  kar 


"2fir~1.2"'2n-21 
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Man  könnte  jetzt  fi/ix)  durch  c~**/( — ix)  ersetzen  nnd   die 
dann  folgende  Gleichung 

/(2a;) .  ^>x  =  e-3*  /][—  ix) 

auf  bekannte  Weise  behandeln.  Die  Factoren  von  x'^  würden 
schliesslich  zu  einer  noch  nicht  angeführten  Relation  zwischen 
den  Bernoulli'schen  Zahlen  führen.  Da  jedoch  diese  Relation 
sieb  nicht  durch  grosse  Einfachheit  auszeichnet^  so  unterlassen 
wir  ihre  Angabe.  Aus  gleichem  Grunde  übergehen  wir  die  Zu- 
sammenstellung der  mit  .r^"+^  multiplicirten  Glieder. 

Um  Scherk's  fünfte  Gleichung  zu  erhalten,    bedenken  wir 
Folgendes.    Es  ist: 

gleichzeitig  aber  gilt  die  Beziehung: 

e^  +  e-'  dq>x  _  2x       c^^  — 1 

daher : 

-2j-[/(4^)-A2ar)]=-:^ ^. 

Stellt  man  nun  in  bekannter  Weise  die  Glieder  mit  a:^"~^  zu- 
sammen und  berücksichtigt  die  Gleichung  16)^  also 

=  0, 
so  kommt: 

50) 

d.  i.  die  verlangte  Gleichung. 

Aus  -den  Coefflcienten  von  x'^  würde  man  die  Gleichung 

51) 

22«— I  2*"-*— l"     1  2*»-*— 1    1 

'~M~^'~   2«-2!      073^»-*+    2n-4!   •g?^-«-- 

erzielen. 
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Giebt  man  der  vorhergehenden  Gleichung  di^  Form': 

2 ^^^^  ~  ^ ' ^^^)  ~är~ ' 

so  erhält  man  aus  den  Goefficienten  von  x^  die  Relation : 

52) 

"^Inl-     1.-2....2/1     ^"+     1....2«— 2     ^"-M.2 

+  ~r::.T2w^4~^"-^ 4! +••••+    1.2   ^'i....2w— 2' 

eine  Gleichung',  die  von  8tern  durch  Betrachtungen  anderer  Art 
gefunden  wurde*). 

Vereinigt  man    hingegen  die  mit  x'^^-^^  begabten  Glieder,   so 

entsteht : 

53) 

oder  nach   einigen    leichten   Reducfionen : 

hn^l      _    bn  'IHn       B,  l^^b^  Bn 

2w  +  l!  — 2w!  + 2»- 1!  1.2  "*■••"*"     1     2«! 

Aehnliche  Relationen  gewinnt  man  aus  der  früher  erwähnten 
Gleichung 

g,(^)  =  ^[/-(2a;)-/-(4a:)]. 

wenn  man    diese   mit   fix)  multiplicirt  und  e'fx  durch  f{ — x)  er- 
setzt.   Entwickelt  man  darauf  die  einzelnen  Glieder  von 

nx) .  ^{x) = f^^  [mx)  -  f{Ax)\ 

nach  steigenden  Potenzen  von  x,  so  erhält   man   die  Relationen: 

54) 

_  22n^i(2^~l)  _^  ^(0)      <p2«-.2(0)  rm 

1....2W      '    ^"^""     2w!    ■*"  2w  — 2!     1.2 


"*^   2ii-4!       4!     +•    •+   2w-2!  '    1.2 


oder 


22«J H22«-l)        ^  ^  6„--l     ^1  hn-'l     B^  b,       Bn-X 

i.2.3....2n    """2w!"'2w-2!].2     2/i~4!  4!      ••     1.2  2w— 2!   ' 


*)  Crelle'8  Journal.  Bil.  26.  «.8. 
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aus  den  CoefBcienten  von   x^,  and 

55) 

"2^!    -O-         2/1+21         r"+MO)+ 2^1 A2«(0)_^ 

^         2n-2!         ^       ^"^-    4!     +•••+       1.2       ^  ^"^    2/*! 

aus  den   Factoren   von  a;^+^.     Man  kann   diese  Gleichung  auch 
so  schreiben: 

2«!''w  +  11.2.3....2rt  +  l^"^^^      iil....2w— l^M.2 

2^(2^-1)       ^ 

An  diese  Relation  schiiesst  sich  Scherk's  sechste  Gleichung, 
nämlich : 


56) 

bn    _  (22"-g  + 1)  (2^—  1)  (2^«  -  1) 
8.2ii!"~        1.2.1. 2.3.4. ...2n 


Bi  ßn 


^      2»(2»«-<'fl)(24-l)(22»-2-l) 
+         1.2.1. 2.3. 4....2n^        iJa««-i  +  etc., 

welche  man  aus  der  Gleichung 

gix  _  I    g* I 

g2x  —  1       £X 1 

erzielen  wird,  wenn  man  nach  50)  2;^  ,  ^  9  ^  ,  .  durch  die  ent- 
sprechenden Reihen  ausdruckt  und  nun  die  CoefBcienten  voo  a?^" 
verbindet. 

Um  endlich  die  siebente  der  Seh  er  k' sehen  Gleichungen,  d.  h.: 

57) 
22n(^n^  2n--2^n-3  ,  2n-2...2n--5^ 

2^  />n— 20||_i+  j— 2 Ol  6|»-2H 12   3   4 — ^2'^n-3+»'»'> 

zu  gewinnen,  führen  wir  auch  hier  in  die  von  Scherk  angege- 
bene Quelle  imaginäre  Argumente  ein.    Dadurch  wird : 

ßX  _  ß~~^ 


—  -— —  ■  1 


rriieiiried.  OeruaullV selten  Zaiil.  i 


■  Gleichung  ersetze  man 


<pa:  duTi;h  di( 
(lifferentiire  d 


bekannten  Reihen,  entwickele  alsdann  die  Producte^ 
iraur  und  lieacht.:  endlith  die  Relation  47]*) 


A  n  r 


r  k  «  n  g. 


Wenn  wir  echlieselich  einen  Blick  auf  unsere  Methode 
Vergleich  zu  der  Scherk'schen  werfen,  so  läsat  sich  gar  nicht., 
lengnen,  dass  diese,  neil  sie,  dem  Prtncip  nach,  auf  der  Mi 
lichkeit  beruht,  die  Secante  durch  Tangenten  und  Cusecanlen  u 
umgekehrt  auszudrücken,  oft  schneller  zum  Ziele  l'ührt.  Dadui 
aber  scheint  die  Aehnlichkeil  der  Beneisart  dieser  Relationen  mit 
den  hei  den  Bernoulli'schen  Zahlen  üblichen  Methoden  - 
Allgemeinen  —  verloren  zu  gehen  **).  Bei  unserem  Gedanken- 
gange  dagegen  beruhen  die  Beweise  (im  Wesentlichen)  auf  awrf 
analogen  Gleichungen,    auf: 

r-m=(-i)—-B. 


'■(t))  =  (-l)".6.. 
r  vorkommenden  Gle' 


Und  dann  liefern  die  hi 

weg    zwei    Relationen ,    was    bei    de 

Methode  nicht  der  Fall  eein  dürfte. 


Übungen  fast  dnrch- 
;  h  e  r  k    gebrauchten 


*)  Die  lelzlpn  Glieder  der  btUm 
a  gerades  n  und  für  ein  iingecades 


2-8(i!Hl)B''-l)(2-+'-l)„    „ 

T.2.3....n.l.l.3....n-H  "j"? 


rbtingGii   5ti)   lind   57}  aiad   für 

2«-2....M+2.n+l 


■*1B 


2n— 2....J 


1.2.a....H- 
(n  ungerade), 
n  Klaget'«    idhIIii:i 
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Integralia  quaedam  definita. 

Auetore 

D'"*'.    Christiano   Fr,  Lindman, 

LecU  Strengnesensi. 


I. 

Tom.  XVI.  praec.  pag.  97.  seqq.  proposai  formulas 

(1) 

\-aß»-^=%t^^'>^%,  ~^°*"~2;r~^'    2(«-l)>«>0, 
o 

(2) 

/•  j;»-i(l-|-a;'»)  ,  _        n       C  1  1_ ) 

H.a:a(2»+i)  <^- 2(2« +  !)<_.         an       +^.     (a  +  2)w  V 

^**'"2C2«  +  1)     ^'"2(2«  +  l)> 

4»  >  a  >  0. 

Multiplicatione  per  da  facta  et  integratione  intra   limites    a':^«, 
a  =  ß  suscepta,  iDvenimus 

ß7l  (tt+2)7C 

/»(a;fr-i-^a;.-i)(|_a;a)   rff _._2nf|||^__2«_  „. 

Sin^-Sin— g^ 

/<*>  (xß-^ —x"-^)(l  +  x"^   dx     /^4(2«+l)-^^4(2«+l) 
I4.a.a(2.+i)  to-'  «a:  (a  +  2)«'    ^^ 

"  *84(2„+i)-t84(2„+l) 
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ubi  est  (S>a  et  utraque  intra  limites,  qui  antea  quantitati  a  sunt 
positi. 

Si  in  formula  (3)  posuerimus  w=2  atque  ideo  2>|S>a>0, 
babebimus 

/^x^-^  —  x^-^    dx      ,     ßjc^     ajc 
1+^.    -ii=l*S^(^ot^-  (5) 

unde  dissolutione  prodit 

Posita  j am  o=l,   invenitur 

/i^riS-i— ar-(i5-i)   dx       ,     ßn 

0 

quod  cum  formula  ab  Eni  er  o  data  consentit. 

Quaeri  jam   potest^    num   quae    integralia  formulis  (3)4'et  (4) 
similia,  sed  intra  limites  0  et  1  sumta,  reperiri  possint.    8i  igitur 

J    —iz::^n—dx 

o 

prius  tractamus,  substituendo  x  pro  x*^  formulaque  cognita  utenda 


iDvenimus 


(8) 


unde,  multiplicando  per  da  et  integrando  intra  limites  a:=a,  /7— ^ 
prodit 

/i  (ar^-i-~ar<»-i)(l-^a:g)   dx 

a  a 

Quum  vero  sit 
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invenitur 

unde,   posito  71  =  2,    prodit: 

qaae  fornaula' itidem  invenitur,  si  in  formala 


(10) 


'^0      1  +  2«C 


2«Co8— +«a    ;- 
•^  »      "^       y 


mn  '="—1 


=,Go8ec-     S    (-D^iSin"'"^/    -VA-x     /^-^ 

a  Cel^  Malmsten  data  (Theoremata  nova  cett    Upsaliae 
1842.  pag.  8.  n^.  11.)  poDuntur  ?ii=l,  i{  =  2,  «=/S  — 1,  r  =  a — 1. 


Si  in  integrali 


/ 


1  a:«-iO+ar«)j 


o 


substituitar  0;^+^  pro  x  et  formula  cognita  a  Legendre  data 


adhibetnr,  obtinemus 


J        l+ic2(2«+i)  '^-4(2«  +  l)''^  V  4C2«  +  l)y~'*U(2n  +  l)y 
Multiplicatione  per  d[a  et  integratione  11t  in  formula  (8)  invenitur 


Linttmatt:    Inleßratia  guaedam  defintta. 
-■-»-')(!  + 


/'■fal'-'-J— ')(1+^')    ^ 


^  ,  M,^  (Sn  +  I)  /^U<2«  +  1)Z1  V4  (■2»-H);'U'i«+IV  „all 

U(2»  Hl)/     U(ä»  +  1)/'     U(2»+l)>'     \Hi«w) 
unde,   n^O   poeito,    prodit 

f'^-^ä.^A  (13, 

quae  forniola  invenitur  apud  Moigno  (Calc.  integr.  pag.  77.)  et  1 
jam  ab  Eulero  reperta  est.  Illud  integrale  invenitur  qnoque,  si  1 
in  formula  a  me  data 

wi  =  0    ponitor    et  cc  pro   e-'  substituitur. 


Sinistnim  meinbrum  formulae  a  Legendre  datae 


/'"  x''dx  jrSiii  af 


Bi  dissolvitur,  transit  in 

Hoc  integrale,  posilo  -  pro  a:,  motatur  in 

atque  ideo  est 

J       1  +2a:Co8g)  +  a:''"*— Sin<pSina7c'     V'>«>-ly'  *  ^ 

Qaod  fii  est  ^  =  —  (m  et  n  =numeriH  iotegns  et   m  <  n), 
hae  formaiae  a  Legendre  datae  valeot 
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m  -f  it  =  num.  imp. 


o 


=  r^»T<-'>'-'«'»'-?'^'(=^-)-K'S->-' 


2«  Sin—  ^ 
n 


m  +n  =nani.  par. 

^  a:^dx 

1  +  irCos— +  a:« 
n 

0 


n-l 
P 


=  -1        s%_i)p-xsi„£^-jzYl±£i:E)_2Y£±£),*). 

mTTp^i  n  \       n      y  \    n    J     ' 

n 

(Quando  est  iii-|-^=  num.  par.^   necesse  est,  sint  m  et  n  numeri 
impares,    quia   aliter  fractio    —    simplicior   reddi   potest). 

Elae  formulae  cum  (14)  conjunctae  suppeditant 

m-\-n=:-  num.  imp. 


•Sin 


-^■(:-ty^f-^y       <■« 


7/1  -f  n  =  num.  par. 


-,,    amn  n— 1 


e  quibus  formulis,  multiplicatione  per  <^a  et  integratione  intra  limi- 
tes  a  =  tt,  a  = /3    facta,  emergunt 


*)  Hae   formalae  in  tabalis  Cel<*  Bierens  de  Haan   inveniuntnr, 
B«d  factor  dextri  menibri  ~-,    —  retp.   deett. 
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m-)rn  =:  num.  imp. 

m  +  w=  num.  par. 
ß  ^.    amn  _n-i 

+  z.(:i=pü)_z.f-i!)-z'(H-7!), 

Si  in  sinistro  membro  ponitur   az=i-^y  beneficio  formularum 

m  +  nzzzuvLm,  imp. 

/"   Sin  my  ^ 


• 

reperiuntur 


V     2«      /    \      2»      /^  V  2«   "  V  2«  / 


Tn-{-n=z  num.  par. 


/ "  s  *  <■») 


7ra 
n 


n-1 


.'<=^«M!=FM^"Ks=0 


12  ^   pmit     ^      ? 
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Solutio     problematis    geometrici. 

Auetore 

0*"^  Christiano  Fr.  Lindman^ 

Lect.  S tren^nesensi. 


Probl.  Triangulorum  omniam^  quae  ejusdem  sint 
perimetri  (=2/?)  et  in  eodem  circulo  (rad.  =:r)  descripta 
sinty  maximam  et  minimum  iDvenire. 

Daobas  angulis  ^**  quaesiti  =99  t|;  positis,  tertius  est 
=  7C  — (9-|-'4^)  et  latera  opposita  2rSiD(p,  2r Sinti),  2rSm(q>-\-il;) 
resp.    Posita  igitur  superficie  =  T,  habebimus 

T=2r«Sio9Sintf;Sin(9+tf;),    r(SiD9  +  Siiiif;+Sin(9  +  i/;))=f/ 

vel,  positis 

T  p 

2r^  r 

u  =  Siii9Siiit|;Sin(9-f'4^)»  0) 

Sioy  +  Sintf;  +  Sin  (9  + 1/;)  =  a.  (2) 

Ut  calculus  facilior  fiat^  ponamas 

g>-|-i^  r=  2a?y    q>  —  ij;  =  2y,   atque   ideo   9=:a:  +  y,  i/;  =  j?— -y, 

quo  facto  aeqaationes  (1)  et  (2)  mutantur  in 

i4=Sin(a:+y)8in(a:~y)Sin2a?,    Sin(a:+y)  +  Sin(a:— y)+Sin2a?Äa, 

vei,  cognitis  formulls  utendis,   in 

u  =  (Cos  «y  -  Cos  %)  Sin  2a: ,  (3) 

2  Sin;a:  (Cos  ^;-f  Cos  x)  =  a.  (4) 

TheU  XXXV.  32 
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Ex  aequat.  (4)  invenitar 

Cos  «/  =:  cttt: Cos  X  >  (5) 

quod  in  (3)  ductum  sappeditat 

u=^  -^CoXx  —  2aCo8%,  (6) 


unde  patet,  qnabtitatem  a  qssq  >  2  Sin  2^,   quoniani   necesse  est, 
sit  ti  >  0.    Differentiando  invenitur : 


•j-  =  —  fto'   Q    4-4<iSina:Cos;r, 
dx  2iSin*a; 


M 


dx^  S'm^x 


+  SaCo»^x-ia. 


Posito    -v-=i:0,   invenimus  aequationeni 

8  Sin  ^x  Cos  x=^a  (7) 

ex  qua  valores  maximo  et  minimo  respondentes  deterniinandi  sunt. 
Quia  iest  a:  <  ^   et  maximum  quantitatis  Sin  ^.r  Cos  a  est  =  -«-> 

necesse  est,   sit  a  ^  ""S"  •     Posito  Sin*:r=T,  aequ.  (7)  transit  in 

^4  -  42»  +  ia^  =  0,  (8) 

cujus  radices  ope  theoreniatis  Cel*  Sturmii  excutiamus.  Itaque 
est  f(z)=z^'-iz^  +  id^,  prima  derivata  =:f'(z)=4z^—l2z^,  et  resi- 
dua,  mutatis  signis,  /2(2)  =  32*  — 4a^,  ^(2)=3  — 2,  f^(z)=ia^—^, 

3i/3 

Duae   igitur    rudices  aequationis  (8)  sunt  =3,    si   est   a=— „-» 

et   duae  imagiiiariae.    Si   est  2  =  3,   A*""  est  aequilaterun^ ,    quo 

3i/3 
majus  in  circulo  describi  non  potest.     Itaque  jani  ponamus  a< — 5-. 

Quouiam  est  2  =  4Sin%,  necesse  est,  sit  4>2>0,  et  ex- 
quirendum  est>  num  quae  radices  aequationis  (8)  intra  hos  limites 
cadant,  quamobrem  ponatur  2  =0,  4,  oo^  itemque  =3,  qui  valor 
maximo  quantitatis  Sin^^Cos^r  respondet.  Ita  oriuntur  hae  series 
^igoorum : 

si2  =  0  +4.     —     +     — 

2  =  3  ~     4.     +     +     — 

z=4  +     +     +     -     - 

„     2=0D  +        +       +      —      — 


>t 
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unde  apparet,  duas  esse  radices  positivas,   quarum  utraque  intra 
limites  0  et  4  cadit^  altera  intra  ü  et  3,  altera  intra  3  et  4  h.  e. 

Q->a:>0,    o^^^T*      Quoniani   est   a  >  2  Sin  2a:,    ex   aequa- 
tione  (7)  colligitur  esse  2Sin%>  1  vel  a:>  j. 

Aequatio  (c)  cum  (7)  conjuneta  demonstrabit,    quando  sit  u 

niaxinium  aut  mininium.     Aequatio  (7)  dat  ^.   3    = ,   quod 

in  (c)  substitutuni  suppeditat 

^2  =  4a(4Co82a:-l), 
unde  intelligltur,  u  esse  maximum,  si  est  x^t^^  minimum,  si  est 

Postremo  quaeri  potest^  quomodo  x,  y,  ff»  '^  inter  ae  cohae- 
reant.     Posito  in  (5)  8  Sin  ^j;  Cos ä-  pro  a,  evadit 

Cos^  =  4Sin  ^w  Cos  x  —  Cos  o:  =  3  Cos  x  —  4Cos^a:  =  —  Cos  3a:. 

Sequitar,  ut  sit 

^  =  TT  —  3a: ,   si  est  0"  >•  ^  >^  T » 
yz=,Zx — n,    „     „     2  ^^^3* 
Posito  igitur  a:=ö'--w  (w  <|rt)>  evadit  y=3ti?,  <3P  =  «-  +  2w, 

1^  =  0— 4w,    ^— (9+i(/)  =  Q  +2w; 

^<"n  est  aequicrurum  et  latus  >  latere  ^'  aequilateri. 

Posito  denique  a:  =  «-  +  w,    invenitnr    y  =  3«?,    9  =  «-  +  4««?, 

"TP  TT 

1/^  =  ö-  —  2«? ,    ;r  —  (qp  + 1/;)  =  «■  —  2w ; 

^um  est  aequicrurum  et  latus  <  latere  ^*  aequilateri. 


Ueöuiiotaiifga/ien  für  SrAiitfi: 


Uebungsaiifgaheii    für  Schüler. 


Vi>t>  Herrn  Dr.  C  liri  b  ti  ii  ii  F  r.   Linrimn 

I.     Dato  latere  (=ii)  trianguli  aequicniri,  vanantil>us  vpro  batii    1 
angulisque,  invenire  lociim  geometricuni 

I)    puricforuni,   übt  altiludine^  intersccaiiteH  con-veniant ; 

{si  latus  17  est  axix  abecissaruni  et  punctitni,  obi  lateil 
convcniunt,  or'igo  coordinatanim  orthop.,  aeqnatio  low 
quaesiti  est 

.,._S!<£=£)„ 


o  +  a 


-): 


1)    centrnrum  cireuli  ii]scri)>ti. 

(Origine    in     yltero    lateris    punc:tn    extremo    collocal 
aliKcissisque  positivis  einistroTi^iini  pumlis,  idpni  atque 
in  priore  probicmate  locus  invenitur.) 
Cfr.  Fraiigneur.  Conrscomplet.  Brux.  1838.  Toni.  II.  pag.  382. 


II. 

Onrvar 

mDdr> 

iiiveritniü  rectjficare  et  qw 

adr 

are. 

(S 

per 

cies   in 

ra  cur. 

am  et  axem  al.scissarum 

est 

=  fl«- 

1 

ill 

Qiiail 

iituiii  i 

Ciirva  illa  describerü. 
alus  quadrati  =^V6') 

I\ 

datum 

[wnctun 

circuli    dato,  duas   rectas    iiitcr 
sie  ducere,  ut  sup^rlicies,  iis  d 

cu 

verticule« 
oque  GOiiten 

maximiini   iinl  niinimuui  evailat. 

Y.  8i  lei'ta  quaedaiu  circuliim  scuat  in  punclis  A  et  B  \ 
altera  recta  priori  wrlicalrtJ  illam  secat  in  E  et  circulum  in  C 
W,  Bemper  psI 

AE'^  +  BE^  +  ÖE*  +  D&=  quadrato  Hian.etri. 

(Theorenia  illnd    in  Lexico  KlügeMano   rpperitur   (Kreti 
arl.  48.),  sed  demnni^tratin  simplicior  IJen  potest.     Praeterea  tfa« 
rema  demoiistrari  potest   uteiida  Eucl.  II.  ü.  aut  10.,   prout  E  intrft 
aiit  exira  circulum  jacet.) 


M  i  s  c  e  I  I  e  n. 


Cnj ,  in  Anechluss  an  meine  frühere  Mittheilung  im  ersten  Uefle 
dieses  Theiis  S.  ]I9.  fernerhin  zu  zeigen,  ivie  eifrig  jetzt  in  der 
herrlichen  Adria  Ueoliacbtungen  i'iber  £l)lie  und  Fhilh  angestellt 
werden,  tbeile  ich  folgenden  Aufsatz  aus  der  Triester  Zeitung. 
1860.  INo.  54.  mit.  Müge  dieeer  Eiler  in  anderen  Meeren  Nach- 
ahmung finden.  G. 

^B  Heber  Flutbpegel   Im   adrlatüichen  ISeere. 

P  üeber  die  Eljl)e  und  riiitii  im  !\liltelnieer  herrgeht  noch  Fül- 
lige Ungewisshei'.  Die  bisher  vollständigste  .Sammlung;  physika- 
liscber  Daten  über  das  Mittelnieer  *)  Ist  zugleich  eine  Sammlung 
der  widersprechendsten  Notizen  und  Behauptungen  über  die  Ebbe 
und  Flutb,  ein  beinahe  u-iderlicbes  Durcheinander  von  Angaben 
ohne  einen  leitenden  Faden.  Der  Verfasser  gali,  was  er  vorfand, 
und  er  fand  leider  vom  ganzen  Mittelmeere  keine  einzige  lungere 
Beoliacbtungsreibe  über  diesen  Gegenstand;  alles  bisher  zugäng- 
liche lUalerial  liescbrankt  sich  auf  INotatc  einiger  englischer  und 
franziisiiücher  Scbiffscommandanten,  welche  aber  jedesmal  nur  einige 
Wochen  umfassen,  und  unter  einander  wed^r  örtlich,  noch  zeil lieh 
im  Zusammenhange  stehen.  Da  finden  vrir  e»  vor  Allem  sogar 
noch  streitig,  ob  Igglich  zweimal  Ebbe  und  Fluth  einirefe,  wie  die 
iSchulbücber  lehren,  oder  nur  einmal,  wie  viele  erfahrene  See- 
leute behaupten.  Baid  hören  wir,  das  Maximum  der  Fluthhühe 
betrage  nur  einen  Zoll,  bald  einige  Zolle,  bald  sogar  einige  Ellen, 
ohne  dasa  die  Lage  der  Oertlichkeiten ,  Für  welche  jene  Angaben 
gelten  sollen,  irgend  einen  ErklSrungsgruod  dieser  grossen  Ver- 
schiedenheiten darböte.  Einige  Referenten  haben  Newton 'k 
FIulh-Theorie  so  unauslöschlich  inne,  dass  sie  mit  übermässiger 
Tnreingenoiomenheil  nach  Syzygial'  und  Quadratur-Flutben  spähen. 


')Dr, 


n  Dr.  C    1 


Itger.  Leipii 
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^iscelien. 


und  z.  B.  für  Venedig  behaujiten,  die  SpringHuthcn  fingen  biäivei- 
len  auch  3  —  4  Tage  dem  Vnll-  oder  Neumonde  voraus!  Das 
ist  doch  etwas  stark,  die  Wirkung  uoch  vor  der  Ursache  zu 
bemerken;  das  ist  viel  geheimnissvoller,  afs  der  Schatten,  wel- 
chen gewisse  Ereignisse  voraus  irerrea  sollenl  Sir  Francis 
Beaufort  hingegen  bricht  resolut  mit  allem  Geschriebenen  und 
versichert,  dass  der  Mond  nicht  den  geringsten  ElnSues  auf  die 
mediterranen  Gezeiten  habe.  Von  der  Adria  erläbren  ivir  nur, 
daee  im  Ganzen  nichts  zu  erfahren ,  indem  nicht  einmal  von  V'enedig 
regelmässige  Ftnthregister  je  bekanntgeworden  seien.  Es  existirt 
zwar,  wie  ich  gehurt  habe,  eine  sogenannte  berechnete  Hafenzeit 
für  Venedig,  aber  kein  Schiffer  kann  sich  n'ihmen,  jemals  nach 
jener  Vorberechnung  eine  Untiefe  passirt  zu  haben.  Diese  im 
Gebiete  der  physikalischen  Oceanngraphie  wohl  einzig  dastehende 
Resultatlosigkeil  rfihrt  offenbar  davon  her,  dass  bei  der  geringen' 
Differenz  der  mittelländischen  Gezeiten  von  ihrer  genaueren  Kennt- 
nlss  fflr  die  Schifffahrt  sehr  wenig  Gewinn  zu  erwarten  ist,  und- 
man  sich  dessbalb  nirgends  die  Mühe  stetiger  Beobachtungen  auf- 
erlegen wollte.  Allein  aus  dem  geringen  Interesse  der  praktischen 
Schifffahrt  (welches  übrigens  auch  mehr  angenommene  Manier  als 
Berechtigung  ist  ...  .  Stapellaufen,  ....  versandete  KanSIe,  .... 
Barren  u.s  vi.)  folgt  nicht,  dass  der  Gegenstand  für  immer  uner- 
ledigt bleiben  solle. 

Abgesehen  von  dem  praktischen  Interesse  ffir  Salinen,  meh- 
rere Arten  des  Fischfanges  u.s.  w.  muss  doch  auch  die  Wissen- 
schaft nach  der  Kenntniss  der  Gesetze  verlangen,  von  denen  die 
Bewegungen  eines  so  bedeutenden  Meeres  abschnitt  es  regiert  wer- 
den. Dies  sollte  um  so  mehr  der  Fall  sein,  da  das  Mitlelmeer, 
wie  man  schon  a  priori  sagen  kann,  jedenfalls  eine  ganz  eigene 
Ebbe  und  Flulh,  unabhängig  von  jener  des  atlantischen  Meeres, 
haben  muss.  Die  Fluth  dieses  letzteren  nämlich  erstreckt  sich 
nur  bis  gegen  Malaga');  von  dort  ao  folgt  das  Mittelmeer  eige- 
nen Gesetzen;  und  eben  dessiregen  ist  es  noch  fraglich,  ob  sich 
überhaupt  die  bekannten  Grundsätze,  nach  denen  man  die  Gezei- 
ten des  offenen  Oceans  beurtheilt,  auch  auf  das  davon  abgeschlos- 
sene Becken  des  Mittelmeercs  anwenden  lassen. 

Ein  Umstand  ist  es  besonders,  auf  welchen  die  Physik  bis- 
her nicht  geachtet  zu  haben  scheint.  Die  Newton-Laplacesche 
Theorie  setzt  bei  der  Erklarnrg  der  zweimaligen  Ebbe  und  Fluth 
wesentlich  ein  über  mehr  als  ISO  Längengrade  ausgedehn- 
tes   Meer   voraus.     Daraus    folgt    sogleich,    dass    nach    derselben 
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Theorie  das  kleine  Mittelitieer  nur  cioinal  tSeüch  Ehbe  und 
Flutli  baheii  kOnne.  iuAcm  es  von  der  zweimaligen  Fluth  Aee 
Oceuns.  wie  oben  ernäbnl,  aligeschlossen  ist,  in  sich  selbst  aber 
nicfat  Hie  Bedingun<;en  eine^i  secbestfindigen  Kexeitenwecbsels  be- 
siUt.  Dieser  meines  Wissens  trotz  seiner  Fojgericbtigkeit  bisher 
ignorirte  Fulgesatz  der  gangbaren  Theorie  verlangt  vor  Allem  Be- 
stäligung  durch  regelmässige,  verlässliche,  jahrelang  fortgesetzte 
Beofauchlungen.  Uebrjgens  ist  es  auch  noch  nii:ht  überflüssig,  die 
Newton'scbe  Erkinrungsweise  auf  ihre  Giltigkeil  zu  prüfen,  da 
Herr  V.  t.  Strefflenr  in  einer  schon  vor  13  Jahren  veröffent- 
lichten Abhandlung  ')  mit  guten  Gründen  nacbireisel,  dass  bisher 
nur  die  Hiihen  uFid  Zeiten,  nicht  aber  die  Richtungen  der  Flutb- 
wellen  erklärt  nareti,  ans  seiner  eigenen  originellen  Erklärungs- 
weise aber  (durch  die  Fliehkraft)  »ich  sowohl  die  Uebereinstiroraung 
mit  den  Moiidesphasen  und  Oulniinatinnen,  als  auch  alle  andern 
noch  conlroversen  Eigenthümlicbkeiten  folgerichlig  ergeben.  Diese 
»war  wenig  beachtete,  aber  nie  widerlegte  Ansicht  verdient  eben- 
falls «ine  eingehende  Priifung  am  Mttlelmeere. 

Aus  all'  diesen  Gründen  habe  ich  meinestheils  seit  drei  Jah- 
ren im  Quaruero  Fluthbeobachtiingen  mit  gleichzeitiger  Herück- 
sichtigung  des  Luftdruckes,  des  Windes  und  sellistverständlich 
der  >inndes|)hasen  angestellt,  und  bin  daran,  meine  Resultate  zu 
verOSentlichen. 

So  sicher  aber  dieselben  ffir  den  Quarnero  gelten,  so  wenig 
können  sie  ausreichen,  um  daraus  auch  nur  über  die  Gezeiten  der 
Adria  mit  Sicherheit  abzusprechen,  noch  weniger  über  jene  des 
Mittelmeers.  Auch  ergibt  sich  zwar  ein  ganz  beslimnites  Gesetz 
daraus,  und  die  Art  der  Beeinflussung  durch  verschiedene  Modi- 
Gcatoren  des  Grundpfaänomens:  aber  es  ergibt  sich  noch  keine 
stichhaltige  Erklärung  dieses  let/.teren  selbst.  Ich  muss  es  dem- 
nach als  eine  sehr  grosse  und  dankenswerthe  Förderung  der  Wis- 
senschaft betrachten,  dass  Herr  Ritter  Smaich  von  Svet  Ivan, 
k.  k.  See-Sanitäts-  und  Hafen -Inspector  in  Fiume,  welcher  schon 
wiederholt  für  die  naturwissenscbaftliche  Erforschung  dieser  Ge- 
genden in  liberalster  Weise  sich  bethütigte,  nun  auf  meine  Bitte 
auch  regelmässige  Flulhbeobachtutigen  durch  das  Personal  des 
L.  k.  Sanitäts-  und  Uafenanites  eingeführt  hat.  Das  ^ianitäts- 
Wachlocal  liegt  unmittelbar  am  Meerbusen,  so  dass  der  Sanitäts- 
tvächter  den  angebrachten  Pegel  stets  vor  Augen  hat.  Der  Null- 
punkt (der  mittlere  Stand  des  Meeres)  ist  von  mir  durch  mehrjährige 


Beobachtungen  Testgestellt.  li'td  Windrichtung  wird  bei  jeder  B«- 
obachtüDg  (in  Zwischenräumen  von  1—3  Stunden  zwischen  Auf- 
gang untl  Untergang  der  Sonne)  bemerkt.  Der  Barometerstand 
wird  an  der  meteorologischen  Station  nnaeres  Gymnasiums  beob- 
achtet.  Für  die  Nachtstunden  wird  ein  Apparat  an;;ebrachl  wer- 
den, aus  welchem  man  wenigstens  das  Maximum  oder  Minimum 
des  Meeresstandes  wird  entnehmen  künnen.  h'ür  Fiume  also  wäre 
gesollt.  Aber  das  ist  noch  gar  wenig.  Lussin,  Fola,  Triest; 
Venedig,  Zengg,  Zara,  Lissa,  Hagnsa  wären  innerhalb  unserer 
Küsten  noch  sehr  wichtige  Stationen,  um  den  Gang  der  Fluth  zn 
verfolgen  und  zu  erklären.  Das  Mittelmeer  verlangt  ebenfalls 
seine  Stationen.  Möchten  die  betreffenden  hocblüblichen  Hafen- 
Inspectorate,  Hafenämter,  die  Herreu  Hafen -Commandanten  u.s.  w. 
wo  möglichst  im  Einvernehmen  mit  Professoren  der  Physik  und 
mit  Barometer- Stationen  ähnliche  Beobachtungen  veranlassen  und 
sie  consequent  überwachen!  Eine  Latte,  »eiche  für  viele  Jahre 
ausreicht  und  zwölf  Bogen  Papier  jährlich,  sind  die  einzigen  spe- 
ciellen  Auslagen  für  diesen  Zweck.  Eine  Methode,  den  Nullpunkt 
ohne  lang  vorhergehende  Beobachtungen  ausfindig  zu  machen,  bin 
ich  erbötig,  auf  Anfrage  allen  jenen  raitzutheilen,  welche  sich  zu 
regelmässigen  Beobachtungen  verpflichten  wollen.  Ueber  den  Ort, 
vrohin  die  Beobachtungen  am  zweckmässigsten  einzusenden  wären, 
läset  sich  später  verhandeln.  Vorläutig  erkläre  ich  mich  bereit  XB 
allen  Auskünften  und  zur  Bearbeitung  der  Daten- 
Fiume,  den  I.  März  1860. 

Dr.  J.  R.  Lorenz. 


Ber  I  ebtlguage  n. 
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Tbl.  XXIX.  S.  262.  Z.  15.  statt  , 

Thl.  XXXV.  S.  47.  Z.  12.  und  1 1. 
gemeinen  zusammenfallen"  heissen 
sammenfallen". 

Im  Literarisch.  Berichte  Nr.  CXXXIX.  S.  9.  Z.  11.  statt 


luss  es  statt:    „im  Ali- 
Allgemeinen  nicht  ZU'   I 


Thl.  XXXII.  S.  462.  Z.  6.  muss 
Ende  der  Zeile  statt    jj  heissen: 
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Literarischer  Bericht 

CXXXVII. 

In  der  Nacht  vom  26sten  Euni  27sten  MSte  1800  starb  ru 
Pnvia 

Anton  Bordonl, 

hacfailem  er  eben  erst  zum  Senator  ernannt  norden  n-ar.    Uerselb« 
war  Ehren -Director  der  mathematischen  Facultät  und  emeritirter 
Professor   der   Geodäsie  und    Uydrometrie    an  der  Universität  zu 
Paria,  durch  verschiedene  treffliche   wissenachaftliche  Arbeiten   ' 
»ielfach  verdient.     Er  nar  geboren  am  L>Osten  Juli  1?89! 

Einen  mir  mitgetheilten  ausrührlicbern  Necrolog  des  trefflichen 
Mannes  ivürde  ich  mit  besonderem  Danke  in  das  Archiv  auf- 
nehmen. €i. 


Preisaufgabelt  der  kaiserlichen  Akademie  der  WiSHen- 
schaften  zu.  Wien. 

1.     Ad»    der    Cbemlei 

Unter  sämmtllchen  bis  jetzt  bekannten  Säuren  gibt  es  keine, 
deren  Verhalten  zu  den  Basen  sich  so  mannigfaltig  und  zugteicb 
von  den  übrigen  tjäuren  so  abneichend  zeigt  als  das  der  Pbos.- 
phoTsäure. 

Viele    Chemiker   haben   sich   mit  der  Erforschung  der  Eigen- 

thflmlichkeiten  der    Phosphoreäuren  beschäftigt  und  ebenso  rnerk^ 

wQrdige  als  lehrreiche  Tbutsachen  sind  dadurch  beknnnt  geworden 

ThLKXXV.  Hti.  I.  1 
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Unsere  chemiechen  Kennlnisse  von  iliesen  SSuren  sind  aber  noch 
nicht  vollständig  und  e«  gibt  noch  viele  unklare  Parlicn  tind 
gar  LficIcGD  in  denselben.  Bei  den  gegenwärtigen  Hilfsniitteln  i«t 
gegründete  HoRaung  voriianden,  dass  eine  wiederholte  und  spw 
cielle  Untersuchung  der  Kenctioneii  und  der  Sal^-e  der  Phosphor; 
säuren  dazu  führen  ivurdc,  die  cr»üiischte  Aufklärung  nnd  Volk 
ständigkeit  in  diesen  wichtigen  Theil  der  Wissenschaft  zu  bringen, 
Die  mathematisch -naturwissenschaftliche  Ciasse  der  kaiser- 
lichen  Akademie  hat  daher   beschlossen,    folgende    PreisaufgabS^ 
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Steigerung  der    Temper 

genaue    Bestimmung   de 

Wasserverlustes  geivöu 

Untersuchung  der  Salze,  welche  sich  auch  auf  die  mi^ 
von  zusammengesetzten  Hadicalen  zu  erstrecken  häftf^.. 
müssle  somit  nicht  bloss  eine  elementare  sein,  sondern  es  wär^ 
dabei  vorzüglich  der  Wassergehalt  und  die  Temperatur,  bei  wel- 
cher die  einzelnen  Aequivalente  des  Wassers  entweichen,  zu  be^ 
Tücksichtigen.  Zur  besonderen  Empfehlung  würde  es  dienenj 
wenn  die  Beantwortung  auch  eine  genaue  Untersuchung  der  Kry- 
statigeslalten  so  wie  der  optischen  und  anderen  physikalisch eV^ 
Eigenschaften  in  sich  schlösse.  Es  wären  endlich  die  Varietätei^ 
der  eiubasiachcii  Phosphorsäure  besonders  in's  Auge  zu  faseftifif 
Theeretische  Gesichtspunkte  sind  nicht  ausgeschlossen,  es  »it^n 
aber  besonderer  Nachdruck  auf  die  Ermittlung  sicherer  Thatsachetl' 
gelegt. 

Der  Einsendungstermin  ist  der  31.  December  18G1.  Die  Er^' 
tbeiloDg  des  Preises  von  150  k.  Ir.  österr.  Münz- Ducaten  erfolgt 
bei  der  feierlichen  Sitzung  am  30.  IMai   1862. 


Ans  der  nechanih. 


lg  des  Nutzeffectes  eines  Wasserrades,' 
s  hydraulischen  Motors  iiherhaupt  kommt. 
,  die  iu  einer  gewissen  Zeit  dabei  ver- 
i  Motor  consumirte  Wassermenge  zu  finden^ 
er  Vergleichung  dieses  bei  einem  gegeb«neii 
(ietJiile  verbrauchten  Wasser(|aantums  mit  der  gloicbzcItigeH  Lei-'„ 
stung  des  Motors  oder  der  Kraftmaschine  dieser  Nutzeffect  aii<t 
geben  las  st. 


Bei    der    Besün 
einer  Turbine  oder 
es  wesentlich   darauf  a 
wendete,  d.  i. 
indem  sich  ni 
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Unter  allen  Mitteln  aber,  diese  Wassertnenge  zu  finden,  ist 
das  bisher  dahci  befolgte  \'erfahreri:  entweder  in  den  Ober-  oder 
in  den  Dnter-CanalT  durch  welche»  das  Wasser  dem  hydrauli- 
schen Motor  Eu^eleitet  wird  oder  davon  abfliegst,  einen  Qoer- 
dchireller  oder  Uelierfall  einzubauen  und  das  Wasser,  »elcbes 
fiber  dieiüen  nbOiesst  oder  überrällt,  eu  messen,  noch  das  einfacbstH 
und  ausCührbarsle.  Bekanntlich  findet  man  die  per  Secunde  fiber 
einen  solchen  üeberl'all  oder  Scbwellcr  fliesseude  Wassermenge 
aus  der  Formel: 

in  welcher  6  die  lichte  (horizontale)  Breite  der  Oeffnung,  wenn 
man  nämlich  auf  den  Schiveller  zu  beiden  Seiten  Bretter  oder 
sogenannte  FlügelH'ände  auTäetzl,  oder  M-eiin  dies  nicht  der  Fall, 
die  lichte  Breite  des  Canales;  A  die  Hübe  des  noch  ungesenkten 
Wasserspiegels  über  der  obersten  Kante  des  nach  vorne  zu  ab- 
cescfarägteii  Schwellers,  endlich  rit  einen  Erfabrungs  -  Co£ freien tei^ 
bezeichnet,  itelcher  sich  jedoch  mit  der  Hübe  des  Scbwellera  1 
Aber  dem  Grundbrett,  der  Hillie  des  Wascerspiegel»  über  den«! 
Schweller  oder  Ueberrall,  mit  der  Geschwindigkeit  mit  «reicher 
das  Wasser  an  diesen  ankommt,  sowie  auch  noch  mehr  oder  we- 
ni!>er  Sndert,  je  nachdem  der  Schweller  an  der  vorderen  Seite 
trocken  liefet  oder  ebcnfuls  vom  Wasser  benetzt  wird. 

Es  bedarf  übrigens  kaum  der  Erwähnung,  dass  das  VorhandeM*  ■ 
oder  Nichtvorhandensein  von  Fliigelwänden  auf  diesen  Cofiflicieifi  J 
ten  den  bedeutendsten  Eintluss  bat  und  diese  beiden  Fälle  gleich  i 
von  vorne  herein  getrennt  werden  müssen.  ,■  I 

Da  eä  sich  nun  vorzüglich  um  die  nifjgticlist  genaue  Bestint^  J 
muDg  dieses  Frfabrungs-CoerScienten  aus  Versuchen  im  grosse«  I 
oder   natürlichen  Maassstabe,    nämlich   unter   solchen    Umständen;  I 
handelt,  wie  solche  eben  in    der  Anwendung  oder  Prasis  für  deü  1 
angedeuteten  Zweck  am   häufigsten  vorkommen,  indem  ein  Fehler 
selbst  erst  in    der   dritten  Decimalstelle    dieses  Coeflicienten  den 
gesuchten  Nutzeffect  schon  um  5  bis  10  Procent  unrichtig  machen 
kann;  da   ferner  die    in  dieser  Richtung  vorgetiomnienen  Bestim- 
mungen von  Ey  tel  wein,  liidone,   Castel.    Lebros,  Weiss- 
bacfa  u.  A.  nicht  alle  eben   genannten    Umstände   berücksichtigen 
und.  seihst  die  in  der  neuesten    und    vollständigsten  Abhandlung 
von    Boileau    (Traite  de   la   Mesure   des   eaux  courantes,   Paris     i 
1854)  gegebenen  Coeflicienten  eine  Vergleicliung  und  Bestätigung  >1 
wQnBchcnsneitb    machen,  so  schrciiiC    die   kaiserliche    Akademie    | 
der  Wissenschaften  einen  Preis  von  20U  Stück  k.  k.  Osterr.  Münz' 
Uucaten  für  die  beste  preiswürdige  Abhandlung: 

über   die    Bestimmung   <ler    per    Secunde    über 
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«inen  Schneller  oder  üeberrall  mit  und  ahm 
Flügel  ivünde  flieseeiulen  ti  der  stürzenden  Wa»t' 
eermenge,  unter  Berfluksichthgung  aller  {obetf 

— -        '    erwähnten)  in  der  Anelührung  im  Groseen  vor« 

M<-  kommenden  fälle 

ans,   wozu  selbtitverstStiillicb  nur  Versuche   int  GroKsen  oder  na* 

ttfrlichen  Maasstabe  f&bren  klinucn. 

Der  Einsendnngetermin    ist   der  31.  December  18(}3.     Die  E^ 

theilung  des  Preises  ßndet  in  der   reierlichen  Sitzuni;  aro  3Ü.  Mat 

1863  Statt. 

't 

Die  um  einen  Preis .  iverbenrien  AlihandliiFJgen  dürfen  deili 
Namen  des  Verrassers  nicht  enthalten,  sind  aber,  wie  nllgemeiil> 
üblich,  mit  einem  Wahlspruche  ku  vergehen.  Jeder  Abbandiunj;' 
hat  ein  versiegelter,  mit  demselben  IVIotto  versehener  Zettel  bei- 
zuliegen,  der  den  Naniun  des  Verfassers  enthält.  In  der  betreff' 
Tenden  reierlichen  Sitzung;  eröffnet  der  Vorsitzende  den  versiege!^' 
ten  Zettel  jener  Abhandlung,  iveliber  der  Preis  zuerkantit  nurdef! 
und  verkündet  den  Name  I  s  Verfassers.  Die  übrigen  Zettel' 
werden  unerüffnet  vc  I  n  t  d  e  \bhandlungen  aber  aul'bewahr^ 
bis  deren  Verfasser  s  c  zu  u  Ic     e  langen. 

Theilung  eines  P  e  ses  u  te  mehrere  Beiverber  findet  nicbl 
Statt. 

Jede  gekrüiite  PreisscbriFt  bleibt  Eigentliura  des  Verfassers^ 
Wünscht  es  derselbe,  so  tvird  die  Schrill  von  der  Akademie  alä' 
abgesondertes  Werk  in  Druck  gelegt.  In  diesem  Falle  erhält  Aet 
Verfasser  fünfzig  Exemplare  und  verzichtet  auf  das  Eigenthumy- 
recht. 

Abhandlungen,  welche  der  Veröffentlichung  würdig  sind,  ohn«^ 
jedoch  den  Preis  erhalten  zu  haben,  können  mit  Einwilligung  de« 
Verfassers  entweder  in  den  Schritten  der  Akademie  oder  auch:' 
als  abgesondertes  Werk  herausgegeben  werden. 


Geschichte  und  Literatur  der  Mathematik  und' 
Physik. 

Atmanach  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissen- 
Bchaften  in  Wien.     Neun  ter  Jahrgang.     1859. 

Auch  dieser  Jahrgang  des  Almanacha  der  kaiserlichen  Aka- 
demie der  Wtssenschaftea  in  Wien,  dessen  achten  Jahrgang  wir 
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im  tiilcrorischen  Bericht  Nr.  CXXI.  S.  6.  anzuzeigen  das  Ver- 
gnügen hatten,  giebt  »ieder  ein  sehr  errrealiches  Bild  von  der 
grossen  Thäligkeit  dieser  hohen  gelehrten  Körperschaft  in 
allen  Theilen  der  in  ihr  Gebiet  gehörenden  Wissenscharten, 
von  der  Wichtigkeit  ihrer  Arheilen,  und  von  dem  grossen  Auf- 
schwung, welchen  die  Wissenschaften  dadurch  in  Oesterreich 
Bchott  getvonnen  haben  und  fortnährend  immer  mehr  nehmen, 
wobei  namentlich  aucli  das  Hervortreten  einer  nicht  geringen  An- 
zahl jöngerer  Talente,  deren  Arbeiten  in  den  Silstungsberichten 
veriiffeiit licht  werden,  einen  Jeden,  der  an  den  Furtschritten  der 
Wissenschaften  irahrhafl  Tbeil  nimmt,  mit  Freude  erliillcn  inuüR. 
Dies  ist  auch  der  beste  Beweis,  nie  trefflich  und  mit  welchem 
grossen  Erfolge  die  kaiserliche  Akademie  der  Wissenschaften, 
neben  ihren  anderen  auf  die  Weilerführung  der  WisGenschaften 
an  sich  Bezug  habenden  grossen  Obliegeuheiten,  auch  den  Theil 
ihres  Berufs,  welchen  wir  keineswegs  als  den  untvlchtigsten  zu 
betrachten  geneigt  sind,  nämlich  eben  die  möglichst  grosse  Ver- 
lireilung  der  Wissenschaften  und  Heranziehung  und  Ermunterung 
jfingerer  Talente  zur  tüchtigen  und  kräftigen  Arbeit  auf  deren 
weitem  Felde,  zu  erfüllen  bemühet  ist. 

Der  vorliegende  Jahrgang  Ist  stärker  wie  die  sHmmtlichen 
früheren,  indem  derselbe  sich  diesmal  auf  zwei  feierliche  Sitzun- 
gen: die  vom  31.  Mai  IS5S  und  die  vom  30.  Mai  183«J,  bezieht, 
also  auch  zwei  Berichte  der  Sekretäre  über  die  Arbeilen  der  Aka- 
demie in  dem  Zeiträume  von  zwei  Jahren  enthült,  wo  namentlich 
ftir  die  Leser  des  Archivs  die  beiden  Berichte  des  General- Se- 
kretSrs,  —  des  Herrn  Professor  Schriitter,  —  welche  ein  biiehnt 
anziehendes  Bild  von  der  Thätigkeit  der  Akademie  anf  dem  Ge- 
Liete  der  mathematischen  und  Natur- Wissenschaften  liefern,  von 
grossem  Interesse  sein  werden.  Aber  auch  ausser  diesen  Berich- 
ten über  die  ungemein  vielseitigen  und  weit  ausgedehnten  Lei- 
Blungen  der  Akademie  enthält  dieser  Jahrgang  zwei  Reden,  welche 
wir  wegen  ihres  lehrreichen  und  interessanten  Inhalts  der  Auf- 
merksamkeit unserer  I>eser  besonders  empfehlen,  nämlich: 

1.  Vortrag  des  Präsidenten  der  kaiserlichen  Akademie,  Herrn 
Dr.  Andreas  Frcibcrrn  von  ßaumgartner:  Ueber  den 
fielst  der  NalarfoncboDg  unserer  Zelt  und  Ihre  Be- 
■nltatc; 

2.  Vortrag  des  wirklichen  Mitgliedes  der  kaiserlichen  Aka- 
demie der  Wissenschaften,  Herrn  Director  K.  von  Liltrow: 
Vrlvatlelitiiiisen  auf  nstronomlschem  OebIete*)> 


;il   XXXIV.  Kr.  \I1. 
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Ueber  den  IntereasaaleD  Inhalt  der  ziveitcii  dieser  bejiIeD 
Uedeo  haben  wir  uns  schou  l'ruher  au sgea prochen.  Wft« 
die  erale  betrifft,  «i  ist  dieselbe  ein  neues  Zengnisa  von 
dem  tiefen  geistigen  Gehalt  ihres  berühmten,  von  uns  auch 
peTfiüolieh  hochverehrten  Verfassers.  Wir  halten  es  in  diesem 
Falle  für  ganz  überllüssii;,  etwas  Weiteres  i'iber  diese  Rede  zd 
sagen,  müchlen  jedoch  diejenigen  Natur Tarsch er,  »eiche  cinet^ 
krassen  Materialiämus  huldigen  und  in  dem  Irrtliume  b»fange|[L 
siad,  auch  die  geistigen  Processe  auf  Benegung  der  Materie  zu* 
rückfähren  zu  wollen,  auf  den  Schluss  dieser  schönen  Rede  driiK 
geud  hiniveisen  und  aufmerksam  machen.  Wenn  der  geehrt^ 
Herr  Verfasser  auf  S.32.  sagt:  „Eine  Behauptung,  welchj 
die  mehr  als  lOtiOjährige  Ueberzeugung  der 
genden  Mehrzahl  der  Menschen  erschüttert 
moraliBchen  Werth  unse  rer  Handlungen  in  Frage  stell't 
seihst   für    den    Bestand    der  bürgerlichen   Gesellr 


eil» 


Schaft  keines»! 
nicht  ausgespr 
sehr  überzeuge 
keiten    beseitig 


ollte  füglich 


s  ohne  Bedeutui 

hen   werden,    nenn    man  sie    nicht  auf 
de    Gründe  stützen,   alle    Scbwieri 
.  und    die  Widersprüche    zu   beheb 
vermag,  in  ilenen  sie  mit  anderen  ausgemachten  Wal 
heiten    steht",    so  unterschreiben  nir    diese  Worte   aus   dem 
Grunde  unserer  Seele.     Auf  einer  nJe  schwachen  und  nnsiehereä 
Basis  aber  die  Ansichten  der    materiülislischen  Naturforscher 
derer  Zeit  ruhen,  haben  wir  in  der  Kürze,  und  zugleich  allgemein 
versländlioh,    nirgends   so  schlagend  nachgewiesen  gefunden,  atv 
in  dieser  schonen  Rede.  —  Schon  deshalb  möchten  wir  namenf> 
lieh    auch   alle  Lehrer    au    hüheren   Unterrichtsanstuiten,    ivelcb^ 
am  meisten    dahin   zu  trachten    haben,  ihre  Schüli 
krassen  {VlaterJalismus  zeitig    zu  bewahren,    dringend  bitten,  sic^ 
mit  derselben  in  eingehender  Weise  bekannt  zu  machen. 

Worauf  wir  schon  bei  den  früheren  Jahrgängen  mehrfach  hli 
geniesen  haben,   dass  dieser   Almanach    wegen    der  vielen  darin 
enthaltenen   literarischen   Notizen   auch    als    ein  wichtiges  Hülfs- 
mittel  zur  Geschichte  der  Literatur  zu  betrachten  ist,  gilt  natuf< 
lieh  auch  von  diesem  Jahrgange  ganz  in  dermlben  Weise. 


Arithmetik. 


(Jeher  Kapitalien-  und  Rentenversicbei 
Carl  Hessler,  Lehrer  der  Elemantar-Mathe 
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Kommunal-Oberrealschule  auf  der  Wieden  in  Wiea. 
(Abice.lnic-kt  aiiH  dem  Programme  der  Wiedener-Ober- 
r«alii(;[iule  und  durcb  Zusätze,  Beispiele  und  Takellen 
vermehrt)-     Wien.     Sallmayer  und  Komp.     I8tX>.    8. 

Diese  kleine  Schrift  enlhült  eine  sehr  deutliche  und  gründ- 
liche, zugleich  in  niehrrucher  Weise  cigenlhümliche  Darstellung 
(tes  aul'  dem  Titel  genannten  (üegenslandes,  troliei  der  Herr  Ver- 
fasser steh  zugleich  bemüht  hat,  alles  das  zu  erläutern,  wna  zum 
Versländniäs,  ohne  auf  andere  Schriften  über  poliüsche  Arith- 
iiielik  zurückgehen  zu  müssen,  erforderlich  ist,  eine  Behandlungs- 
weise,  welche  dem  Zwecke  einer  Schulechrilt  jedenfalls  sehr 
wohl  entspricht.  Er  entwickelt  deshalb  zuerst  die  allgemeinen 
Principien  der  WahrsL-heinlichkeilsrecbnung,  giebt  dann  die  all- 
gemeinen Begriffe  über  Sterblichkeit,  erläutert  die  Principien  der 
verschiedenen  Slerblichkeitstarelu,  und  zeigt  hieraufdie  Anwendung 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  das  Leben  der  Menschen. 
Nach  diesen  allgemeinen  wissenschaftliLlieu  Grundlagen  geht  er 
sodann  x\i  den  Lebensrersicherungen  und  deren  Berechnung  nach 
den  verschiedenen  Modificalionen  über,  erläutert  die  Berechnung 
durch  zweckmässig  gewählte  Beispiele,  und  (ligt  am  Ende  sieben 
Tafeln  bei,  worunter  die  Sterblicbkeitstafeln  nach  Süssmilcb 
und  Deparcieux.  Mit  der  einschlagenden  Literatur  zeigt  ersieh 
überall  vollkommen  heknnnt,  und  giebt  seiner  Schrift  auch  da- 
durch noch  einen  besonderen  Werth,  duse  er,  was  anderwärts 
noch  nicht  geschehen  sein  diirfle,  die  Berechnung  der  von  der 
Gesellschaft  „der  Anker"  in  Wien  eröffneten  Ueberlebens- 
Associa  tionen  in  eingebender  Weise  erläutert.  Wir  glauben 
daher  diese  hier  in  einem  besonderen,  vermehrten  und  vervoll- 
lionimneten  Abdrucke  vorliegende  SohuJschrift  unseren  Lesern 
'{ilir  Beachtung  um  so  mehr  empfehlen  zu  dürfen,  weil  das  weitere 
'Eingehen  auf  den  betreffenden  Gegenstand  namentlich  bei  dem 
mathematischen  Unterrichte  auf  Realschulen  aus  einem  doppellen 
(ifesichtspunkte  als  sehr  wQnschenswerth  erscheint:  einmal  näm- 
Ucb  wegen  dessen  grosser  Wichtigkeit  für  das  sociale  Leben, 
ttod  zweitens  weil  jedenfalls  alle  hierher  gehörenden  Aufgaben  in 
theoretischer  Rücksicht  als  treffliche  Uebungsmittel  üei'm  nmtbe- 
Diatiseben  Unterrichte  seh  schon  liingst  geltend  gemacht  haben. 

Teorica  e  Pratica  del  regolo  calcnlatore  per  Quin- 
tino  Sella.  Torino.  Stamperia  Reale.  1859.  (Tasehen- 
buchformat). 

Wir  besitzen,  besonders  auch  in  Deutschland,  schon  mehrere 
Anleitungen    zum    Gebriinch    des    sogenannten    Rechenschiebers 
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(S)l'ling-nil*.  —  H^gle  it  caicul.),  namentlich  eine  eelir  vorzflgllch« 
von  dem  der  WisBeagcliaft  leider  bu  früh  entrissenen  iTefflichen 
Schulz  von  Strassnicki.  Die  vorliegende  fSchril't  des  Hern 
Professor  Quintjno  Sella  in  Turin  tritt  diesen  Schrillen  nicht 
nur  in  der  ivfirdigsten  W^ise  ^ur  Seite,  sonilern  zeichnet  sich 
nach  in  mehreren  , Beziehungen  vnrtheilhaft  aus.  Wir  beben  !■ 
dieser  Ri'kksicht  xunüchst  im  Allgemeinen  hervor;  die  grosse  Deut> 
lichkeit,  mit  welcher  dieselbe  verfugst  ist,  ttnd  die  grosse  Voll- 
stündJgkeit,  mit  tveldier  sie  sich  iiher  alle  Theile  der  Arithmetili» 
der  rechnenden  Geometrie  und  Trigonometrie  verbreitet;  fernab 
die  grosse  Umsicht,  mit  welcher  die  Theorie  des  Instrumenta  ent- 
wickelt und  dasselbe  rScksichtlich  der  Genauigkeit,  welche  es  nt 
gevFäbren  im  Stande  ist,  in  seine  gehörigen  Granzen  gewiesAfe 
worden  Ist;  aber  eben  tio  trefflich  ist  die  äusserst  übersichtlichlt 
)>raktische  Anordnung,  welche  es  möglich  macht,  jederzeit  Rfr  düf 
betreffenden  Fall  die  |)raklische  Regel  mit  grosser  Leichtigtcehf 
Aufzufinden;  endlich  ist  auch  noch  die  in  allen  Beziehungen  treS- 
liehe  und  überaus  elegante  äussere  Ausstattung  hervnrzuhebei^ 
«reiche  das  Büchlein  zu  einem  wahren  Taschenbuche  für  jedejft' 
Praktiker  macht.  |>as8  eine  bildliche  Dartitellnng  des  Reche^* 
acbiebera  auf  einer  besonderen  Tafel  in  sieben  Figuren  nicht  feba 
brauchen  wir  kßum  besonders  zti  ervrähnen.  Endlich  sind  in  Ait 
Parte  quintn  noch  verschiedene  andere  mechanische  USIfsmiC* 
1  Bur  Auslührung  von  Uecbnungen  unter  den  Namen  Regulo 
alcolatore   a  scale  -'-'- 


Icolatore  di  o™,  51;  Regolocalcolatore  a  scale  ripiei- 
te;  Regolo  in  r^rtone  del  Laianne;  Aritmografi;  Ta!^ 
la  calcolatrice  del  Laianne  beschrieben  worden.  Eioj 
ota  sul  numero  di  casi  che  si  possonu  presentare  nell*. 
in  praktisch« 


RQcksicht  besonders  inetructiveii  Quadro  d 
tore  bescbliesst  das  in  allen  Beziehunc^en  : 
pfehlende  Werkchen. 

Wir   iviirdcn    einer  mit  Cnteriicliiiiunge 
BcliSftigenden   deutsohen    Buchhandlung   dii 
Ueberselzun 
Ausstattung, 
hervorgegan! 


^1  regolo  calcola* 
iir  Beachtung  üu  eni^ 

dieser   Art  sich  be> 

Veranstaltung    einev; 

n»   io    derselben   Süsseren    Form    und  trefflichMÜ 

das  Original  aus    der  Staniperia  Reale  in  Turin 

•t,  empfehlen. 


Geometrie. 


Analytische  Eilt  Wickelung  de 
ersfllen   und   merkwürdigen  Pun 


ät/eiiber  dieTrans, 
e   des  Dteiecka  aiM 


,  (^uH«ln).     (Schnf-i 

le^enawertiien  Programms  hat,  ni« 
1  Lehre  von  den  Transveri^aleii  und 
iieüks  aus  allgenieioeren  Principien 
[)t  KU  verallgemeinern  ^eauchl,  wo- 
geometrisch  -  Irigonnmelnsihen  Me- 
nach  Vnraus«ciiickung  einiger  »e- 
iil  <tcr  Aul'lüsuni;  Vau 
mit  Hälfe  Her  Diffe- 


nllgemcinen  Principien.     Von  STIcirci 

Lehrer  nm  fcadioliscbeiiGyninasiu 
prog,an,n,)'). 

Der  Herr  Verfasser  diesei 
üchoii  desi^eu  Titel  besagt,  ili 
merkMürdlgen  Punkten  des  Di 
nie  bisher  abzuleiten,  liberha 
liei  er  sich  einer  gemischten 
thode  bedient.  Pabei  geht  ei 
iiiger  bekannten  goniometrischen  Forme 
vier  Aurgabeti  über  die  Maxima  und  Itli 
rentialrechnung  hauptsächlich  von  der  Aufsähe:  Das  Dreieck, 
welches  durch  die  drei  Uurchschniltiipunkle  dreier 
Transversalen,  deren  jede  die  drei  Seiten  eines  Drei- 
ecks durchschneidet,  heslimmt  vtird,  mitteliü  der  He- 
stimmungstücke  des  Dreiecks  auszudrucken,  welche  auf 
xwei  verschiedeue  Arten  »ufgelüst  uird,.  aus,  und  schliesst  dann 
an  diese  allgemeine  Aufgabe  die  specielleren  Betrachtungen  unter 
den  folgende»  Rubriken  an:  TranHvei'Bnleii >  die  durch  die 
Eclten  des  Dreieck«  yehen.  A.  Im  Allgemeinen.  B.  Im 
Besonderen.  —  TransvcrsRlcn,  welcbe  durch  die  Mit- 
ten der  Selten  de«  Vreiecka  gehen.  A.  Im  Allgemei- 
nen. B.  Im  Besonderen.  —  Dass  die  Abhandlung  neben  be- 
kannten Klil7.cn  und  Relationen  anr.h  niauche  biNber  noch  unbe- 
kannte enthält,  ist  bei  dieser  verallgemeinerten  Behandlungstveise 
natürlich,  und  dieselbe  kann  jedenfalls  als  ein  guter  Beitrag  /ur 
Theorie  des  ebenen  Dreiecks  betrachtet  werden,  weshalb  «ir 
auch  »vOnschen,  dass  es  der  Herr  Verfasser  nicht  an  dem  hier 
Mitgetheilten  liegenden  lassen  möge,   wozu  er  nach  der  Schlnss- 


Itemerkang   durch    < 
KM'ungen  tvurde. 


.    Bat 


inktheit  de^    Raumes  für  jetzt   ge- 


I 

sehen  Akademie  zu  Münster  für  das  Wintersemester  18;^  um 
Herr  Professor  Dr.  Heis  seine  Beobachtungen  über  den  lilanz 
des  veränderlichen    Sterns   Mira    Ceti  aus  den  Jahren  1840  bis 


Astronom] 


*opbi- 


Eicui|ilBr 


:   kei 


I    llaiipttitcl, 
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1859 in  inelructiver  Weise  eusaiumengestellt  und  darauu  allffemein« 
Resultate  gezogen,  iveshulti  <lii-se8  Frngrantm  sulclien,  die  tüch 
mit  ähnliclteii  fteotiachliingen  beücliüriijgen  oder  zu  beeuhäfligM^ 
bealisichti^eii,  7mt  Ueacbtuiig  zu  ejiipfelilen  ist.  Eine  graphia 
Darstellung  der  Heoliaclitun^en  ist  elieiiratls  betgefüift. 


TQaulical    Mon 
ngton.     Octnbe 


Nautik. 


,grapbs.     N...  I. 
,  185!l.     4. 


vatory,     Wa 


Slit  dieser  erstell  Nummer  beginnt  das  National- OLserTMtoriiil 
KU  Washington    unter    der    Direction    de$    hochverdienten    Heu 
lUaury  eine   Reihe  nautiiscber   IMonographien,   auf  die  wir  ihr^ 
Wichtigkeit  Tür  die  Schifft'ahrt  wegen  dringend  aufmerksam  machen. 
Natürlich   kann    hier  nicht  der  Ürt  sein,   auf  Einzelnbeiten  e'ihi 
gehen,  indem  wir  uns  damit  begnügen  mitssen,  den  Inbalt  im  Al^' 
gemeinen    anzugeben,     i)ie   vorliegeiiile  Nummer    hat   die  Uehi 
«chrilt: 

Xlie  winde  at  nea;  their  mean  dlrection  and  annaal 

nverage  duratfon  fruni  cach  of  Ihe  four  qnartera; 

mit  folgenden  Uuterabibeilungen: 


Winds  und  > 
and  calms  ir 
in    the   Indii 


thePa 


ificO 


West  India  and  China  Ne: 

Graphische   üarstellutigen    s\\ 
insitucliver  Weise  beigelugt. 


Atlantic  Ocean.  -  Wind« 
n.  -  Winds  and  valirik 
Winds    and    calms    in  the 


Tafeln    überall   ib 


P  h  y  s  i  k. 


Anfangsgründe  der  Pbyi«ik.  Von  Andreas  Rittet 
von  Ettingshausen,  k.  k.  Regierungsrath  und  Profes 
BOT.  Vierte  Auflage.  Mtt  150  Holzschnitten.  Wien. 
C.  Gerold's  Sohn.     1860.    8*). 


Dieses  so  eben  in 


vierten   Auflage   erschienene  Lehr- 


i,23T.  —  ^^.X\V[|.  S.4<M.  , 
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kuuh  der  l'liysik,  dessen  erste  Auflage  ini  Jahre  1S44  erschien, 
gehüri  zu  der  im  Ganzen  leider  nur  sehr  };erin^en  Anzahl  (reff- 
licber  Bücher,  welche  die  Physik  vom  strengen  elementar -nia- 
thematischen  Standpunkte  aus  behandeln,  und  niiuiul  unter  den- 
selben jeUenl'ulls  eine  der  ersten  Stellen  ein.  Was  man  von  sehr 
wenigen  physikalischen  Lehrbüchern  sagen  kann,  lüsst  sieb  von 
diesem  sagen:  dass  nämlich  in  demselben  Icein  Satz  vorkommt, 
welcher  nicht  innerhalb  der  Gränzen,  die  sicli  das  Buch  gesteckt 
hat,  streng  bewiesen  wäre.  Und  dass  in  dieser  Beziehung  alle 
Partien  der  Physik  müglicfist  gl  eich  massige  Berücksichtigung  ge- 
funden haben ,  künnen  wir  unsere  Leser  versichern.  Was  die 
malhenialische  Behandlung  an  sich  betrifft,  so  ist  dieselbe  —  ganz 
mit  Reiht  in  einem  solchen  Buche,  —  weniger  eine  analytische,  alc> 
geometrische,  und  erinnert  in  dieser  Beziehung  rücksichtlich  ihrer 
Eleganz  und  Strenge  lebhaft  an  verschiedene  treffliche  Musler  aus 
älterer  Zeit,  wie  wir  dieselben  namentlich  von  einigen  engüscheii 
nud  holländischen  Mathematikern  und  Physikern,  die  ja  in  dieser 
Darstellungswelse  bekanntlich  immer  vorzugsweise  Meister  ge- 
nesen sind,  besitzen*).  Zunächst  ivegen  dieser  ganz  strengen 
mathematischen  Haltung  Ist  das  Buch  ein  überaus  werthvolles 
und  lehrreiches  und  muss  namentlich  allen  Lehrern  an  höheren 
Unterrichtsanslalten  dringend  zur  Beachtung  empl'ohlea  werden, 
80  wie  wir  von  uns  sellist  freudig  bekennen,  dass  wir  dasselbe, 
eben  so  wie  schon  in  seinen  frühereu  Auflugen,  auch  in  dieser 
vierten  Auflage  von  Neuem  mit  grossem  Interesse  gelesen  und 
uns  an  der  dem  verehrten  Herrn  Verfasser  eigenen  geometrischen 
•Strenge  und  Eleganz  wahrhaft  erfreut  haben.  In  der  That  wüsaten 
wir  in  demselben  keine  Partie,  welcher  wir  den  Vorzug  geben 
sollten,  wollen  jedoch  die  elementare  Darstellung  der  Theorie  der 
schwingenden  Bewegungen  als  eine  ganz  besonders  zu  beachtende 
hervorzuheben  uns  erlauben.  Ausser  diesen  grossen  Vorzügen 
rücksichllich  der  mathematischen  Behandlung  lieichnet  sich  dieses 
Buch  aber  auch  durch  Vollständigkeit,  grosse  Bestimmtheit  und 
Klarheit  in  der  Darlegung  der  Naturgesetze  aus,  und  ISsst  da,  wo 
das  Experiment   in   sein  Recht  tritt,  auch  keineswegs  die  euperi- 


')  Ohne  auf  Newtun'i  unilerblichc»  Werk  biiizi 
liekannttich  Jie  geomelritche  Belianillnngsweigo  in  Ihrer  hüchslon  Po- 
tenz auftritt;  nhno  der  in  dieser  Beziehung  unübcirlruffenen  Werke  von 
Haygena  zu  [;eileiikeni  will  ich  imtcr  vielen  anderen  nur  ettra  an  die 
Introductio  ad  veram  P1i;>  i  cn  m  van  Keil  erijniern,  wenn  dieselbe 
auch  mit  den  in  eben  genannten  Meisterwerken  nalärlich  gar  iiiuht  su 
vergleichen  i«L 
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mentelle  Seite  iler  Winsen schnft  unbi^n'icknicbtial,  ho  dasei  dasselbe 
auch  in  dieser  Beziehung  alle  Einpfehlung  verdient.  Abbildung 
g«ii  und  aiisführllciiere  Ueechreihiiiißen  vnn  liiatrumenten  eiitbätt 
ita^gen  das  Buch  nicht,  vr&a  ivir  bei  seiner  vorherrschend  streng 
Iheoretivchen  utid  niathenmtiai^hun  Nntur  nur  vidi  kommen  billig«« 
kCiinen.  Wenn  auf  den  üstorreirhischen  Lehranetullcn  dem  pby 
sibalischen  Unterrichte  txij'-he  iilrcn^  iiiathematisi.'h  gehallen« 
LefarbQcher,  »ie  das  vorlie^-eiiile,  und  einige  andere,  tgleichfall« 
von  üsterreichi sehen  (ielehrten  verrasste  treffliche  Werke 
derselben  Tendenz  zu  Grunde  gelegt  »erden  können,  so  musa  eil 
auf  diesen  Lehranstalten  mit  dem  physikalischen  Unterrichte  j<^ 
denfalls  sehr  gut  bestellt  sein,  namentlich  gegenGher  den  phy«ik» 
tischen  Vortrügen  auf  manchen  sonstigen  deutschen  Universitäten^ 
in  denen  häufig  v<m  nichts  weniger  als  von  Mulhemalik  die  BedA 
ist.  Mehr  in 's  Einzelne  tiber  dieses  in  vierter  Anllage  vnrlie 
Werk  einzugehen,  tii'irde  unnütz  sein,  du  es  aus  seinen  rriiherBU 
schon  in  einem  grlisseron  Kreise  liekunnt  tst.- 
r  das.iellie  ulleri  unseren  Leserr»  dringend 
I,  und  ztvar,  —  wir  tviederhnlen  es,  - 
ihm  bcloTglen  überaus  eleganten  ui 
e  geometrischen  Darstellung,  tvelcb« 
ivelcher  Sinn  für  mathematisch« 
iitlich  ane  dem  Studium  der  gri» 


Auflagen   gewis 
Aber  nochmals  wollen  wi 
zur   Beachtung   empfehlen, 
hauptsächlich  »egcn  der  ii 
thematischen,    vorzugsnci: 
aacb   für  jeden  Mathematiker, 
Strenge  hat  und  dieselbe 


chiechen   Geometer  und   neuerer  Mathematiker    aus  der  strenge* 
Schule  kennt,  im  hüchslen  Grade  lehrreich  ist.     Wir  hallen   di^ 
ses    Werk    für    eine    uirklicfat:    Bereicherung    der    physikali 
Literatur  und   wünschen   dem   Herrn  Verfasser,   noch  recht  viehi 
Auflagen  desselben  zu  erlebi 


Die  Thermoelektricität. 
Wilhelm  Rollmann.  Progr: 
Stralsund  von  Michaelis  ]85! 


Erster    Thcil. 
inm    des    Gyninai 


Der  Herr  Verfasser  giebt  den  Zweck  seiner  Abhandlung  selbst 
auf  folgende  Art   an:     „Thermostrünie    kiinnen    entsteheu  ))  s,y 
sehen  Metallen,  2)  zwischen  Metallen  und  Elektrolyten  und  3)  z(^ 
sehen  Elektrolyten.  —  In    vorliegender    Abhandlung    lindot  mi 
eine  geschichtliche  Darstellung  der  Thermnelektricität  der  Metalli 
(Etektroniütoren    erster   Klasse).      Die   Tbermnketlen    aus    eil 
Metall  und  einem  Elektrolyten  und  aus    znei   Elektrolyten  (Elek- 
tromotoren zweiter  Klasse),  so  wie  die  Maassbestimmungen  a)l< 
drei  Arten  von  Tbennostrümen  bleiben  einer  späteren  Mittheilung! 
vorbehalten,  da  die    gegebene  Zeit  zur  Bearbeitung  des  Ganz«ä 
nicht  ausreichte."  —  Jedenfalls    enthält  diese    Abhandlung  inner* 
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bsit]  <ler  (iräitzen,  tvelche  der  Herr  \>rrasser  sieb  zu  stecken  ge- 
uötbigt  gctvesGii  ist,  eine  Dci^sige  Zusniiimeiislellung  der  bishe- 
rigen Arbeiten  über  den  Tragücben  Gegenstand,  und  verdient  der 
Brachtuni;  emprohien  zu  werden,  weil  man  scbnerlich  an  einem 
anderen  Orte  alles  Bekannte  so  vollständii^  beisammen  Dnden  nird 
wie  hier.     Wir  uüuschen  deshalb  auch,  dass  sich   ihm    bald  Ge- 

Inbeit  /.u  einer  Ttirlsetzung  seiner  Arbeit  darbieten  niiige. 


Vermischte  Schiiften. 


Sitzungsbericht«   der   kaiserl.  Akademie   der  Wis- 
senschaften 10  Wien.     (S.Lit.erar.  Ber.  Nr.  CXX.tlll.  S.  9.) 

1859. 


Regentropfen  und    Schneeflocken. 
Üeber  die  Bahn  der  Bii- 


Band  XXXV. 
Nr.  10.     Rohrer 
(Mit  2  Tafeln).     S.21].  —  ,Mu 
ropa.     8.230. 

Nr.  II.  Flaidinger;  Der  Meteorstein  fall  von  Hraschiaa 
bei  Agram  am  'Id.  Mai  1751.  (Slit  1  Tafel).  S.  3ßl.  —  Burg, 
Kitter  V.:  Untersuchungen  über  die  Fealigkeit  von  Stahlblechen, 
welche  in  dem  Eisenwerke  des  tlerrn  Franz  Mayr  in  Leoben 
lür  Dampfkessel  erzeugt  werden.     S.  452. 

Nr.  12.  Jeitteles:  Bericht  aber  das  Erdbeben  am  15.  JSn^ 
ner  1838  in  den  kurpathen  und  Sudeten.     (Mit  1  Karle).     S-SU. 

Band  XXXVI.     1859. 
'  Nr.  13.    Sachs;    Üeber  einige  neue  mikroskopiscbchemische 
cfionametboden.     (Mit  2  Tafeln).     S.S.  —Stefan:     über  das 
^long-Petit'sche  Gesetz.     S.  85. 

Nr.  14.  Haidinger:  Zwei  Mittheilungen  (1.  Commodore 
rWflIlersdorf:  Zur  Vertheilung  der  Winde  auf  der  Ober- 
fläche der  Erde.  S.  1J5.  —  Maury:  Scbreiben  an  Herrn  Com- 
modore v.  Wüllersdoif- Ürbair.  S.  173.).  —  Blasetna:  Üeber 
den  inducirten  Strom  der  Ncbeubalterie.     8.200. 

Nr.  16.  Kreil:  Magnetische  und  geographische  Ortsbestim- 
mungen im  südlichen  Europa  und  auf  einigen  Kostenpunkten 
Asiens.  S.  32.').  —  Prestel:  Beobachtungen  übet  die  mit  der 
Höhe  zunehmende  Temperatur  in  der  unmittelbar  auf  der  Erd- 
oberfläche   ruhenden     Region    der    ÄtmosphHre.     (Mit  2  Tafeln). 
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».3H4.  —  Reclhubcr:  Bericht  <ihpr  die  am  21.  und  29.  April 
185»  EU  Krenismfinster  beobachteten  Nordlichter.  $.  419. 
ohenhuuer:  üeber  die  Theilun:;  des  elektrischen  Stroms.  S.i2^ 
—  Wiiikler:  Auszug  ans  der  Tür  die  Denkschriften  beelimmtett 
Abb&ndluni; :  Allgemeine  Trunsformation  der  bestimniten  Doppel- 
iiitei>rale.    S.  454.  ' 

Nr.  17.  Uaidinger:  Das  ziveite  Jahr  der  Erdumsegelung 
Sr.  Majestät  Fregatte  Novara.     S. ."). 

Nr.  18.  V.  Lang:  Bestimmung  der  Hauptbrechungsexponen^ 
ten  von  Galmei  und  unterschivefelsaurem  Natron,  S.  379.  —  Ste 
fan:  lieber  ein  neues  Gesetz  der  lel>endigen  Kräfte  in  betfegteir 
FIQssigkeilen.     S.  420. 

Nr.20.  Blaserna,  Mach  und  Peterin:  Ueher  elektrische 
Entladung  und  Induction.  S.  477.  —  J.  J.  v.  Tschudi:  Ueber 
einige  elektrische  Erscheinungen  in  den  Cordilleras  der  Westkflst^ 
Süd-Amerika's,  S.  579.  —  Fritach:  Icstructioii  für  phänologischo 
Beobachtungen  aus  dem  Pflanzen-  und  Thierreiche.     S.  ä9I. 

Nr.  22.     .1.  J.  V.  Tschudi:     Ueber   ein  meteorischee  Phanoi-' 
men.     S.  7S7.  -  Haidi  nger  :     Mittheilungen  von  Herrn  J.  F.  J 
lius  Schmidt  über  Feuermeteore.     S.  803. 

Nr.  23.  Schnidaritsch :  Untersuchungen  über  die  speci-^ 
tische  Wurme  des  Alkohols  von  verschiedenen  Concentrationsgra 
den.  (Mit  2  Tafeln).  S.39.  -Unger:  Botanische  Streifzüge 
aaf  dem  Gebiete  der  Culturgeschichle.  IV'.  Die  Pflanzen  des 
alten  Aegyptene.     (Mit  9  Tafein).    S.  6Ü. 

Nr.24.  Niemtschik:  Ueber  die  directe  Constructions- Me- 
thode der  vertikalaxigen  Krysta II gestalten  aus  Krystallwinkeln. 
(Mit  3  Tafeln).  S.231.  —  Reitlinger:  Note  über  eine  Beofaach^ 
tung  bei  Elektrisir- Maschinen  mit  zwei  Glasscheiben.  S.  360.  — , 
Weiss:  Ueber  die  Bahn  der  Ariadne.     S.  365. 

Nr.  25.  Freiherr  T.  Baum  gartn  er.-  Ueber  den  Grund  der 
scheinbaren  Abweichung  des  mechanischen  Würme-Aequivalente«' 
bei  verschiedenen  Gasen.  S.  397.  -  Simerfca;  Die  trinSren  Zahl- 
formen und  Zahlwerfhe.     S.  390. 

Sitzungsberichte  der  k.  bnhmUchen  Geseilscbart 
der  Wissenschaften  in  Prag.  Jahrgang  1859.  Juli— De- 
cember.     Vergl.  JJterar.  Ber.  Nr.  CXXXIV.  S.  15. 

S.  62.    Herr  Pierre  sprach  über  die  von  Herrn  Dr.  M.  Roh« 
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rier  in  Lemberg  eint;esan(Iten  unrl  in  dof  Sileung  vorgelegte* 
Auto^raphien  von  verschiedenen  Regen(ro|iren  iiikI  Sehneeflocken,' 
welche  vom  Ocloher  1858  bis  A|)r(l  1851)  beobachlet  worden  sind. 
(Die  Mittheilung  eine»  betreffenden  Aufsatzes  wäre  gewiss  wfln- 
scheosuertfi).  —  S.62.  Mittheilungen  des  Herrn  Matzka  über 
die  verallgemeinerte  Sinusbriiissnle,  worüber  nir  hier  nichts  wei- 
ter sagen,  da  die  betreffende  Abhandlung  im  XXXiV.  Theile 
des  Archivs  Nr.  VI.  S.  33.  vollständig  abgedruckt  worden  ist. 
—  S.  8f..  Herr  Pierre  besprach  das  Bnurdon'sche  Mefallbaro- 
meter  nnd  stellte  daseelbe  namentlich  vom  mathematischen  Stand- 
punkte ausführlicher  dar,  die  physikalische  Würdigung  desselben 
einer  weiteren  Mittheilung  vurbebaltend.  Auch  Über  diesen  Gegen- 
stand dürfte  eine  ausrührlichere  IVliltheilung  wünschen^werlh  sein. 


Mittfaeihingen  der.  nat  urforschenden  Gesellsehaft 
in  Bern  aus  dem  Jahre  18Q9.  Nr.  4-J4-53U.  Mit  2  Tafan^ 
Hern  183!).    (Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  CXXXI.  S.  10).  i, 

L.  R-  V.  Fellenberg:  Ucber  ein  Aräometer  Tür  Dichtigkei- 
ten, welche  nur  um  weniges  die  des  Wassers  übertreffen.  Nr.424 
—  4'>f). 

H.  Wild:    NntiK   über  ein  neues  Pholometer  und  Polarime- 
Nr.  427-429. 


W 


[I.Wild    und    G.  Sidler;     Bestimmung   der    Blemente    dar 
erdmagnetischen  Kraft  in  Bern.     Nr.  430— 4.34. 

Em.  Schinz:     Die  durch    Blasen  erzeugten   Aspirations -Er- 
scheinuHgen.     Hr.  437-439. 

H.  11.   Denzler:     üeber    den    liinfluas   der    Achsendrehung 
der  Erde  aof  die  slrllmenden  Gewässer.     Nr.  437-439. 


P  Annali  di  Matemalica  pura  ed  applicata  pubblicati 
da  Barnaba  Tortolini  e  corapilati  da  E.  Betti  a  Pisa, 
F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genoechi  a  Torino,  B.  Torto- 
lini a  Roma.     4".     (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXXXV.  S.  13.). 

p  No.6.     (Novembre  e  Dicemhre  1$>9). 

P-  Fondamenti  di  una  Teorica  generale  delle  funzioni  di  ana 
variabile  complessa  di  B.  Riemann,  Tra(luzir>np  dal  Tedesco. 
(Continuanione  e  Üne).  p.337.  —  Addizioue  alla  Nota:  Sopra 
atcune  proprielä  della  propn^azione  della  corrente  elettrica  nei  tili 
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telegrafici,  dedotte  dalla  Teoria  di  Obm  del  Sig.  Fillppo  K^l- 
ler.  .  p.  357.  — •  Note  «nr  r^qaation  des  dilerencea  poar  «De 
^uatioD  doonöe  de  d^gr^  qaelconqtae  par  Mr.  A*  Cayley«    p«  366* 

TLUrimtf^  Mblloffrapliiea.  Serie  ordinate  per  fattoriaii  in- 
versi.  Artieolo  del  Prof.  A.  GenocchL  p.367.  —  Pubblieazioni 
recenti.  p.  385.  —  Errata  Corrige  del  toni*  1^.  p.  386.  —  Indice 
generale,    p.  387. 


Anzeige« 

Von  Herrn  Ur.  W.  Lehiiiann  wird  eine  attsführliclK^re  bes^rechullg* 
der  Schrift  des  Herrn  Professor  Mossbragger  in  Aarau  aber  die 
»tAnfldsnng  der  algebraischen  Gleichungen  aller  Grade« 
Aar  an.  1859**  deren  Existenz  iöh  in  delr  vorigen  Natnmer  des  Literar« 
Ber.  -«>  jedes  Urtheils  fiber  dieselbe  mich  öbrigens  dattal« 
aasdrfiekllch  enthaltend*)  -^  vorläufig  anzuzeigen  mich  für  ver^ 
pflichtet  hielt,  in  der  nächsten  Nummer  des  Literdr.  Ber.  erscheinen« 
Dieselbe  noch  in  die  Torliegende  Nummer  aufzunehmen,  war  bei  Ihrem 
Eingang  nicht  mehr  möglich.  G. 


•)  S.  Lit«rar.  Ber.  Nr.  CXXXVl.  S.  4. 
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Literarischer  Berieht 

cxxxvni. 


Geschichte  und  Literatur  der  Mathematik  und 

Phvsik. 

Beiträge  zur  Terminologie  der  griechischen  Ma- 
thematiker von  Dr.  J.  H.  T.  Mö'ller^  Oberschtilrath  und 
Dir€ctor  des  Real -Gymnasiums  zu  Wiesbaden.  Leip- 
zig.    Teubner.     1860.    S». 

Der  Herr  Verfasser  täuscht  sich  gewiss  nicht,  wenn  er  auf 
S.  5.  dieser  kleinen  Schrift  sagt:  „es  werde  vielleicht  manchem 
Philologen  wie  Mathematiker  nicht  unwillkommen  sein,  die  tech- 
nischen Ausdrücke,  welche  in  den  mathematischen  Werken  der 
Griechen  vorkommen ,  nach  einem  wissenschaftlichen  Plane  geord- 
net  und  wo  nothig  selbst  durch  Figuren  erläutert,  als  ein  Ganzes 
vor  sich  zu  haben/'  Auch  kann  man  dem  Plane,  nach  welchem 
er  eine  solche  Terminologie  mit  einstweiliger  Uebergehung  der 
Arithmetik,  welche  durch  Nesselmann's  ausgezeichnete  Ge- 
schichte der  Algebra  bei  den  Griechen  schon  eine  sichere  Grund- 
lage erhalten  habe,  zu  bearbeiten  gedenkt,  nur  Beifall  geben, 
besonders  auch  nach  der  in  diesen  „Beiträgen*'  vorliegenden 
Probe,  in  welchen  er  sich  auf  die  Behandlung  der  Kugel,  des 
Kegels  und  Cylinders,  dos  parabolischen  und  hyperbolischen 
Konoids  und  der  Spharoide,  unter  Einschaltung  des  lediglich  hierfür 
Erforderlichen  aus  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten,  beschränkt  hat. 


Arithmetik. 

Auflösung     der     algebraischen     Gleichungen     alier 
Grade,    von   L.   Mossbrugger,    Lehrer    der   Mathematik 

Tbl. XXXV.  Hfr.  2.  2 
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an  der  Kantonsschale  zu  Aaraa.    Aarau  bei  H.  R.  Sau- 
erländer.     1859.    4». 

Der  Verfasser  glaubt  die  allgemeine  Auflösung  der  alge- 
braischen Gleichungen  gefunden  zu  haben.  Er  hat  nicht  direct 
versucht,  die  Schwäche  des  AbeTschen  Beweises  der  Cnmug- 
lichkeit  der  gedachten  Auflösung  nachzuweisen,  sondern  glaubte 
sich  darauf  beschränken  zu  dürfen,  jenen  Beweis  durch  die  That 
zu  widerlegen.  Er  ward  durch  die  Resolvente  der  allgemeinen 
kubischen  Gleichung  auf  folgende  Induction  geführt: 

Die  gegebene  Gleichung  des  nten  Grades,    nach  Wegschaf 
^  fung  des  mit  der  n  —  Isten  Potenz  der  Unbekannten   multiplicir- 
ten  Gliedes,  sei 

die   Hfiirsgleichang   aber    (welche  der   Verfasser   fiir   die   Resol- 
vente hält) : 


+ö(n-.2)iiy"  +  Q(n-2)ii+iy*-^  +  0(n-2)n-f  2^«-*+  .... 
+Ö(n-I)n, 


wo 


^2 


ön+8  =  ^  +  ^4/'«-l  +  ^S^«+4A>„+i 


0n+4=^  +  ^6«.-i  +  ^4^i.+  ^8ft.+>  +  ^2/'«+2, 


•2 


0(fi— l)n-2  =  -4n  P(fi-a)n--2  +  -4n-lA^(n-2)n-l  +  ^n-2P(fi-2)n  t 
Q(n-l)n-l  =  il«P(n-2)«-l  +       ^n-1  P(n-2)n, 

0(ii-l)n       =  i^n  P(n~2)n 


LUerart9€her  Berte Ai  CXXXVUI.  3 

gesetzt  ist,  und  Pn-i,  Pn,  Pn-^if"fP{n-'9i)n  noch  zu  bestimmen 
sind.  Soll  der  Zweck  erreicht  werden,  dass  die  Resolvente  eine 
Gleichung  des  n— Isten  Grades  sei,  so  sind  die  (w — 1)(»— 2)  Gros- 
sen Pn-i,  Pn»  A+i,  ....,P(n-a)ii  durch  die  (n  — l)(ii— 2)  linea- 
ren Gleichungen : 

Qn-^l  =0,      Qn-t-2   =0,  ....,  Q2n-l  =  0, 


ö(n-a)fi+l  =  0 ,      Q(«-2)n+2  =  0,  . . .  ,  Q{n-j)n-l  =  0 

ZU  bestimmen.     Dadurch  gehe  die  Gleichung  (2)  in  die  Gleichung 

über,  welche  in  Beziehung  auf  y"  vom  n  —  Isten  Grade  ist.  Wird 
nun  die  allgemeine  Auflösung  der  Gleichungen  des  n— Isten  Gra- 
des vorausgesetzt,  so  können  die  n — 1  Werthe  der  Unbekann- 
ten ff*  der  Gleichung  (3)  als  bekannte  Grössen  angesehen  werden, 

welche  in  allgemeinen  Ausdrücken  als  Functionen  von  ^2»  '^a^  ••••5^n 
dargestellt  werden  können.  Zieht  man  aus  diesen  n  —  1  Werthen 
die  nten  Wurzeln,  und  multiplicirt  man  alle  diese  nten  Wurzeln 
mit  einer  und  derselben  fiten  Wurzel  aus  l  (z.  B.,  wenn  n=3  ist, 

entweder  alle  mit  1,  oder  alle  mit  5 ,     oder    alle    mit 

9 )»  ^^  werden  dadurch  von  den  (« — l)n  W^erthen  der 

Unbekannten  y  der  Gleichung  (3)  n  — 1  Werthe- herausgehoben. 
Diese  seien 

yi  =  -S'i  (A2  f  A^  9  . . . . ,  An)  9     3^2  ^  -^2  (-"« *  -"3  9  •  •  •  •  >  An)  9 . . .  • , 

yn  -l  ^^  ^n—l  (A^  f  A^  ,  . . . . ,  An)  » 

und  ihre  älumme  werde  mit  Syi  bezeichnet.  Der  Verfasser  leitet 
nun  aus  der  Theorie  der  symmetrischen  Functionen  eine  iden- 
tische Gleichung 

(%i)"  =  9^1(^1»  y« y  yn-i)  (Äyi)«-*-  92(^1»  y2>  ••  •  >  yn-i)  (-^i)"-' 

+  9>s  iVi » ^2?  —  •»  y«-i)(%i)"~*— ••• 


o* 
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«eiche   liir  »=3  in 
1  filr  n  =  i  in 


=  %i?/a(yi+ya)  +  ^i'  fya" 


überf^eht.     Aus  dem  Umstamie,   das«   Für   w=;3  ilie  Citelficienten 
der  (Jleichiins  (1)   sich   aus    deii   Coelficieiifen  der  Ihr  cmirorniq 
UleichuMg  (4)  auf  dieselbe  Art  ableiten  la^nen,  vie  die  Coemd 
len   der  Cleichung  (4)    aus    ilen    Coerilctenten    der  lileichunK   (ij^ 
tot^erliiun  der  Verfasser  durch  Induclion,  dassauch  für  }t=i.  ', 
die  CoerßcieTiten  der  Gleichung  (I)  sich  aus  den  Coelßcienten  der  ] 
Gleichung  (4)  auf  dieselbe  Art  ableiten  las.sfu,  wie  die  CoefTtcieii- 
ten    der    Gleichung  (4)   ans   den    Coeflicienten   der  Gleichung  (1)(J 
und  dasR  daher 

S^ifTityi.^/« .yn-i).     —  <Pa(?/i-yii.  ■■   ,-.  J"-i). 

■PBCyi-ffa-----»»-!).  ■■-  T  «Pn-iCVi.ya 

eine  Wnrzel  der  Gleichung  (I)  sei;   ja  er  foli^crt   die   Identität 
der  Gleichung  (1)  mit  derjenigen  Gleichung,  solche  sich  aus.  ( 
so    ableiten    läsat    wie  (4)   aus   (I),    aus    der   Con  fnrnti  tut  1 
Gleichung  (I)  mit  der  aus  (4)  abgeleiteten. 

Auf  das  Uebereilte  dieser  Folgerungen  machte  mich  zaeVi 
Herr  ür.  Stader  in  Berlin  aufmerksam  (dem  ich  das  lUnss-l 
bruggersche  Werk  lieh,  gleich  nachdem  iih  c.«  aus  dem  BucliwI 
handel  empfangen),  indem  er  die  erwähnte  Induction  für  eine  11  n- J 
voltkonimene  und  irrige,  den  Scblu.ss  von  der  Conformital  xvrei»  1 
Gleichungen  auf  ihre  Identität  aber  ffir  einen  solchen  erblfirtWI 
"■eichen  Her  Verfasser  selbst  als  trügerisch  anerkennen  mfiss«,  ^'1 
er  selbst  (der  Verfasser)  die  Nicht- Identität  der  unter  sich  POii--r 
formen  Gleichungen  (1)  und  (4)  wenigstens  fiir  m  =  3  (wo  er  selb«' 
den  in  der  Gleichung  (5)  vorkommenden  Coeflicienfen  3y,^i 


^A^,  sondern  = 


land, 


)  dasB  also  die  nnmenscbl 


Werthe  van  A^  und  S^iy^  entgegengesetzte  Zeichen  haben)  bot 
aushob.  Herr  Dr.  Stader  fürchtet  jedoch,  dass  diese  6emeT*J 
kungen  den  Verrastier  hiichstens  von  der  Ungewissheit,  nicht  a 
von  der  entschiedenen  Falschheit  seines  ftesnitats  und  dav«^ 
Qberzeugen  nirichten,  dass  *eine  vermeinte  Erfindung  eine  TSi 
schung  sei. 
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Uass  letzterer  Zweck  erreicht  werde,  daza  giebt  ets  nach  niei- 
uer  ^uniuaassgeblichen  IMeinuiig  kein  leichteres  Mittel  als  ein  von 
Herrn  Dr.  Stadernichtvorgeschlagenes,  nämlich,  für  7i,^2>^8'*-*''*^n 
bestimmte  numerische,  möglichst  einfache  Werthe  zu  substituiren. 
Ich  setze  n  =  4  (wodurch  die  Gleichung  (2)  in 

yi2 = ^43^  V  ^4  • 3^4 — ' y^ + -j^^      (') 

*ubergeht).    Für  A^,  A^,  A^  wähle  ich  Werthe,  welche  den  Glei- 
chungen 

yL^=h    3^2*  =  1,    ^3*=!  (8) 

Genüge  thuu ;    ich  setze  mir  nämlich  vor,  die  Gleichung 


:r*=3v^3.a:*  +  3V  2v3  +  \^2v3  +  3.a:  +  3 


(9) 


zu  losen.  Die  Gleichungen  (8)  geben  vier  Werthe  von  yi,  vier 
Werthe  von  y^  und  vier  Werthe  von  ^^3;  unter  diesen  hebe  ich, 
damit  sie  alle  mit  einer  und  derselben  vierten  W^irzel  aus  1  mul- 
tiplicirt  erscheinen,  die  Werthe 

yi=l.    y«  =  l>    ^3  =  ^ 

heraus.  .Diese,  in  die  Gleichung  (6)  substituirt,  verwandeln  die 
letztere  in 

(yi+3^2+y8)*=6(yi+y2  +  y3)^  +  8(yi+y«  +  2(3)+3.  (10) 

Auf  ähnliche  Art,  wie  die  Gleichung  (7)  aus  (1)  gebildet  ist,  lässt 
sich  aus  (10)  die  Gleichung 

j2      ^8     ^  2(6.3-8^)^-^8^        3^ 

2^«=328-3. ^ *    +64' 


d.  i. 


,«  =  3x«-^Jx*+fß 


bilden,    welche 

giebt.     Entstände  nun  die  Gleichung  (9)  aus  (10)  ebenso  wie  (10) 
aus  (9),  so  müsste,   wie  man  aus  der  Gleichung  (6)  erkennt, 

i^a  =821222:3,    also   ^34  =  409611422*134 

sein,    welche   letztere  Gleichung   dufch  Substitution  der   (aus  (9) 
und  (11)  zu  entnehmenden)  numerischen  Werthe  in 
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utii)    dann    [indem   man   beide  Seilen   der  Gleichung  (12)  durcb  ^ 
dividirt,  und  nachher  beiderseits  SUSv'S-Fl)  äubtrahirt) 


lOHvSV^äv'S  1-3=175— 16-2V3  (13) 

übergehl.  Da  nun  175  =  V 30625  und  lfi2\'3  =  V78732  ist,  so 
ist  die  rechte  Seite  der  GleicbuDg  (13)  negativ,  während  die  Hula 
positiv  ist.  Dieser  Widerspruch  zei;>t,  dass  die  Gleichung,  welclH 
aus  (10)  aufdiesellie  Art  entsteht,  wie  (10)  aus  (d),  nicht  ml 
(9)  identisch  ist,  daes  also  Herrn  Mossbrugfrer's  Methode  BicM 
einmal  biquaOralische  Gleichunj;en  richtig;  löst. 

Diese  wobigenieinten  Weisungen   glaubte   ich  dem   vorliegen 
den  Werkchen  zum  Abschiede  nicht  voreuthalten  zu  dOrfen. 

Spandow,  den  Ü.  Juni  1860. 

Dr.  Jacob  Wilhelm  Heinrich  Lehman 


STacIitraK  zn  der   voritebendea  Recenilon. 

Direkter  und  allgemeiner  Beweis,  dass  der  Mossbruft 

ger'sche  Algorithmus  zur  Auflösung   der  algebraiscbfll 

Gleichungen  aller  Grade  nicht  einmal  die  Gleichungen 

des    vierten    Grades    richtig    löst. 

Villi  Herrn  Dnr.Kir  Stiidur  in  tterliii 

Die  zu  liisende  Gleichung  hat  die  Form; 

(1) :c*=Äa~'+f>+Z), 

die  erste  Hüllitgleicbung  lautet; 

(2)  .    .  J>'  =  0»»-^[.!(iBO-(.'V-C<J.s'tfi. 

woraus,  wenn  j,*,  y^*,  i/^*  die  Wurzeln  dieser   in  Ansehung  » 
y*  cubischen  Gleichung  bedeuten,  sieb  die  Relationen: 

O"         :.    a    * 

B4  =  SlW* 
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ergeben.     Die  zweite  Gleichung  vierten  Grades  ist: 

(4) a:*  =  Äia:a+Cia:  +  ßi, 

v%*orin : 

(5)  .  .     j  Ci  =Syiy^y^, 

gesetzt  vrorden,  damit  sie  durch  ^=^i-fys-f^s  befriedigt  wird. 
Die  zweite  Hulfsgleichnng  heisst: 

(6)  »»=  A»«^  ^4[2(Äißi  -  QV-  C,♦].^*  +  ^^ 

worin,  wenn  ji*,  t^*,  x^*  die  drei  Wurzeln  dieser  nach  ii*  ciibi- 
schen'  Gleichung  bezeichnen,  die  Beziehungen: 

(7)  !  ^4[2(Ä,/>,-Ci«)«-C,4]=z.*HH*,*»,H*.*t,*, 


/ 


gjs  =  *1  V*3* 


gelten.    Endlich  heisst  die  dritte  Gleichung  vierten  Grades : 
(8) x*=B^*+C^  +  D„. 


worin 


ß„  =  2(ji«  +  »a«  +  2,«). 


(9) 


j    C„  =8zi22Z8» 


gesetzt  worden,  damit  ihr  durch  a?  =  2|  -f  22 4-^8  Genüge  geschieht. 
Nun  geht  des  Verfassers  Behauptung  dabin,  dass 

B„:=iBf    Cfj  =  C,    D,,=iD 

sei.  Zur  Widerlegung  dieser  Behauptung  wird  der  Nachweis  ge- 
nügen, dass  C,j  nicht  gleich  C  sein  kann;  und  zwar  gelingt  dies 
einfach  dadurch,  dass  man  C  und  €„  ezplicite  als  Funktionen 
der  Coefficienten  Bi^  6'i*  Di  darstellt  und  den  Beweis  liefert,  dass 
diese  Funktionen  von  einander  verschieden  sind.  Am  raschesten 
Hndet  sich  der  fragliche  Ausdruck  fär  C,,. 

Nach  (7)  und  (9)  ist: 
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daher  findet  man: 

(A) t«*  =  8*.^I- 

Dies  ist  die  erste  der  gesuchten  Relationen.     Die  andere  ei'giebt 
sich  auf  folgende  Weise. 

Aus  der  ersten  und  dritten  Gleichung  in  (5)  folgt: 

(10) yi*  +  ya*+y8*=^^^^-. 

daher  ist  nach  (3): 

Die  letzte  Gleichung  in  (3)  verbunden  mit  der  zweiten  Gleichung 
in  (5)  giebt: 

"Wird  aus  dieser  Gleichung  vermöge  (11)  das  D  eliminirt^  so  lie- 
fert sie,  nach  B  aufgelöst ^  die  Relation: 

(12) B=-\f7W2B,^-aD,. 

Da  nach  der  ersten  Gleichung  in  (5): 

so  erhält  man  durch  Quadriren : 

oder  vermöge  (10) : 

Durch  abermaliges  Quadriren  folgt  hieraus : 

.ViV«* + yi*y3* +j^a V = (--^^^) -2yi VaV(yiHyaH.v»»), 

oder,  wenn  man  rechts  die  beziehlichen  Werthe  aus  (5)  einträgt 
und  gleichzeitig  auf  die  mittlere  Gleichung  in  (3)  achtet : 

;g[2(Ä/> -  C*)«- C*]  =  <AH4^ißL^^ 
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Werden  hierin  die  in  (11)  and  (12)  für  D  und  B  getuudeiieii 
Werthe  eiiigetra<;«!n,  so  liShrt  die  nach  C  aufgeliiste  Gleichung 
auf  die  naL'hsteheiide: 

<B) ^'  =  (^^)' 

und  dies  ist  die  zweite  der  geguchteti  beiden  Relationen.  Hält 
man  nun  beide  Kesnltale  in  (A)  uud  (li)  ueben  einander,  so  über- 
zeugt mau  sich  augenblicklich,  dass  C„  nicht  =:6'sein  kann; 
d«nn  während  C  von  allen  drei  CoefDcienten  £, ,  C,  und  /),  ab- 
hängig Ist,  erscheint  C„  günzlicb  unabhängig  von  Q.  Be- 
süsse  der  Ausdruck  (ür  C  dieselbe  Eigenschaft 
Ci  durch  irgend  eine  Transformation  daraus  vor 
oder  wenigstens  müsste  der  Ausdruck  ftir  C  sc 
dass    er  für    C,  =0   sich   euttveder  unmittelbar  i 


so  müsste  sich 
selbst  entfernen 
beschaffen  sei». 


fundenen  vervrandelle  oder  die  unbestimmte  Koi 
für  aber  gleichfalls  als  Hahrer  Werlh  sich  der 


1     Q     d 


lähme, 


endlich    gr< 


wird. 


I  dem   findet  Statt,  indem  C  für  C,  =:U 


Hieraus  ist  klar,  dass  das  Mnssbrugger'sche  Verfahren, 
welches  zwar  die  Liisung  der  cubisehen  Gleichungen  richtig  finden 
lässt,  schon  bei  Liisung  der  Gfeiehungen  vnm  nächst  hQheren  tirade 
seine  Dienste  kündigt. 

Berlin,  den  12.  Juni  1860.  Dr.  Stader. 


Mathematische  Lehrstunden  von  K.  H.  Schellbach. 
Professor  der  Mathematik  am  Künigl.  Friedrich-Wil- 
helras-Gymnasiiim  und  an  der  Klinigl.  Kriegs-Akademie 
zu  Berlin.  Aufgaben  aus  der  Lehre  vom  Grüssten  und 
Kleinsten.  Bearbeitet  und  herausgegeben  von  A.  Bode 
und  V..  Fischer,  Dr.  jihil.  Mit  6  Figurentafeln.  Berlin. 
Reimer.     1860.    S". 

Wir  beeilen  uns,  die  Leser  des  Archivs  so  bald  als  möglich 
auf  dieses  so  eben  erschienene  Buch  aufmerksam  zu  machen, 
welches  wir  für  ein  treffliches  Hülfsmittel  >ur  Förderung  des 
mathematischen  und  physikalischen  Unterrichts  halten.  Gewiss 
werden  die  Leser  sich  erinnern,  dass  wir  schon  oft  die  Ansicht 
ausgesprochen  hüben,  dass  Lehrsätze  und  Aufgaben,  welche  man 
sonst  durch  die  Hülfsmittel  der  sogenannten  hüheTeii  Analysis  zu 
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heiveieen  und  aufKuliisen  pflegt,  mittelat  elementarer  Methoden 
bewiesen  und  aufgeliist,  ein  treffliches  Ufiir^mittel  zur  Belebung 
des  Uiiterrichls  tinil  zur  Bildung  des  omtheniatiechen  Geistes  udI 
Scharfsiiinij  der  Scbiiler  sind  ;  auch  haben  wir  «elbsl  ja  schon 
einige,  die»e  Tendenx  habende  Aufsätze  und  Beilttige  im  Archiv 
c;elierert.  Deshalb  haben  v/\t  uns  sehr  gefreut,  dass  wir  in  dia> 
ser  ausgezeichnelen  tSchrift  eine  gleiche  Ansicht  vertreten  Gndei 
indem  dieselbe  eine  reiche  •Sammlung  interessanter  Aufgabe»  fiber 
die  Maxinia  und  IVlintma  enthält,  vrelcbe  aSnirotlich  durch  elemen" 
tare  Methoden  zunächst  für  die  Zwecke  des  Untemchls  gelih 
werden,  und  auch  schon  mit  Glück  und  Erfolg  bei  dem  UnteN 
richte  irirklich  benulut  wurden  sind.  Natürlich  kiinnen  n 
diese  Aufgaben  nicht  einzeln  angaben,  und  niüiisen  uns  begnügeaif 
ER  bemerken,  dass  dieselben  aus  den  Gebieten  der  Geometrie  miC 
Einschlusi:  der  Stereometrie  und  beider  Trigonometrien,  d 
chanik,  der  Physik  mit  Ü^inschlnss  der  Astronomie,  und,  —  unterderl 
üeberschrift:  Vermischte  Aufgabe»,  —  aus  der  Theorie  der  kürzen 
sten  Linien  und  der  Isoperinietrie  mit  sehr  umsichtiger  und  kehnt-i 
niesreicher  Ausvvahl  entnommen  sind.  Uie  elementaren  Metbo-*: 
den  selbst,  welche  bei  der  Lfisung  dieser  Aufgaben  in  Anwendung 
gekommen  sind,  haben  die  Herren  Verfasser  sehr  zweckmässöt 
den  Aufgaben  selbst  jederzeit  vorangestellt  und  überall  sehr  deut- 
lich erlänlert.  Demnach  sind  zuerst  Functionen  befrachtet  wordea, 
aus  deren  Gestalt  sich  durch  blosse  Umformung  ihre  grOasten  uuitj 
kleinsten  Werthe  ergeben,  und  hierauf  Functionen,  deren  grüst 
und  kleinste  Werthe  in  bekannter  Weise  durch  Anflüsung  qua- 
dratischer Gleichungen  gefunden  werden.  8<idann  wird  eine  allge-  ' 
meine  Methode,  die  grüssten  and  kleinsten  Werthe  beliebig 
Functionen  mit  einer  Veränderlichen  zu  finden,  gelehrt.  Man  weis^ 
duss  vor  der  Erfindung  der  Differentialrechnung  verschiedene  i 
deutende  Mathematiker  Methoden  zur  Bestimmung  der  Maxima 
and  Minima  auf  elementarem ,  d.  h  von  der  noch  nicht  erfunde^ 
nen  Differentialrechnung  unabhängigem  Wege,  angegel)en  taabeaj 
Dahin  gehiirt  zunScbst  die.  Methode  von  Fermat,  welche,  nuf 
auf  ganze  rationale  Functionen  sich  erstreckend,  zwischen  denk 
MaKimum  und  Minimum  nicht  zu  unterscheiden  vermochte.  Die^' 
sen  Uebelständen  suchte  Hudde  durch  eine  allgemeinere  Methoder 
abzuhelfen,  und  Huygens,  der  bekanntlich  sich  nie  recht  init 
der  Differentialrechnung  befreunden  konnte,  gab  die  schärfere  B&gi 
gründung  der  genannten  Methoden.  Tschi  mhauseu  führte  din 
Aufgabe  über  die  Maxima  und  Minima  auf  die  Bestimmung  de» 
Punktes  einer  Curve  zurück,  in  welchem  die  Berührende  der  Ab-> 
scissenaxe  parallel  ist.  Herrn  Professor  Schellbach'ti  eriräbntQ, 
allgemein«  Methode  diirl^  nach   unserer  Meinung  mit  Fermat'% 
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Methode  die  meiste  AehnlichheU  haben,  iialiirlich  bei  vrillig  selbst- 
ständiger und  immer  sehr  instructiver  Aiiwendaiig  auf  die  vielen 
einseinen  intereBsanten  hier  gelüsten  Aufgaben ,  wobei  auch  noch 
Das  besonders  lobend  hervorgehoben  werden  muss,  dass  Oberall 
zwischen  dem  IVlaxinium  und  Minimum  gehcirig  unterschieden  n-ird, 
und  dass  aui^h  eine  grössere  Anzahl  von  Aufgaben  mit  mehreren 
Verfind erlichen  nicht  fehlt.  Die  Niitur  unserer  literarischen  Be- 
richte gestattet  uns  nicht,  auf  weiteres  Detail  einungehen,  und 
wir  müssen  uns  daher  begnügen,  alle  Lehrer  nochmals  auf  diese 
sehr  ausgezeichnete  Schrift  dringend  aufmerlcsam  zu  machen,  und 
Herrn  Professor  Schellhach  zu  danken,  dass  er  die  Veröffent- 
lichung dieser  Resultate  seiner  Studien  gestattete.  Ja  wir  nöss- 
ten,  um  endlich  aui^h  noch  dies  zu  benierlcen,  kaum  eine  Samm> 
lung  von  Aufgaben  über  die  Maxima  und  Minima  zu  nennen,  welche 
wir  mehr  als  diese  jungen  Stuitirenden  der  Mathematik,  die  ihre 
ersten  Studien  in  der  Differentialrechnung  voltendet  haben,  em- 
pfehlen könnten,  ujn  ihre  KrSfte  an  der  Auflösung  dieser  Auf- 
gaben nach  den  Methoden  der  Differentialrechnung  zu  versuchen. 
Dies  gilt  neben  den  geometrischen  namentlich  auch  von  den  in- 
teressanten physikalischen ,  mechanischen ,  astronomischen  und 
anderen,  eine  gewisse  Bedeutung  für  die  Praxis  habenden  Auf- 
gaben, die  sich  in  dieser  lehrreichen  Sammlung  finden*). 


Studien  über  die  Integ 
Gleichungen.  Von  Simon 
Wiener  Handels  ■  Akadem 


ratinn  linearer  Differential- 
Spitzer,  Professor  an  der 
e.     Wien.     Gerold.     1860.    8°. 


Sowohl  in  diesem  Archiv,  als  auch  in  anderen  mathematischen 
Zeitschriften  hat  Herr  Spitzer  verschiedene  werlhvolle  Unter- 
suchungen über  den  auf  dem  Titel  genannten  wichtigen  Gegen- 
stand geliefert.  Diese  zerstreuten  Arbeiten  legt  er  dem  Publikum 
hier  in  einer  geordneten  Sammlung  vor,  vermehrt  mit  einigen  nach 
nicht  verliffent lichten  Untersuchungen,  und  hat  dadurch  einen 
jedenfalls  sehr  werthvollen  Beitrag  zur  Integralion  der  Differen- 
tial-Gleichungen geliefert,  wofür  wir  ihm  im  Namen  der  Wissen- 
schaft nur  danken  kOnnen.  Im  ersten  Abschnitte  wird  die  Inte- 
gration der  Differential-Gleichungen  von  der  Form 

^  (aa  +  *a:t)0  +  (a,  +6.^:)  ^-K«o  +  fi(,3^)y=0, 


ir  hiiliea   liiese  Schrift  unlc-r  die  Rubrik    ,, AritliDielik'-   aur^e- 

wrnn  sie  Harh  fH^i  eilen  an  ^iil  nnler  ilte  Rubriken  j.Gcame- 

.  Pliysik "  M.  s.  w,    hätte    urbTacbl    werden    kimneo.      Unter    die 

,  Vermiichte  Schriften ''  iil  sie  «biicbtlieh  niahl  gebracht  warden. 
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iu  welcher  a^,  u,,  a„;    b^,  b^,  Ao  Constatiten  sind,    ^eliel'ctt 
trotz  der    venlienetliclieii    Arbeileii    anderer    Itlatliemaliter    HerRJJ 
S)>it2er  noch  eine  reichliche  Nachlese  ührig  geblielien  \s\.     Di 
zueitt-  Abschnitl  ist  der  Integration  der  Gleichung' 


gewidmet,  wetche  früher  von  8cherk,  Jacobi,  Lubattu,  Pete 
val  schon 'iti  der  einfacheren  Foriu 

■'■:» 

von  Kummer  für  ein  [joeitives  ganzes  wi,  von  Liuuville  uiitt 
der  Poriii 

behandelt  worden  ist.  Herrn  Spitzer  golaug  es,  <ileicbun;°ei 
von  der  Form 

EU  integrircu,  in  »llen  den  Fällen,  wo  r  ^anz,  positiv  und  §;rÜBse 
oder  gleich  -„  ist;  ferner  in  den  F&llen,  vto  ebenfalls  t  ganz  um 
positiv,  aber  kleiner  a\s  0  1^' i  dann  noch  in  einigen  ander« 
Fällen,   ivo  r  ein  Bruch  mit  d^m  Nenner  2  ist. 

Möge  die  Schrift  die  recht  ttehr  verdiente  Beachtung  lindeif. 

Logarithmisch-trigonanietrischo  und  andere  fü 
Rechner  nützliche  Tafeln.  Zunächst  fflr  Schüler  leck«, 
uischer  liildungsanstalteii,  so  wie  für  praktische  Kech^ 
ner  überhaupt,  von  Dr.  M.  Kühlmann,  Prolessor  an  den 
polytechnischen. Schule  zu  Hannover.  Sechete  Auf; 
läge.     Leipzig.  Arnold.  1859.     20  INgr.  1 

Difse  in  kleinem  Format  nach  Art  der  La  Lande'sehen  Tu- 
tel» gedruckten,  in  der  logarjIhmiKclien  und  trigonometrischen  Tafel 
bis  auf  sechs  Uecimalen  gellenden  Tafeln  enthalten  viel  Nillziich« 
und  verdienen  wegen  ihrer  Bequemlichkeit  praktischen  Kechnem 
recht  sehr  empfohlen  za  werden.  Die  Logarithmen  gehen  hU 
1Ü080,  in  der  trigonometrischen  Tafel  schreiten  die  Winkel  voi 
Minute  zu  Minute  fort.  Für  ganz  besonders  dankenswerth  haltei 
wir  Tafel  Bl.,  die  wirklichen  Längen  der  Irigononie 
Irischen   Linien   von    Minute   zu    Minute   für  den  Halb' 
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niesscr  =1  enthaltend,  irelche  bekanntlich  in  den  meisten 
Samndiii)£;cn  (iiesp.r  Art  fehlt*),  und  dochin  vijelen  Fällen  <1  er  gewöhn- 
lichen ,  nicht  die  griisste  Genaui£;l(eit  erstrebenden  Praxis,  wie  man 
wohl  in  neuerer  iSeit  immer  mehr  und  mehr  erkennt,  weit  mehr 
Bequemlichkeit  ^cHrthrt  wie  die  Talel  der  Logarithmen  der  trign- 
nometri seilen  Linien.  Wir  würden  diese  Tafel  nur  bi^  4,  hüch- 
slens  S  Üecinialen  ge^eiien  haben,  was  in  rien  Fällen  der  Praxis, 
)  man    lilierhaupt  diese  Tafeln    in   Anwendung   bringen  inüchte. 


hinreichi 
malen  weglas 
»am  nein,   vn 
ahgekfirzt,  ei 
zn  reraiislalti 
die  jetzt 
den  und 
anstalten 


dflrl^e.     Indes8    kann  ja  nun  Jeder  sn  viel  Oec 
1,  wie  er  ffir  gut  finjict.    Vielleicht  miichle  es  ratb- 
dieser  Tnfi^l  III.,    bis  4,    hSehslens  5  Ueeimaleiti 
I  besnnderen,  wenige  Groschen  kostenden  Ahdrucr* 
was,  um  nor  eines  Fallii  zu  gedenken, 
t  vollem  Rechte   immer  mehr  in    Aufnahme   kommen- 
;h  (ieltung  verschaffenden   landwirthschafltichen  Lehr- 
d  Akaileniteen   ge»  i!<H  sehr    nOtslicb   sein   und  Beifall 


linden  ddrlle,  weil  nach  unserer  Ueherzcugiing  en  ganz  unzwecb- 
miissig  seio  würde,  —  seihst  bei  dem  Unterrichte  in  der  Trigo- 
nometrie —  auf  diesen  Lehranstalten  die  Schuler  vit'l  mit  den 
Lngarithmenfareln  kii  qu&len,  weil  gerade  hier  nur  eine  in  jeder 
Beziehung  möglichst  einfache  und  möglichst  wenige  Vorkenntnisse 
(also  ettia  nur  eine  gründliche  Kenntnis»  der  Lehre  von  den  Deci- 
mafbrächtti)  vnrausselzende,  dessenungeachtet  aber  überatt 
geistig  anregende  und  bildende*')  Theorie,  und  einft'-t 
dieser  enfs|)rechende  eben  so  einloche,  Sberall  möglichst  rnsclf 
znm  gesuchten  Resultat  fflbrende  praktische  Anwendung  "**) 
dem  mathematischen  Unterrichte  den  gehörigen  Erfolg  sichern 
kann.  Wir  wiederholen  daher,  dass  wir  einen  beson- 
deren Abdruck  von  Tnf.  BI.  in  der  oben  angegebenen 
Weise  für  sehr  wünschensw  erth  halten,  nm  so  mehr, 
weil  solche  Tafeln  verhü  I  tiiissnifissig  noch  selten  sind. 
Ausserdem  enthüll  die  vorliegende  Sammlong  von  Tafeln  noch  eine 
Tafel  der  natürlichen  Logarithmen  der  Zahlen  ron  1  his  100, 
eine  Tafel  der  Kreisumfiinge  und  Kreisinhalte,  so  wie  der  Qua- 
irate,    Cubeu,    Quadrat-   und    Cubikwurzeln    der  als    unbenaimle 


lieh  liei'in  tiinthcmnli 
■ein  uni  hieilicn  mnaa. 
•••)  Aller  oiir  keine 


RnIrhRn   rein  prnliliicliei 
hen   Unterrtehto   immer 


■Hell  die  recht 


I:ebrnnBlnllen   mimenf  \ 
>in    HRuptf;eaichtiipiin'lii   ' 


nittel. 


I  hnnilwerbamäasi^en  gjinx  raeühanischen  llülfa- 
., Knechte"  und  nniieror  Tnldei  dit-acr  Art. 
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Zahlen  gedachten  DuTchmesser,  die  Gaoss'sche  Tarel  zur  Bei 
stimmiing  der  Höhen  niitlelst  des  BarometeTs,  goninmetriache  und 
(rigononietrische  Formeln,  <^ine  Tafel  «iniger  oft  vorlcommend«! 
Zahlenwerihe  und  eine  zweckmässig  verfasste  Einleitung. 


Al>ri: 


Ce 


<  der  Masskundv.    Von  Johann  Rogner     Wie 


Bid.     1860.    S. 


Bei  der  Wichtigkeit  einer  genaueren  Keniitniss  der  Maaaskundl 
für  Jeden  in  der  jetzigen  Zeit  hallen  wir  uns  verpflichtet,  Lehrifj 
auf  diese  kleine  ISchrift  aurmerkKam  zu  machen,  \i'elche  auf  uiq 
64  Seilen  alles  Errorderliche  nach  den  neuesten  Bestimmungi  _^^ 
liefert,  namentlich  auch  mit  besonderer  Kuclcsicht  auf  die  Zo|)| 
und  MCinzyereins-Staaten,  Der  Inhalt  ist  folgender:  I.  Zettei; 
heiten.  11.  Bogen  und  Winkelmasse.  111.  Masa-,  Gewichts-  iini 
Münzeinheiten  des  metrischen  (neu  französischen)  Madssy^tem«, 
IV.  Mass-,  Gewichts*,  Münz-  und  Mengeneinbeiten  des  Kaiser» 
thunis  Oesterreich  und  deren  Vergleicfaung  mit  den  metrischei^ 
Massen.  V.  Mass-,  Geivichts-  und  Münzeinheiten  rerschiedq 
ner  Staaten  und  Stüdte  (Baden,  Bayern,  Belgien,  BraunschHeif 
Bremen,  Uänemark,  Frankfurt  a.  M.,  Frankreich,  Griechenlaiu 
GrosBhritannien,  Hamburg,  Hallund,  Kirchenstaat,  Kiiln,  Lübecl 
Moldau,  Nordamerika,  Portugal,  Preuseen,  Huasland, -Sac 
Sardinien,  Schweden,  Schweiz,  Sizilien,  Spanien,  Toskana,  Tfii 
kei,  Würtemberg,  Zoll-  und  Milnzvereins-Staaten),  VI.  Wir! 
liehe- Grösse  verschiedener  Langenmaasse  (durch  gedruckte  gerade 
Linien  dargestellt).  VII.  SpeciUsches  Gewicht  oder  Uichte  ' 
Bchiedener  Kürper.  —  Wir  gestehen,  dass  uns  dieses  kleine Bud 
viel  besser  gefallen  und  praktischer  geschienen  hat,  als  vieli 
dere  dickleibige  Bücher  dieser  Art. 


Physik. 


Von  den  Versuchen,  welche  bisher 
die  Höhe  unserer  Atmosphäre  zu  hestin 
Schlesicke.  (Programm  des  Gymnasiu 
von  Ostern  IS60.)     Luckau.     Entleutner. 


tcbt   sind, 

Von  Un 

u   Luckau 

4. 


Der  Herr  Verfasser  hat  in  diesem  Programm  eine  gute  Zu- 
sammenstellung der  verschiedenen,  zur  Bestimmung  der  Höhe  der 
Atmosphäre  bisher  angewandten  Methoden  gegeben,  und  diesel« 
ben  mit  Sachkennlni;^  genauer  diskutirt.  Eine  i^ehr  verdienstlich« 
Berechnung  der  bekannten  Lambert'schen  Dämmerungs-Beob- 
achtungen, namentlich  in  Bezug  auf  die  zweite  Dämmerung, 
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Herr  Schlesicke  auf  meine  Veranlaesong  schon  Trüher  in  den 
von  mir  heraiis^eseheiien  „BeitrSpen  mir  meteorologischen 
Optik.  Thl.  t.  Heft  II.  Leipzig.  1848.  8.  252."  nach  mei- 
nen in  der  Abhandlung:  „Ueber  di«  Lehre  von  der  DKm- 
merung  a.  a.  O.  S.  194,"  gegehenen  Fnrmeln  eelieferl,  und  da- 
durch den  Boveis  gefiihrt,  dass  auch  die  zweite  Diimmerung,  eben 
80  wenig  wie  die  erste,  genügend  mit  einander  (Ibereinslinimende 
Werthe  für  die  Hübe  der  Afmoaphäre  giebf,  wenigNiens  bei  Zn- 
Srundelegiing  der  Lamherl'Nchen  BeohacbtunjTi^Ti ,  welche  aber, 
so  viel  ich  weiss,  immer  noch  die  einzigen,  einigermasfen  braoch- 
baren  sind,  welche  es  giebt.  Aal' dies»  Keine  selbstständige  Arbeit 
hat  Herr  Schlesicke  mit  Recht  in  dem  t-orliegenden  Programm, 
das  ich  der  Beachtnn^  der  Leser  emprehle.  besondere  Rücksicht 
genommen. 


mm^ 


Zweite  Auflage. 

Die    erste,    185:] 
Leitfadens    f i'i  r  d 


i\  a  u  t  i  k     . 

r  den  Unterricht  in  der  nautischen 
r  kais.kr.n.  Marine.  Von  Dr.  F.  Schaub, 
s.  kiin.  Marine-Sternwarte  in  Triest. 
Wien.     Gerold.     1860.     8. 


schienene  Auflage  diesen  vortrefflichen 
Unterricht  der  nautischen  Aatro- 
m  Literar.  Her.  Nr.  LSXXV.  S.  L— S.  6.  in  Verhin- 
I  eben  so  vortrefflichen  Nautischen  Tafeln,  der 
»marine  gewidmet.  Triest.  1853.  K'".,  deren 
bekanntlich  Seine  kaiserl.  künii^l.  Hoheit  der  durch- 
nd  Maxini 


nnmie  ist 
dnog  mit  i 
k.  k.  KriE 
Herausgebt 

lauchtigste  Herr  Erzherzog  Ferdinand  Maximilian  von  Oesterreicb 
ist,  mit  verdientem  Lobe  angezeigt  worden,  und  wir  haben  schon 
damals  hervorgehoben,  wie  sehr  sieh  dieser  Leitfaden,  bei  aller 
seiner  Kürze,  Einfachheit  der  Darsteilnng  und  Richtung  auf  das 
Praktische,  namentlich  durch  streng  wissenscbafilicbe  Haltung  und 
systematische  Anordnung  vor  vielen  andern  Hüchern  über  nautische 
Astronomie  auszeichnet  *).  Eine  Bearbeitung  dieues  Leitfadens 
in  italienischer  Sprache  ist  hierauf  im  Jahre  1836  erschienen  und 
von  uns  im  Literar.  Ber.  Nr.  CVIII.  S.  8.  ange;eeigt  worden.  In  der 
vorliegenden  zweiten  Auflage  des  ursprünglichen  deutschen  Werks 
hat  nun  der  Herr  Verfasser  den  in  der  ersten  befolgten  Gang  mit, 
Recht  im  Wesentlichen   ganz  beibehalten,    hat  aber  an  mehreren,! 


•)  Als  ein  andere«  eben  an  wiss 

nachaflürh    gehalleneB,    lieh    nicB^ 

blOH   anf   niiLi[i«che   AsCrominiie ,    8 

ndcrn   auf   die    gnnie  SEhlfTfahrti- 

kondc  er»lreckenrfe«  Werk  haben  wir 

tirhon  öflvr«  vnrKiigswuiao:   Tratte 

1 


1« 


«criru  cnucri/;. 


Stdkn  einiff«  cdiflIeTn«le  Ztwilx«  isr  ErWickternni;  des  Vprständ- 
nwves  beigefiii^t.  omI  aocli  Jen  Slof  dorch  lliiizufiignitg  einiger 
ncii«n  Lehren  rermehrt-  I(ei  d«r  ZeilbeHtimmimg  ilurch  correspnn- 
dircnde  Hüben  ut  nänlicb  DFb«ii  Aet  ViltaesrcrliesNernng  nun  auch 
die  Miflemachliiverbe»»«nifi«  suf^nommen  woriien.  Ferner  'iM 
dl»  lEcrecbnan«  der  Breitenierkeüsenins  aus  znei  beobachteten 
llTrhen  mit  Benutzung  der  Tarel-Uifferenzen  der  Logarilhmen  bei- 
)ivf(igt,  nnd  ehdiicb  bat  nun  anch  bei  den  Mond  -  Dinlanxen  die 
wichtige  lEordn'sche  Metbnde  mit  Retbt  Atirnithme  gefunden, 
weil  diese  Methoile,  nenn  man  auch  jetzt  verschiedene  neuen 
gute  Melbnden  besitzt,  d'>cb  schon  wegen  ihrer  Klassidtät  veM 
histnriocher  Wichtigkeit  ist.  Eine  besonder»  ivichtige  Bereicberaii|fl 
ge(;en  die  ernte  Auflage  bat  die  neue  Auflage  durch  Beitilgun^ 
einer  Keibe  von  Hülfstareln  erhalten,  durch  »eiche  der  Leser  in 
den  Stand  gesetzt  wird,  alle  im  Itnrhe  behandelten  AuTfralien  m 
lii»en,  ohne  anderer  Behelfe,  aU  einer  Logarithineiilarel  und  na- 
türlich einer  Ephemeride  zu  bedfirfen.  Die  Zahl  der  Tal'eln  ist 
'21.  nMmlich:  !■  Venvandiutig  der  mittleren  Zell  in  Siernzeit. 
II.  Verwandlung  der  Sternzeit  in  mittlere  Zeit.  III.  Mittlere  Re- 
Traction.  IV.  Correction  der  Refractinn  für  Temperatur.  V.  Ci 
rection  der  Refmction  ffir  Barnnielerstand,  VI,  KimmtJere.  VII. 
meoser  und  Hühenparallaxe  der  Snnne.  VIII.  Logarithmen  I 
correfcpnndirende  SonnenhJihen.  IX.  Rednction  auf  den  Meridit 
X.  Breitenbeptimmuni-  durch  den  Polarstern.  XI.  Vergrüssenili 
des  Mondhalbmepsers.  XII.  Verkürzung  dp«  vertikalen  Haihme 
serB  von  Sonne  und  Rlnnd.  XIII.  Verkiirzung  des  schrägen  HbH 
mefsers  vnn  Sonne  und  Alnnd.  XIV.  Correction  der  Horizonte 
parsllnxe  des  Monde»  wegen  Abjilatinng  der  Erde.  XV.  Untersehif 
der  geographischen  und  geocen frischen  Breite.  XVI,  Erste  Ve 
hesserun,^  der  durch  Apprnximation  berechneten  »uhren  DtstaR 
XTII.  Zweite  Verbesserung  der  durch  Approximation  berechnelt 
wahren  Distanz.  XVIIl.  Hnlt.erTagebogen.  XIX.  A.  Morgen- i 
Ahendiveite.  B.  Correction  der  Morgen-  und  Abendweiten  weg« 
Refractinn  und  Kimmtiefe.  XX.  Hrdbmonatlicbe  Ungleichheit  di 
Zeiten  des  Hnchwassers.  XXI.  Vergleichung  einiger  Längenmaasc 
Wie  viel  Nötzliches  diese  Tafeln  enthalten,  sieht  man  aus  diese 
Verzeichnisse.  Wir  empfehlpn  das  Buch  nochmals  recht  »el: 
und  wünschen,  dasa  es  auch  in  dieser  neuen  Aullage  forirahn 
mSge,  zur  tüchtigsten  ivissenschufllithen  ,\nsbildung  der  KbU 
reichischen  Marine  ku  wirken,  um  so  auch  das  Peinige  daxa  b< 
zutragen,  dass  die  Bestrebungen  des  trefflichen  hochgestellte 
Manne*,  welchem  der  Herr  Verfasser  es  mit  Recht  gewidmet  hat 
mit  immer  schünerem  Erfolge  gekrönt  werden. 
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Literarischer  Bericht 
cxxxix. 


Anfang  Juni  d.  J,  starb  zu  Paria  der  ausgezeichnete  Physiker 
und  Mathematiker,  Professor  an  der  dortigen  Universität, 

Johann  Joseph  Belli, 

correspoodirendes  Mitglied  der  Akademie  der  Wissenschafleii  in 
Wien  und  vieler  anderer  gelehrten  Gesellschaften,  geboren  am 
25sten  Novemher  I7(J1  in  Calasca  in  Piemont. 


IHathematischer  und  physikalischer  Unterricht. 

Die  uns  gütigst  niitgeth eilte 

Anzeige  der  Vorlesungen  der  Grosshersoslicli 
Badischen  Polytechnischen  tjchule  zn  Carls- 
ruhe für  das  Jahr  1860—61 

liefert  von  Neuem  ein  sehr  anziehendes  Bild  von  der  grossartigen 
Einrichtung  dieser  berühmten,  von  einer  grossen  Anzahl  von  SchS- 
)ern  besuchten  Lehranstalt  und  der  Vollständigkeit  des  Unter- 
richts an  derselben.  Die  Schule  enthält  drei  allgemeine  ma- 
thematische Klassen;  ferner  sieben  Fachschulen,  nämlich  eine 
Ingenieurschule,  Bauschule,  Forstschule,  Chemiscl 
technische  Schule,  Maschinenbauschule,  Handel»' 
schule  und  eine  Postschute;  endlich  eine  aus  zwei  Klassen 
bestehende  Vorschule;  jede  Klasse  und  Fachschule  hat  ihren 
besonderen  Vnrstand.  Ausserdem  fehlen  Allgemein  bildende 
Curse  in  grosser  Anzahl  keineswegs,  und  praktische  Uebun- 
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geil  jtider  Art  aatSrlich  noch  weniger;  eben  so  siml  Sa  m  ml  im  gen 
and  Institute  in  grosser  Anzahl  und  mil  vortrefflichster  AuBBtat- 
tung  vorhanden.  Die  Aufnahmsbedingungen  sind  aunTührlich  mit- 
getheilt,  mit  einem  vollständigen  Vereeichnisse  aller  an  der  An- 
stalt ivirkenden  Lehrer,  Vorstände  und  Directoren  nebst  den  ihnen 
zugetheilten  einzelnen  Unlerrichtsziveigen. 

Indem  wirfßt  die  Mittheilung  dieses  Programms  unsern  verbind 
lichsten  Dank  aussprechen,  ersuchen  wir  zugleich  die  Vurstänj 
anderer  polytechnischer  Lehrunstalten  recht  sehr  um  ähnlic! 
Mittbeiiungen,  Aber  deren  Eingang  wir  jederzeit  im  Literarii^ch^ 
Bericht  die  gebührende  Anzeige  machen  ivcrden.  Hei  dem  gro&si 
Antheile,  n-elchen  wir  an  allen  solchen  von  der  Zeit  unabneialif 
geforderten  Lehranstalten  nehmen,  haben  alle  Mittbeiiungen  diei 
Art  ffir  uns  ein  grosses  Interesse,  und  wir  glauben  uns  nicht  i 
irren,  wenn  wir  annehmen,  dasa  viele  Leser  unserer  Zeitscfari 
sich  in  gleichem  Falle  befinden,  und  Tür  solche  IVlitt heilunger 
vorstehende  uns  danken  werden. 


Geschichte  und  Literatur  der  Mathematik 
Physik. 
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poli.     1860.    8«  maj. 

Wir  beeilen  uns  die  Lesei  des  Archivs  auf  diesen  so  ebi 
erschienenen,  970  Seiten  im  grcissten  Oclav- Formal  umfassendi 
Catalog  der  grossen  matbematisch-astronumisch-physikalischea  B 
bliolhek  der  Pulkowaer  Sternwarte  aufmerksam  zu  machen,  tvetch 
keineswegs  fiür  einen  blossen  Büchercatalog  xu  halten,  sondei 
nacfa  anserer  Meinung  vielmehr  als  ein  sehr  nichttges  Hulfsmitt 
&x  die  Kenntniss  der  älteren  und  neueren  Literatur  der  genau 
ten  Wissenschaften  zu  betrachten  ist,  für  dessen  Puhlication  He 
Otto  Struve  jedenfalls  den  grSssten  Dank  und  die  grüsste  Ai 
erkennung  verdient  Weshalb  dieser  Catalog  nach  unserer  Mc 
nuag  für  die  niatbematisch-Bstronomiscfie  Literatur  so  wichtig  is 
wird  sich  sogleich  ganz  von  selbst  ergeben,  wenn  wir  über  seil 
EinricbtBng  etwas  genauer  berichtet  haben  werden. 


^!P 


^fm 
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Der  grosse  Reichthum   der   hier  Terzeich  nelen  Schriften  au« 
riten  Jahrbunderteii  findet  in  der  Zahl  von  970  iSeileii  im  girüsHtop 
Octav-Format,    welche   der   Catalog  umfasst,    ohn«  freitere  Aaa- 
einandersetzung  »eine   Bcstäligung.  —   Hiernach    aber    ist  haupt«  | 
sfichlich  die  bis  in's  kleinste   Detail   gehende   «ystenia tische  Ar^  I 
ordoung  hervorzuheben,  so  dass  ein  Jeder,  wer '«ich   aber  irgend 
eine   Partie    eine  literarische    Uebereicbt    verschaffen   und    die   in 
dieselbe  einschlagenden  Scliriften   kennen  lernen  will,  den  betref- 
fenden Artikel  blosfi  aufzuachlagen  braucht,  um  seinen  Zweck  auf 
der  Steile  zu  erreichen.     Wer,  um  nur  ein  Beiapiel  anxufübreDr  ■ 
Ober  die  Coraeten- Literatur    Belelirung  sucht,  lindel  auf  S.  761-*,  ] 
818,    also  auf  57    Seiten,   Jas    Verzeicbniss  einer  Sammlung  voat 
Schriften  über  die  Conieten,  welche  gewiss  die    grcisste  und  roü' 
ständigste  ist,   die   es  überhau))t  giebt.     Hier  Smlet  er  nun  aber 
im  Speciellen  wieder  Euerst:  Generaliora  de  Cometis.     Dann 
Comelae   periodici,    worin   alle    mit   Sicherheit   als  periodiscb 
erkannte    Cometen  (acht  an  der  Zahl)   nach  ihren  einzelnen  Ent-'  | 
deckern  in  chronologischer    Kolge  verzeichnet  sind.     Den   Reiheit" 
dieser   Cometen    beginnt:    Cometa  Halley  nach  folgenden    ein* 
zelnen  Hauptabschnitten:  Apparitianes  antiquiores,  Apparilio  1531, 
Apparillo  1607,   Apparitio  1682,   Appariliones  1759  et  18äS  atqu» 
disquisitiones   recentes.      Allein    über    diesen    Conieten    sind    133 
Schriften  verzeichnet.    Auf  die  periodischen  Cometen  feigen  Co- 
metae  reliqui,    worin  die    Literatur   über  ivenigstens  150  nack 
der  Zeitfolge  geordnete   Cometen   enthalten  ist-  —   Endlich  muMi 
nun  aber  noch  ein  Umstand    hervorgeholien  werden,  welcher  di«' 
eem  Calalog  einen    besonderen   sehr   grossen   literarischen  Werlll> 
verleihet.     Es  sind  nämlich  in  demselben  nicht  bloss  alte  eineein, 
abgesondert  für  sich,   erschienenen   Schriften,    sondern  auch   alle 
wichtigeren  Abhandlungen,  die  in  den  im  Besitz  der  Bibliothek  der    I 
Sternwarte  befindlichen  Journalen  und  Zeitschriften,  so  wie  in  den    ' 
Schriften    gelehrter   Gesellschaften     und    Akademieen    abgedruckt  ~ 
sind,  verzeichnet,   wodurch    derselbe  ein  ivahres  Repertorium   für 
solche  Abhandlungen  und  eins  der  nichtigsten  literarischen  Uülfs- 
nilttel    namentlich    für  alle  diejenigen    geworden  ist,  welche   Nioh    < 
flicht   selbst  in  den   Besitz -solcher  grossen  Sammelwerke  setzeU' 
oder  eine  unmillelbare  Einsieht  in  dieselben  verschaffen  können.       1 

Die  Beschränktheit  des  Raumes  verbietet  uns,  mehr  tur  all--'' 
gemeinen  Cbaraklerisirung  dieses  wichtigen  literarigcben  Wetkoq 
EU  sagen,  weshalb  wir  uns  begnügen  müssen,  nur  noch  die  foU 
geiide  Cebersicht  der  Huuptrubriken  des  Inhalts  mitzutheilen : 
CatnIogruB  librorum  Dinjoram.  p.  1—262.  —  Auctores  clas- 
sici,  graeci  et  rnmani,  mathematici,  astronomi,  physici,  alii,  se- 
candum  ordinem  alphabeticum.  —  Opera  auctorum  recentiorum  sc- 
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cuiiduni  ordiiivm  alphaiielicum.  —  Leiica  discipliiiaruni  malheioati- 
tarum  et  physicarum.  —  Mathesis.  p.  33-69.   (Ctirsus  et  com- 
p eil dia  Matheseos  universae.    Analysis  flniioruni.    Geometria.     Tri-: 
goriometria.     Aoal^'^is  inrinitorum.     TKeoria  ciiinbinatnria.    Calculu^  I 
probabilitalis  et  Mulheeis  forensis.     Mechanica.    Tatiulae  mathenou  ( 
ticae.)  —  Astronomia.  p.  70—200.  (in  3;J  einzelnen  ünterabthi" 
luiigen).  -  Geodaesia.  p,  2Ü1-2U.  -   Physice.    p.  215- 
/mit   Einschlass   der  Optik).  —   Libri  periodici   et  Acta   a^ 
cietatum.   p.  232— 246.  —  Historla  literaria  et  rel.  i>.247-3 
262.  — -  Catalofi^us  Ubroram  mlnerDio  et  digaertatlonm 
p.  265-818.  et  p.  83] -857.    —    Disciplinae    mathemi 
p.  265— 319.  (in  II  üüteralilheilungen).  —  üiseiplinae  as 
micae.  p.319-389,    (18  ünterabtheilungen).  —    Catalog 
rum.EpbemeTides,  Tabuiao.  p.390— 104.  —  Terra.  p.tiUt^l 
463.  —  Sol  et  luna.  p. 464— 47'.).  —  Eclipeee,  occultatit 
transitus.   p.480-^507.  —    Oelernünatio  locorum   seogr« 
phica.  p. 508— 526.  —  Planetae.  p.526-548.  -  Stellae  fix*.' 
p.  548-577.  -  Observatioties  earumque  siil)sidia.    p.  578? 
637.  —  Disciplinae  physicae.    p. 637— 706.    (24  Ünlerabth< 
lungen).  —  Historia  literaria.  p. 706— 760.    (H.'ichst  interessai 
ist  in  dieser  Abtbeilung  <lie  Biographia,   in    welcher    bingrapbj 
sebe   Schriften    ober  uiigelUhr  420  mehr    oder  wenii;6r  beröbcit 
Mathematiker,  Astronomen,  Physiicer  und  Künsller  verzeichnet » 
jedenfalls  eine   für  die  Geschichte  der  genannten  Wissenschaf 
fauchst    wichlige    Sammlung).   —    Catalogus    dies 
Rometo^raphicarum.  p. 761— 818.  —   Ein  buchst  vollständig 
nach  den  Autoren  geordnetes  Register  auf  107  Seilen  beschliei 
das  wichtige  Werk. 

Es  nird  uns  sehr  freuen,  wenn  es  uns  gelingt,  durch  die 
olligen  Mittheilungen  die  Aufmerksamkeit  unserer  Leser  auf  das 
vorliegende  nichtige  lilerar-historische  Werk  zu  lenken.  Die 
Vorrede  liefert  auf  S.  I.— XXIV-  eine  ausführliche  Darlegung  über 
die  Art  der  Anfertigung  desselben  und  die  Entstehung  der  jeden- 
falls ^br  merkwürdigen  Bibliothek  der  Sternwarte  zu  PuJkowa. 
Wir  haben  den  auf  die  Herausgabe  dieses  Werkes  verwandte 
Fleiss  und  die  grosse  Umsicht  und  Gelehrsaitikeit,  mit  welcb^ 
dieselbe  bewerkstelligt  worden  ist,  lebhaft  beitundert,  u 
Herrn  Otto  Struve  im  Namen  der  Wissenschaft  den  wannsta 
Dank,  dass  er  sich  dieser  mühevollen  Arbeit  so  erfolgreich  untef 
zogen  hat.  Grunert.  ) 
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Arithmetik. 

Multiplication»  Tabellen  aller  Zahlen  von  1  bis 
500.  Ein  Hiilfsbuch  für  Geometer,  Baumeister,  Forst- 
männer und  überhaupt  alle,  die  fiel  zurechnen  baben 
ifir  schnelleren    Erlangung  richtiger  Resultate  bei'n 

tipliciren  und  [Jiv  id  Iren.     Old  enbarg  (Sehn  Ize'scha  | 
dlung).    1860.    8. 


w 


Diese  Multiplicationstafeln,  deren  Einrichtung  uns  einfach  d 
bequem  zu   sein  scheint,   enthalten    unmittelbar  die  Producte  t 
zwei    ganz  zahl  igen    Factoren,   wenn  der  eine  der  beiden  Factareo  ! 
nicht  griisser  als  500,  der  andere  nicht  grösser  als  500  ist.     Wul  j 
man  Producte    mit  grösseren    Factoren,    die  nicht  mehr  innerhalo  1 
der  ürSnzen   der  Tafel  liegen,    bilden,  so  muss  man   sich   bierza  \ 
bekannter    einfacher  Hültsmittel   bedienen,    zu    deren   Annendui^J 
die  übrigens  nur  kurze    Einleitung   eine  xtveckmassige  Anweisung  i 
enthält.     Uiese  Tafeln  gehen    nicht  so    weit   wie  die  in   zweit«  | 
Auflage  erschienenen  bekannten  Crellesehen  Tafeln,  ihr  Format 
ist  aber  weit  bequemer,  bei  übrigens  vüllig  untadelbafter  äusseren 
Ausstattung;  auch   möchte  die  den  Tafeln  gegebene  Ausdehnung  I 
fSr    die   meisten    praktischen    Arbeiten    hinreichend  sein.     Ueber    , 
die  äberaus  einfache  Einrichtung  giebt  die  Einleitung  die  nüthtge 
Auskunft.     Der  Herr  Verfasser  oder  Herausgeber  bat  sich  nirgends 
genannt.     Im   Voruart  wird   aber  bemerkt,    dass   die  Einrichlui^  I 
ganz  der  Einrichtung  der  schon  im  Jahre  1805  in  Paria  in  kl.  4*.  1 
erschienenen  Tables  de  multiplication  —  (die  uns  nicht  weitvr  i 
bekannt  geworden  sind)  —  ähnlich  sei,  welche  nicht  bloss  in  Frank- 
reich, sondern  auch  bei'm  preussischeo  Kataster  in  Rheinland  und 
Wesipbalen,    und  ebenso   bei  der  allgemeinen  Landesvermessung 
im  Grossherzogthum  Oldenburg,   insbesondere  bei  Fläcbenberech- 
nnngen,  mit  Vorliebe  gebraucht  nürden,    indem  bei  derartigen  Ar- 
beiten selten  grüssere  Factoren  in  Frage  kämen.     Für  die  Correct- 
beit    wird    garanlirt.      Uns  seihst  haben   diese    Tafeln  recht  wohl' | 
gefallen,   wir  halten   dieselben  für  recht  praktisch  und  empfehlen 
sie  daher  zur  sorgrälligen    Beachtung,   indem  wir  bei  dieser  Ge-    { 
legenheit  zugleich  auch  die  empfehlensH'erthe,  die  1,  3,  4,  5 
7,  8,    dfachen  aller  Zahlen   von    I  bis  lOOUOO  enthaltende  Pro-  J 
ductentafel    von    C.    A.  Bretscbneider.      Hamburg    und  J 
Gotha.     1841,    welche    im    Literar.  Ber,  Nr.  Hl.  S.  50,    angt^   1 
zeigt  worden  ist,  aber  nieiit  die  wohl  verdiente  hinreichende  Ver- 
1>reitung  gefunden  zu  haben  scheint,  wieder  in  Erinnerung  bringen   \ 
wollen. 
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Astronomie. 


Gro88ti  Soiinu 


sten 


I  ISteii  Juli  I 


Die  grosse  fAniieoGnsteroiss  vnm  I8ten  Juti  1860  hat  eine 
ungevrr>hnlicheti  Gifer,  eire  ungeirülirilJch  grosse  liettieiliguQg  Im 
ihrer  Beobaclitung,  namenllich  in  den  (iegenden,  wo  sie  totl 
war,  hervorgerufen.  Es  scheint  daher  wohl  angemessen,  in  diesv 
literarischen  Berichten  Ober  dieselbe  einige  Klitlheilungen  zu  nu 
chen  aus  Journalen  und  Zeilscbriften,  welche  nicht  jedem  Leu 
des  Archivs  leicht  zugänglich  sein  diirUten,  freilich  mit  gruesj 
Einschränkung,  ivelche  durch  den  geringen  Kaum  uns  unabiveü 
lieb  geboten  i;^l. 

Fragt  man  zunächst  nach  der  Ursache  des  so  grossen  Eifsl 
bei  der  Beobachtung  einer  keineswegs  sehr  ungeivühnlicheu  El 
scheinung,  und  ob  derselbe  in  einer  solchen  Weise  berechtigt  M 
so  müssen  wir  diese  letztere  Frage  jedenfalls  aus  vollster  Uebs 
■eugung  bejahend  beantnorfen.  Denn  können  wir  irgendwie  einig 
Uoffnang  haben,  über  die  eigenthtiniliche  Natur  unaers  Ceotri 
kSrpers  elnigermassen  Aufschluss  zu  erhalten,  so  ist  dieselbe  li 
diglich  aus  der  sorgfalligen  Benbachtnng  totaler  Sonnen  finster  »isi 
zu  schüpreii.  Soll  aber  diese  Hoffnung  auf  einem  sicheren  Fni 
dameiite  ruhen,  so  wird  es  natürlich  xunächsl  und  vor  allen  Dil 
gen  darauf  ankumnieii,  über  den  Grund  der  bei  totalen  Sonnei 
finsternisäen  dem  Beschauer  sich  darbietenden  grossartigen  El 
scheinungen,  namentlich  darüber  zu  gehöriger  Klarheit  zu  kommei 
wo  dieselben  ihren  eigentlichen  Sitjt  haben,  oder  —  mit 
Worten,  —  ob  dieselben  der  Sonne  angehören  oder  de 
Monde.  Denn  nur,  oder  wenigstens  vorzugsweise,  dann,  wenn  dl 
Erstere  der  Fall  ist,  wird  die  oben  angedeutete  Hoffnung  wirklicl 
Berechtigung  in  sich  tragen,  wogegen  im  letzteren  Falle  die  B 
Hcheinungen  in  Rücksicht  auf  die  Sonne  nur  mehr  secundfir 
Katur  sein  würden. 

Was  also  nun  die  Frage  betrifft,  ob  die  bei  totalen  Soi 
nenfinsternissen  sich  darbietenden  so  unendlich  grosi 
artigen  Erscheinungen,  die  sogenannten  Protuberai 
zen,  die  Corona  u.  s.  w.  der  Sonne  angehören  oder  dei 
Monde;  so  wird  auf  deren  Entscheidung  die  Beobachtung  totaU 
Sonnenfinsternisse  zunächst  ihr  Augenmerk  zu  richten  haber 
der  That  ist  bisher  immer  das  Erstere  angenommen,  der  Graiif 
der  Proluheranzen,  der  Curona  u.  s.  w.  in  einer  die  Sonne  u 
benden  besonderen  Atmosfibäre  oder  Pbulosphäre  und  dergL 
welche  begreiflichem  eise  nur  bei  totaler  Verfinsterung  der  Sonni 
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nr    Erscheinang    kommen    kann ,  g^ucht   worden,    itnil   nur   eist 
späterhin  hat  sich  fiieneben  eine  aireite  Ansicht  geltend  zn  madten 
▼•raucht,    nai-h  tvelcher  die  genannten   Erscheinungen  bloss  opti- 
Natur  sein,    auf  Licht- Interl'erenzen,   Licht-Beugungen  \m 
den  Mondbergen   u.  dergl.  beruhen,    in    Bezug  auf  die  eigenthüm-' 
Sehe  Natur   der   Sonne  also   durchaus   nur  seeundär  sein   solteo; 
IM  dem  grossen  Interesse,  welches  ich  von  jeher  an  den  in  Rede 
gnden   Erscheinungen   genommeD,    habe  ich,    so  viel    es  mir 
irgend  müglich  getvesen  ist.  Alles,  was  über  dieselben  zu  meiner 
KeniitnisB  gelangt  ist,    sorgfältig  zu  verfolgen  gesucht,  habe  aber' 
nirgends  einen    nur  mit  einiger  wirklich  überzeugenden  Kraft  ttf'S 
die  letztere  Ansicht  sprechenden  trifligeo  (irun'l,  sondern  bis  joti^T 
meistens  in  dieser  Beziehung  nur  allgemeine  Redensarten  gefuDiir 
den.   und  gestehe  gern,    ilass  ich,  die  unendliche    Grossartiglceiij 
der  hier  dem  erstaunten  Beobachter  im  Welträume  sich  d»rbieta*4J 
den  Erscheinungen  vollkommen  begreifend,  sehen  aus  allgemeinen 
Gründen    zu    einer  in    Bezug    auf  diese  Grossartigkeit   so  wenig 
wahrscheinlichen  Ansicht  mich  nie  auch  nur  im  Entferntesleß  habe 
bekennen  können,  ohne  übrigens  dahei  das  Recht,  welches  in  der 
Naturwissenschaft  jede  Ansicht  hat,  den    Versuch,  sich   geltend 
zu  machen,  wagen  zu  dürfen,  auch  nur  im  Geringsten  und  einen 
Augentilick     zu    verkennen     oder    in    Zweifel    ziehen    zu    wollen. 
Will   man    aber   nun    gar   daraus,    dass  sich  etwa  durch  optische 
Versuche  in  physikalischen  Kabinetten  auf  einer  hölzernen  Eugclta 
lind  dergl.  einigermassen  ähnliche  Erscheinungen  hervorrnfen  l&8',4 
sen,    nun  gleich  ohne  Weiteres  den   Schluss  ziehen,   dass  diese^l 
Erscheinungen    jene    unendlich     grossartigen     Erscheinungen    lü^  I 
Welträume     congruent    sind:    so     beruhet    ein    solcher    Schiusa  ^ 
fvahrlich    auf  einer  sehr   schwachen  Logik,  über   die   hier  nicht^-V 
weiter  zu  sagen    ist.     Nur  Beobachtungen   der  totalen  Sonnenfii" 
eternisse  selbst  sind  geeignet  nnd  berechtigt,  eine  einigem 
sichere  Entscheidung   herbeizuführen,   und  solche  Beobachtungen  J 
dürfen  nicht  mit  Fernrohren   von    ganz   untergeordneter  Wirkung, 
wie    sie  allenfalls  jeder  Liebhaber  der  Astronomie    besitzt  oder  ,, 
sich  leicht  zu  verschaffen  im  Stande  ist,  angestellt  werdet 
dern  erfordern  grossartigere  Hiilfsmittel,  wie  sie  zu  meiner  gros seQ  J 
Freude  in  der  That  auch  bei  der  Finsterniss  vom  IS.  Juli,  im  rieh-'] 
(igen  Verständniss  der  Sache,  wirklich  vielfach  in  Anwandung  ge-^ 
bracht  worden  sind,  wobei  der  treffliche   Director  der  SternwaTiejT 
in  Madrid,  Herr  Antonio  de   Aguilar,  in   einer  die   wHrmstff* 
Anerkennung  verdienenden  Weise,  hilfreiche  Hand  geleistet  hal*).]^ 


*)  H.  ■■  I.  B.   ileu   Bfirldit  des   berübmten   Uirer.tnm   ilei  SlurnwarLe 
de>   Oall«giu   romani)   (in   Koro)   Herrn   P.   Angeln    SeRchi   (deLIa 


^  UttTariKker  Bericht  CXXXIX. 

Sehr  bebeTzigenan'cr(h  ist  gewiss  für  solche,  nur  init  HilU'smitlel» 
von  ganz  untergeordneter  Bed^utunß  versehene  Beobachter,  derev 
Beob  ach  lullten  eben  deshalb  gar  nicht  berechtigt  sind  bei  diese» 
Bingen*)  mitzusprechen,  und  nur  sehr  wenig  Glautieo  ^ 
neo,  das,  was  Herr  Le  Verrier  in  der  Sitzang  der  Pariset  lt,\ 
demie  der  Wisdeiischaften  vom  13.  August  1860  in  dieser  Beziel» 
mit  vollstem  Rechte  sagte,  worüber  der  Cosmos  17",  Vol.  7' LS 
vraiso».  p.->24.  folgende  Miltfaeilung  enthält:  „M.  Le  Veti 
exprime  ensuite  quelques  Uoutes  ou  quelques  cra 
tes:  la  soprise  et  le  raible  pouvolr  o|>tiQae  de  l 
lonette  auront  pu  tromper  quelques  astroDunies,  eti 
est  convenable    de    ne    ee   fier   qu'aux   instrun 


pui> 


suffie 


et  I 


Welche    Ansicht   Herr    Le    Vetr 
über  die  Erscheinungen  selbst  hat,  werden  wir  nachher  sehen. 

Wie  ist  den«  nun  die  obige   Frage   durch  die    Beobi 
achtungen    der    Finsterniss    vom    IR.   Juli    entschiedai 
Horden,  so  weit  die  Nachrichten  bis  jetzt  reichen?  wefc 
den   die  Leser   des    Archivs    fragen.     Ein   erster  in  vieli 
hung  sehr   interessanter,    verständig  verfasster  Bericht  von  einei 
ungenannten     Hannoveraner    findet    sich    in    der    Berlinischei 
(Vossischen)    Zeitung.     IS60.     Nr.  178.     Mittwoch    i 
\.  August.     Erste  Beilage.    S.  2.     Darin   heisst  es   nürtl 
also:     „Für  die  Wissenschaft   ist  aus   diesen  Beobsi 
tungen   zunächst   festgestellt   —  mindestens   waren  i 
Ästronomen,  welche  am  Abend  des  18.  in  Vittoria  ei 
Versammlung   hielten,  darüber  einig,  —  dasH    die  Pi 
taberanxen  der  Sonne  angehören  und  nicht  etiva  di 
Blonde   oder   unserer   Atmosphäre,    nie    bis   jetzt    r« 
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Igen,  wenn  lie  >eratändig;  im  Dleuste  der  WissuiMli 
arbeiten  und  wnhrbBtt  Aoerh«iiaung«wetthea  für  dieselbe  leisten  wolll 
den  im  Archiv  Tbl.  X\X1V.  S.  249.  Nr.  XII.  milgelbuiUen  tthÖDen  Al 
natE  des  Hetrn  von  Littriiw,  und  einen  lehtteicbeii  Aiifialz  von  it'- 
gelauder  im  Jahrbucbe  für  1644.  H  urrtu  a  gu  gel.en  vun  Seh 
inni'.hcr.     Slullgari  iinil  Tübingen      IS41.     S.  122    Uuherzigcn. 


Ulerarisc/ier  Bericht  CSXXIX. 


inug  denn  doch  wohl  manchem  der  mondsüchtigen  Herreu  das 
Herz  etwas  gekliiplt  haben,  ab  unner  Trahaut  in  stiller  Majestül 
über  die  uiiverrTickt  festetehenden  Protuberanzeii  hinwegzog!  — 
Nachdejn  iu  der  schoti  erwähnten  Sitzting  der  Pariser  Akademie 
Herr  Baliinet  den  Bericht  des  Herrn  Goldsch  m  i  dt  gelesen 
halte:  M.  Le  ¥errier  demande  a  r^suiner  au  tableaa, 
et  ä  l'aide  de  Tigures,  l'ensemble  des  f  h^nonienes  oh- 
serväes,  et  les  resultats  acquis  qui  «ii  sont  les  cuns^- 
quences,  en  ce  qui  concerne  au  moins  les  ]irotube- 
fances  qu'il  consid^re  seules  aujourü'hui,  laissant 
pour  une  autre  occaasion,  s'il  y  a  lieu,  la  discunsion 
de  ce  qui  concerne  l'aur^ole.  Cen  r^sultats,  an  nom- 
bre  de  deax,  aont  ImportaiitH,  le  pretnler  est  q[ne  le» 
protubcrances  roui^es  sont  des  DURgeB  flottants  dane 
une  atmoeph^re,  Ic  aecoiid  que  ces  iiuagcs  appartien- 
neut  k  l'atmoaphere  solaire  ou  an  aoleil. 

Von  dem  grössten  Interesse  ist  der  von  Herrn  Seccfai,  wel- 
cher KU  Desiertu  de  las  Palmas,  vielfach  unterstützt  vou 
Herrn  Aguilar,  beobachtete,  der  Pariser  Akademie  erstattete  Be- 
richt (Comptes  rendus  a.  a.  O.  p.  156.).  Dieser  Bericht  ist  im 
Vürliegenden  Falle  um  so  vficbtiger,  weil  Herr  Secchi  namentlich 
in  optiach-astrononiischen  Dingen  eine  der  grüssten  und  ersten, 
allgemein  und  freudigst  anerkannten  Autoritäten  ist.  Auf  p.  160. 
sagt  der  genannte  berühmte  Astronom:  „Dans  ces  moments- 
lä*),  ma  conviction  sur  la  natore  de  ce  que  je  voyais 
fat,  que  le  phenomene  ätait  rriel  et  que  je  voyais  vrai- 
ment  des  flammee  dans  l'attiiusphere  solaire  et  des 
Duales  suspendus  dans  ces  l'lammes;  tl  ni'aurait  et^ 
iniposeible  d'iinagluer  autre  ehosej  conune  par  exemple, 
4ue  «ein  pAt  $tre  un  plienomftne  qaelconque  de  dlf- 
fraction  ou  de  refraetion." 

„Iia  graduatlon  jsi  ueite  et  le  lu^lange  «1  aenelble 
de  la  lumi^re  de  coulenr  Üeur  de  pt^ctaer,  avec  le  blanc 
de  ce  que  nun«  appelona  pbotoophere ,  etait  d'nn  ea- 
ract^rc  tont  autre  que  celui  que  j'aie  vu  dans  leH  pb^> 
nomines  de  diffraction,  d'lnterference  et  de  rcfraction, 
et  tout  K  falt  hors  de«  llioites  des  illusioiiB  quelconqoea. 
Je  ne  doute  donc  pas  qu'ellei«  ne  aolent  reellement 
propreH  au  solell ,  et  la  stmetnre  de  ces  ouages  sus- 
pendu«  ach^ve  de  fortlfier  ma  conviction." 
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Umrarisf/ier  Bfricht  CXJiXJX. 


In  einer  weiteren  Mittheiliing  in  den  Cnmples  rendua 
1800.  Nr,ap.276.  ßiebt  Herr  »ecchi  such  von  Versuchen  Nacl» 
rieht,  die  er  angeelellt  hat,  und  eagl  u.  A.  ]t.^Z77.  Folgendes:  „Li 
couronne  elle-m^me  piia  du  bord  solaire  et  les  protu- 
b^rances  ont  et6  tont  ä  fait  i tii tni tables  avec  les  dif- 
f^rents  moyens,  qoe  j'ai  esKay^«:  tes  f'rangee  ains! 
[iroduitea  ä  l'esterieur  sonl  liis  limittieif  et  d'ün  ca 
ractere  tout  ä  fait  different  de  la  i:auronne;  et  les  pro- 
niinences  que  j'ai  produites  avec  des  boulvs  couverte» 


de   < 


utres 


teinte  et  de  caracterea  optiquee  parfaitenient  difr^' 
renta  des  protuberancessülairefi.etjeti'ai  pn  reii«»Ui 
k  rlen  prodiiirc  de  semblable."  Genius  «ine  sehr  wichtig^ 
Uittheilung  von  einem  ao  ausgezeichneten  Beobachter. 

Bin  so  bestitunit  ausgesprochenes  Urtheil  einer  der  ersten 
Autoritäten  in  diesen  Dingen  ist  doch  nohl  maassgebeiid  und  (3r 
jetjst  entscheidend;  aufKo  t^ewichtigi 
und  Irann'tnan  sich  im  vorliegenden  Falle  vorläufig  aber 
allein    verlassen. 

Ich  bedauere,  daas  die  Beschranktheit  des  Raui 
tere  Alittbeilungeu,  die  ich  späteren  literarischen  Berichten  vor* 
behalten  niuss,  tiir  jetzt  nicht  j;estattet.  Indess  sind  solche  Aa- 
toritäten  wie  die  vorhergehenden  schon  völlig  hinreichend,  um 
uns  für  die  Richtigkeit  des  nach  der  Miltheilung  unsers  obigen 
Hannoveraners  von  dem  ant  Abend  des  18.  Juli  in  Vittaria  zuaaiU' 
mengetrelenen  astronomischen  Congress  gethanen  Ausspruchs  fSb 
jetit  eine  nicht  ab: 


i  Gevi-ähr  zu  leisten: 


„dasa    nSmllch  die  Protaberansen    der  S«aa» 
and  nicht  dem  Monde  angrehliren." 

Besondere   Mittheilungen  über  die  Corona   oder  Anreole  behalten 


Wir  freuen  uns  dieses  Hesultals  tvahrhaO  im  Interesse  der 
herrlichen  astronomischen  Wissenschaft,  da  vh  uns  nun  mit  nocK 
iirüaserem  Mutbe')  der  oben  ausgesprochenen  Hoffnung  hingeben 
künnen.  dass  fortgesetzte  eifrige  und,  so  oll  sich  Gele- 
genheit darbietet,  iviederholte  Beohachlungen  totaler 
SonnenfinslerDisse  sa  sicheren  Aufschlüssen  übar 
die  eigentliche  Natur  unseres  Centralkörpers   fübres 


•)Den 


inlnasung  gehabt  hiiben. 


r 


Ulernriselier  Bericht  CXSXIX. 


II 


werden.     Natürlich   »erden   diese   Erscheinungen,  nachdeni  man 
SU   dem    obigen  Resultate    gelangt    Ist,  immer   noch  an  Intereäee 

Ißtrimien  uud  noch  mehr   imhre  Aetronomen  aU  schon  jelit  an 
■W  genauen  Ueobacbtung  Anteguog  und  Auffoideiung  Ünden. 
L 


Na 


ift. 


Herr  Pay 


e  in  Paris  gehurt  auch  zu  den  Anhängern  der  so^ 
inlen  optischen  Theorie,  vrorüber  er  sich  im  Coomo», 
I7=.Vol.  ll'Livr.  p.  3"26.  ausspricht.  Der  Herausgeber, 
BerrMoigno,  Tügt  seiner  Mittbeilung  Folgendes  hei:  „M.Faye, 
on  le  voit,  est  impitoyable.  II  nie  tout,  atmosphere  solaire,  naa* 
ges  roses  etc.  etc.;  il  repousse  carrement  les  conclusiona  qu'ont 
tir4es  spontanement  de  ce  qu'ils  ont  vu,  IV].  le  Verrier,  M.  War' 
ren  de  la  Rue,  le  R.  P.  Secchi,  etc.  etc."  Diesee  Negiren  ist 
freilich  eine  sehr  leichte  Sache,  und  es  ist  gut  und  ganz  recht, 
dass  Herr  Moigno  Herrn  Faye  so  abfertigt. 


Nachdem  ich  vorstehendes  Referat  nach  den  mir  bis  jetzt 
vorliegenden  glaubwürdigen  und  beachtungswerthen  Mittheilungen 
so  ebeu  geendet,  geht  mir,  wahrscheinlich  von  ihrem  Verfasser, 
Herrn  Professor  Plantaniour  in  Genf,  dem  ich  dafür  verbind- 
lichst danke,  die  folgende  Schrill  zu: 


Ion  de  l'^clipse  totale  du  solerldu  18.  Jnil- 
stellon    de  la  Plana   (Espagne),   par   M.  le 


Obse 
Ict  1860  \ 
Professeur  Pia 

Dieser  in  vielfacher  Beziehung  interessante  Bericht  eines 
ausgezeichneten  Astronomen  verdient  jedenfalls  Beachtung  vor- 
züglich auch  deshalb,  weil  derselbe  mit  einem  nach  der  gege- 
benen Beschreibung  jedenfalls  vorzüglichen  Instrumente  (nne 
exellente  lunelte  de  Ramaden,  appartenant  h,  l'nbservatoire, 
d'une  Ouvertüre  de  58  millini^trea,  ä  laquelle  ^lait  adapt^  un 
raicrometre  ä  angle  de  position,  avec  un  oculaire  de  Merz 
donnant  un  grnssissement  de  tfente  fois  etc.,  nattirlich  mit 
genauer  parallac  tisch  er  Aufstellung,  die  hier  nie  entbehrt  werden 
kann)  beobachtete.  Dieser  Schrift  sind  auch  drei  sehr  schöne 
farbige  Zeichnungen  beigegehen,  vrelche  derselben  noch  einen 
ganz  besonderen  Werth  verleihen,  so  dass  dieselbe  unter  allen 
Bedingungen  zu  sorgfältigster  Beachtung  empfohlen  >i'erden  muss, 
wenn  sie  auch  für  jetzt  wohl  nur  als  eine  vorläufige  Mitthei- 
lung zu  betrachten  ist.  Nachdem  ich  so  eben  vorher,  gestützt 
auf  Aussprüche  und   Miltheilungen  allgemein    anerkannter    Astro- 


12  ■  UleraThdier  Bericht  CXXXIX. 

nomen,  meine  tJeberxeu^uiie  dahin  uu^p^eaprochen  habe,  dass  di« 
Pro  tu  be  ranzen  u.  n.  vr.  der  Sonne  angehören,  iet  es,  nachdem  i 
jetzt  eben  erst  die  vorliegende  Schrift  zugegangen,  einem  so  tiich- 
tigen,  von  mir  jederzeit  hochgeachteten  Astrofiomen,  wie  Berw 
ProfeHsoT  Plantainour,  ge<;enuher,  meine  Pflicht,  zu  bemerke%r 
dass  derselbe  durch  seine  Beobachtungen  jetzt  zu  der  entgegen*: 
gesetzten  Ansicht  gekommen  zu  sein  meint  Auf  S.S.  heisst  es: 
„II  est  resulte  ))Dur  moi,  de  lobservation  de  leclipse  du  18.  Juillet, 
l'inipression  d'aulant  plus  vive  que  je  in'y  attendais  moins,  que 
tous  ces  phenom^nes,  tels  que  la  couronne,  les  raisceaux  dfl' 
rayons  et  les  protuberaocea  ne  sont  pas  des  ph^nomenes  existani 
r^elleinent  autour  du  soleil,  qui  deviennent  visibles  parce  que  t 
Inne  cache  le  diaque  müme  du  soleil,  et  qui  changent  seulemeni 
par  le  fait  que  cet  ecrao  en  masque  ou  demasque  al lern ati verneig 
teile  ou  teile  parlie,  mais  que  ce  sont  des  phenomenes  luminea)^ 
produits  par  l'ecran  qui  s'interpose  dans  la  direclion  des  rayoqii 
solaires,  et  que  leur  modilication  depend  de  la  position  plut 
moins  rapproch^e  de  l'observateur  du  cöne  langcnt  aux  disqaes 
du  soteil  et  de  la  lune." 

Der  Herr  Verfasser  führt  auf  S.  9.  — S.  11.  die  Grunde,  die 
ihn  zu  vorstehender  Ansicht  bestimmen,  theilweise  gestützt  auf 
sorgfältige  Rechnungen  an,  worin  wir  ihm  aber  hier  für  jetzt  der 
Beschränktheit  des  Raums  wegen  nicht  weiter  folgen  künnen,  son- 
dern die  Leser  auf  die  beachtenswetthe  Schrift*)  selbst  vertveisea) 
müssen,  nachdem  ivir,  einem  so  ausgezeichneten  Beobachter  und 
Astronomen  gegenüber,  der  Pllithl,  auch  unserer  eigenen  An- 
sicht entgegenstehende  Ansichten  hier  mitzutheilen,  genfigt 
haben,  indem  wir  an  diesem  Orte,  unsere  eigene  Ueberzeagunj, 
übrigens  nie  zurückhaltend,  bei  solchen  Diugeii  voreuga- 
fveise  und  zunächst  hier  nur  als  Berichterstatter  auftreten  können. 
Wir  danken  Herrn  Plantamour  nochmals  für  die  uns  mitgetheiltft 
Schrift,    wenn    wir  uns  auch    nicht   zu    seiner   Ansicht   bekennen<. 


Vermischte  Schriften. 

Monatsbericht  der  Kiinigl.  Preuss.  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Berlin.  S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXXXVl 
S.U. 

Februar  [86U.     Hagen:     fjeber  Wasserwellen  bei  begreuB* 

«)  WahriGheiiiliirli    licsunilers   ub^.rcdi'url  1   au.    drr    B  iti  I  i  o  tli  äfo 
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Uterarischer  Befiehl  C.VA'AVX  ]3 

ter  und  coustanter  Tiefe-  S.  51— 5!2.  [Herr  H.  schliesst  seine 
kur^e  Mittheilung  mit  den  Worten:  „Es  entsteht  daher  die  frage, 
ob  unter  Zugrundele^^UD};  elliptischer  Bahnen  der  geometrischen 
Bedingong  —  (dass  in  der  WassL-rmasse  nirgenil  ein  leerer  Raum 
und  nirgend  Ueherfüllung  eintreten  darQ  —  genügt  und  zugleich 
dieselbe  Schwingungszcit  für  alle  unter  einaikder  liegenile  Schich- 
ten dargestellt  iverden  kann.  Es  ergieht  sich,  dass  dies  allerdings 
mSglich  ist,  nenn  1)  die  absolute  Ueschwindigkeit  jedes  Wasser- 
theilchens  constant,  und  '2)  die  Differenz  znischen  den  grossen 
nnd  kleinen  Axen  in  allen  Bahnen  desselben  Systems  gleichfalls 
coiistant  ist"].  —  Dove:  Ueber  die  l>arometriscbcn  Extreme  des 
Jahres  ]Sr>9.  8.83—86.  (Daa  Jahr  1850  zeichnet  sich  durch 
ungevrühnliche  Schwankungen  des  Luftdrucks  aus,  was  es  wün- 
scbenswerth  mncht,  daes  diese  einer  umfassenden  Untersuchung 
tintertvorien  werden.  Die  Ergehnisse  der  Beobachtungen  des 
preussischen  meteorologischen  Instituts,  iielches  [S'orddeutschland 
mit  Ausnahme  Sachsens  umfasst,  liefert  Herr  D.  in  diesem  Auf- 
satze}. —  Dove:  Ucber  die  NichtIdentität  der  Abgüsse  verschie- 
dener Metalle  in  derselben  Form.     S.  87. 

März  1860.  Dove:  Ueber  die  Darstellung  der  Interferenz- 
Farben  aus  den  Interferenzen  in  verschiedener  homogener  Be- 
leuchtung und  kiiiislliche  Nachbildung  des-  Dichroismus.  S.  104— 
118.  (PJues  kurzen  Auszugs  ist  dieser  interessante  Aufsatz  nicht 
fabig;  sein  Inhalt  ist  durch  seine  üeherschrift  mit  hinreichender 
Deutlichkeit  bezeichnet).  ~  Ehrenberg:  Vorläufige  Mittheilung 
Sber  einen  sehr  merkivnrdigen  Meteorstuubfall  in  Jerusalem  mit 
groasem  Orkan  am  S— *J  Februar  d.  J.  S.  I'2I.  -  Encke:  Ueber 
die  Auf-  und  Untergänge  der  Sterne  und  der  Sonne  hei  den  Al- 
ten. S.  122— M3.  (Eine  zivar  nur  kurze,  aber  gründliche  Unter- 
suchung über  den  fraglichen  Gegenstand,  Otier  den  bekanntlich 
namentlich,  schon  J.  F.  Pl'aff  eine  sehr  werthvolle  Abhandlung 
geliefert  hat).  —  Dove:  Ueber  Dichroismus.  S.  135.  —  G.  Rose: 
Bemerkungen  über  das  Vorhnmmen  des  Diamants  in  Brasilien. 
S.  137,  —  Ehrenherg:  Ueber  zwei  Staub-Meteore  aus  West- 
pbalen  und  Syrien  sammt  deren  Vergleichung  mit  dem  Passat- 
staube  und  mit  zwei  neuen  centralafrikanl^chen  Oberflächen-Erden. 
S.  137-157.  —  Dove:  Ueber  die  polarislrende  Wirkung  des 
Amethyst,  in  der  Richtung  der  Axe  desselben.     S.  157. 

April  1860.  Du  Bois-Reymond :  Ueber  ein  durch  den 
Strom  hervorgerufenes  Widerstandsphänomeu  an  den  feuchten  po- 
rösen Korpern.  S.  172.  —  Ehrenberg:  Beiträge  zur  Beurthei- 
tung  der  wunderbaren  japanischen  Glaspflanze,  der  sogenannten 
Corallenihier- Gattung    Uyalonema    und    der  Familie    der    Hyalo- 
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cbavtideu.  8.  173—183.  (Weon  auch  weniger  in  den  Krei*  dm 
Archivs  gehitrend,  doch  allgemein  interesganl,  weil  Herr  E.  aof 
S.  181.  die  sogenannte  numlerbare  japanische  Glaspflanze,  einen 
Ted  er  husch  artigen  und  kostbaren  Schmuck  der  dortigen  Einwoh- 
ner, aof  S.  181.  mr  ein  japanisches  Kunstproduct  erklärt).  — 
Reuschle:  TüTeln  der  Zerrällung  aller  Primzahlen  innerhalb 
des  ersten  Tausend  in  ihre  aus  eilften  und  aus  dreicebiiten  Wi 
zeit)  der  Einheit  gebildeten  primfiren  coniplexen  Primfactoren,  Tor- 
gelegt  von  Herrn  Kummer.  S.  190 — 199.  (FortsetEung  der  no- 
t6T  dem  13.  Juni  and  14.  November  vorigen  Jahres  mitgetheille» 
Tafeln).  —  Ehrenberg;  Ueber  den  am  24.— 25.  Januar  1899< 
auT  das  amerikanische  Schiff  Derby  bei  den  Capverdeii  gefalleneii- 
Passatstaub.    S.  203— 208. 

Mai  iSßO.  Dieses  Hcl't  enihsit  keine  in  den  Kreis  des  Ar-] 
cbivs  gehörenden  Aufsätze;  jedocb  wollen  nir  aufmerksam  tn«-^ 
eben  auf:  Bunsen:  Ueber  ein  neues  dem  Kalium  nahestehendes^ 
Metall,  mitgetheilt  von  Herrn  du  liois-Reymond.    S.22I- 


Annali  di  Mat< 


ira   ed  applicata  pubblicati 


F.  Brioschi   a   Pt 
lini  a.  Roma.    i". 


(S.  Literar.  Ber.  Nr.CXXXVil.  S.  15.) 


Nr.  1.  (Gennaro  e  Febl>raTo  1860.)  Memorie  intorno  sd' 
aictine  qnestione  I\1atemaliche  di  A.  Uorna.  p.5.  —  Applicasione 
del  discriminante  nullo  alle  risoluzioni  di  aicuni  problemi,  di  M, 
Azzarelli.  p.  16.  —  Memoire  sur  la  theorie  geometriqne  cles< 
surfaces  du  second  ordre.     Par  Ch.  Meray.    p,  30. 

nivlsla  blbliof^rnpliica.  Formnle  per  delermiuare  quantl 
siano  i  numeri  primi  lino  ad  un  dato  limite.  Articolo  del  Prof, 
Genocchi.  p.  52.  ~  Lettera  del  Prof.  Giusto  bellavitigal 
Prof.  B.  Tortolini.    p. 60.  —  Pubblicazioni  recenti.    p.64. 


No. ' 
elliticbe, 
p.  65. 


(Marzo  e  Aprile  1860.)    La  Teorica   delle  funxienl 
Gue  applicazioni.     Monograöa  del  Prof.  Enrico  Bettt. 


Preisaufgaben  derKünigl leben  Akademie  der  Wis- 
senschaften in  Brüssel. 

1.     Generaliser   le  thäor^me  de  Sturm  en  l'etendant  ä  oa  sy 
steme  de  deux  cqualions  a  deux  inconuues. 

3.    TroDver  et  discuter  l'int^grale  de  l'^quation  des  Itgnes  d« 
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courbufe  k  Is  eurrace  lieu  gtom^triqup  des  pninls  dnrit  la  soininii 
des  distftnces  k  dem  droitee,  qu'i  se  coitpent,  est  constante. 

3.  Determinier,  ä  I'aide  d'experiences  nouvelles,  si  une  quan- 
t\ti  (loiiiiäe  de  Iravail  ludcanique  peut  developper  constamnient 
une  nieme  quuntile  de  cbaieur,  et  reciproc[uement  e!  une  m^me 
quatitile  Üe  chaleur  est  susceptible  de  produlre  la  mänie  quantitä 
de  travail  mecanique. 

■1.  On  demande  si  (e  principe  de  Joule  est  applicable  anx 
effetf  de  la  poadre  dann  lea  bniiches  de  feu.  Dans  la  negative 
OD  danB  l'nnirmative,  d^terminer  les  conditinns  de»  mouvenients 
des  gsK  prorfiiitH  par  la  d^flagration  de  la  pondrc  dnns  t'äme  des 
boucben  ä  feu  et,  snb^id'rairement,  dans  d'antres  eircnnstances. 

Le  prix  du  concours  pnur  la  premtere  el  la  Iroisieme  question 
sera  de  quiiiite  cents  Tranes;  le  prix  pour  la  deuxieme  et  pour  la 
quatri^me  sern  de  niille  franca. 


Les  CDncurrents  addresseront  leurs  niivrages  i 
!  rnterieur")  arant  le  20.  Septembre  1862. 


Departement 


m 


Le  jugement  du  concours  se  fera  coiiform^ment  aux  dispotii- 
tions  quiiregissent  les  concours  pour  les  pHx  quinqueniiaux  ätablis 
""      l'arrelä  royal  du  Ü.  Juillet  Itöl. 


gl.  Literar.  Bi 


ir   Ic.    böhmischen    Gei 

'rag,    Jahrgang  IS60. 

r.  Nr.CXXXVIl.  S.U. 


der  Wiss 
Jnni,    Ve 

S.  11.  HerrPie 
sehen  Versucb  und 
hat  bisher  geglaubt,  t 
üigkeit  und   den  War 

Berührung  stattlindet.  Dies  ist  jedoch  nach  Herrn  Pierre  nicht 
richtig,  vielmehr  scheint  nichts  übrig  zii  bleiben,  als  eine,  wenn 
auch  sehr  geringe  Adhäsion  zwischen  Metall  und  Flüssigkeit  su- 
zogeben.     Des  Weileren  vregen  müssen   nir  auf  die  Mittheilung 


e  besprach  den  bekannten  Leidenfrost- 
ts  ihn  ebenfalls  demonstraliv  nach.  Alan 
i  bei  diesem  Versache  EH'iscben  der  FIöb- 
I   des  stark    erhitzten  (lefässes  gar  keine 


*}  Es  «inil  diei  nämlich  auaserordcntlicIiH  frei.qaufgaban ,  die  durch 
D  besondereB  arrätc  roynl  vom  31.  Mai  1860  j^estellt  werden.  I>b- 
T  die  Einsendung  an  An»  D^ |iarteni ent  de  l'int^rieur.  In  dem 
'r<Ui^  rnjnl  vom  20.  Nuvembre  1»5l  hcisul  ea:  Tntil  »uvra^'e  e«! 
min  iiu  nineiiui's  a'ii  eat  public  en  Bcigique,  b'Ü  est  eutie- 
imenl   achetc    et   ai   l'auteur    oal    Berge    de    aais«anrc   nti 


n 
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mdkmt  rarwekc«.  —  S.».  Ben  kaim.  BaA  Kilik  bidt  i 
Vartng  fikr  «Im  Ute»  Gmwlnlz  dea  E«UMec  u4  i 
<f— cfte«  aaf  meme  Att  m  bewciseo.  De*  Bewei 
WM  MkM  frAer  ifcBEkIte  ßewdw,  aof  <Iw  Tcrglcickaap  ■ 
fidier  WhikelTSKne.  Der  «or  drei  Jafcrea  rersl 
Jcsepb  LadicUv  Jandera,  welcher  die  MifWi^tilr  aa  d 
Cnreriiat  in  Prag  Säger  ab  50  Jatre  wt  ««IcfaeH  Erfolge  I 
daaa  die  Hefcrzabl  der  laaJbMBalUchcB  Lefafcaawbi  e 
■ardüe  TIM  ■«(■«■  Schalem  besetzt  werdca  koBate,  hat  < 
«ielCMh  «ad  langjährig  mit  der  AafnMhnig  eiac*  faSaAges  Ba.  ' 
Nciaea  far  daa  llte  Aüm  bcMhUtigt,  bia  jelzf  aber  aacbts  9bcr 
anae  Dat«w>cbaB-eo  bd^anat  gemadit,  treabalb  aBcrdkgs  kfit- 
IbcilBBgea  ans  d«i  hinterIasBea«n  Papieren  dieses  aebr  grfiadBcWa 
Matbeiaatiker« ,  «reiche  aicli  in  den  Händen  des  badiirSr^gea 
Herrn  Straborer  PrÜaten  Or.  Hieronymas  Zeidlet  befiadcn, 
wfaacfceanrerlb  aeJa  würden.  —  S.  92.  maclit  Herr  Karltnski  Wl- 
Iheihpgea  fiber  den  neaeD  PlaDeleo  Uestia  and  Sb«r  deaaea  Aaf- 
fada^  ■  geaciücbtlicber  Beüehang ,  iuilem  er  zu«Ieicb  *db  iltM 
berecboete  asknliTeDde  Elemente  dieaes  neuen  Planeten  giebL  — 
S.93.  Von  dem  k.  k.  Artillerie-HauptmaDe  Herrn  Angnst  KräÜ, 
wetdwr  lacbrere  Jahre  biodiircb  als  Artillerie-ln«Inxtear  in  Terj 
heran  (vngtrte  und  die  Würde  ein««  k.  per»ecl 
kleidete,  in  mefarereD  Gegeodea  Peräieaa  mit  eroMeai  HeiBse  ■ 
grosaer  Genaaigkeit  aosgelubrle  Hühenmessaagen ,  nebst  i 
dort  angestellten  Beobachtungen  n-erden  mit^etheilt.  —  S.  £ 
«nen  aneh  in  pbysikalii<cber  Rücksiebt  interessanten,  we< 
e^entiieb  pbyaiologiacben  ,  aber  doch  ohne  tiefere  physiol 
Kenntnisse  aJIseroein  versländlichea  Aufsatz  von  Uetm  Purky^ 
6bet  seine  Versuche  fiber  die  CoincideuE  gleicher  GeliSi 
empfind  nngen  im  Hinterbanpte  (I.  Historische  ^  arbei 
bang.  II.  Versuch  über  die  endncephale  Coincidenz  des  Schall^ 
dvreb  die  beiden  Gebürorsane)  machen  nit  aufmerksam.  - 
Eine  von  den  obengenannten  Herrn  Hauplniann  A-  Krüä  eia 
sandte  Abbildung  eines  in  Teheran  beändlichen  altpersiecb^ 
Astrolabiams  ward  vorgelegt,  and  die  spätere  Mittheilung  eiai 
daaaeibe  betreffenden  Aufsatzes  versprochen,  tcelcber  wir 
Interesse  entgegensehen.  —  Natürlich  kann  bier  nar  über  < 
mathematischen  und  physikalischen  Inhalt  dieser  Sitzungsberichte 
referirt  werden.  Ausserdem  enthalten  dieselben  des  Interesf 
ten  noch  aebr  riel. 


Literarischer  Berieht 


Am  lUten  Mai  18«U  starb  i 


ich  der  ordentliche  Profes- 


sor der  Mathematik  an  der  dortigen  Universität, 

Dr.  Anton  Mfiller, 


vorher   hie   1837  Privaldocent  an 
Das    Archiv    verdankt    derselbe 
ThI.  XVI.  Nr.  1. 

der   Universität  in 
n    einen    werthvolle 

Heidelberg' 
[)    üeilrasi    in 

I  Elementare  mathematische  Lehrbücher. 

Die  Fluth  der  elementaren  mathematischen  Lehrbücher  ist 
gegenwärtig  eine  ungeheuer  grosse,  da  jetzt,  n'ie  es  seheint,  jeder 
L^rer  an  einer  höheren  Unterrichteiinstalt  für  seinen  Unterricht 
ein  eigenes  Lehrbuch  schreibt.  Jedenfalls  ist  dieser  Eifer  ein 
sehr  erfreulicher  und  kann  von  Keinem  mehr  geachtet  iverden  als 
von  uns.  Auch  ist  es  ganz  gut,  wenn  jeder  geschickte  Lehrer, 
der  seinen  eigenen  Gang  zu  gehen  gewohnt  ist,  sein  eigenes 
Lehrbuch  hat,  und  bei  keinem  Lebrgegenslanile  dürfte  es  nach 
unserer  innigsten  Ueberzeugung  unzweckmässiger,  ja  selbst  ge- 
nbrlicher  sein,  den  Unterricht  durch  viele  sehr  ins  Einzelne 
gebende  VorscbriDen  und  Verordnungen  regeln  und  in  einen  be- 
stimmten AVeg  lenken  zu  wollen,  als  gerade  bei  dem  mathemati- 
schen. So  sehr  iiir  aber  auch  den  jetzt  zu  Tage  Irelemlen  grossen 
Eifer  in  der  Verfassung  und  llcrausgalie  elementarer  malheiuiitischer 
Lehrbflcher  ehren  und  achli'n,  so  erfreulich  dcrijelbp  auch  uoa 
selbst  in  jeder  Beziehung  ist:  so  ist  doch  der  unsern  literarischen 
Berichten  zugemessene  Raum  viel  zu 
allen  diesen  literarischen  Productione 
gebührender  Weise  mit  der  niithiget 
künnen.  Wir  sind  daher  genüthigt,  i 
Till. XXXV.  Hfl,  4. 


eng  und  viel  zu  klein,  um 
I   unsere  Aufmerksamkeit  in 

Ausführlictikeit  widmen  zu 
I  einem  schon  früher  einmal 
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von  une  gebrauchten  und  niiher  an  gedeuteten  Aii^kniirteinittel  i 
greifen,  dass  H-ir  nänilich  «iiejeiiigfri  unter  den  •Schriften  der  o 
gen  Gattung,  »eiche  uns  vorzugsweise  Beachtung  üu  veritiei 
scheinen,  berausgreiTen  unH  hIosN  dem  Titel  nach,  vielleicht  un 
Beiliigung  einiger  ganz  kurzer  Notizen,  anzeigen;  zur  weitei 
Vervolbtantiigung  werden  dann  hoffentliih  die  ver»ichie denen  Nu 
mern  unserer  Bihlingraphie  geeignet  sein. 

FQr  Handels-Lehranntulten,  60  wie  auch  tilr  den  Selhstunte« 
rieht  in  der  kaulniännischen  Ariihnielilc,  acheint  uns  alle  Kniprel 
lurig  zu  verdienen  das  so  eben  erschienene,  sehr  praktisch  geha 
tene  und  sehr  ansrcihrljche 


Lehrbuch  der 
Gebrauche  für  Handel 
Selbstunterricht.  Von 
hlihercn  Hand  eis- Lebr.-i 


nfinänn 


Arithmetik. 


Dr.  E.   Kauli< 

iKtall  zn   Pra 


Prag.    Credn 


Baltzi 
Dresc 


^haftliche  Strenge  zeichnen  sieb  jedenfiills  a 

ler    Mathemalik.      Von    Dr.    Richal 
r    am     städtischen    Gymnasium    i 


lia 


"WV. 


B» 


meine  Arithmetik  und  Algebra.     Leipzig.  Hirzel.  ISßO. 
worin  zugleich  ein  grosser  Schatz  sehr  dankensiverlber  bistorisclii 
und  literarischer  Notizen  i 
Eben    so   ist  ein    sehi 
r  strenge   und 


ndli 


itfialten  ist. 
leibliches    Streben 
eher  Üarstelinng  de 


:haGj 

illich  zu  erkenna 


1  dem 
Lebrl 


latik  für  höhere  Lehransta 
nann,  Professor  am  Gymni 
Theil.     Arithmetik.     SlelHi 


R.  Grassmann.     1860. 
Die  Lehrbücher  von  I 


.  Feans,  Oberlehrer  am  Gymnasiul 
zu  Paderborn,  von  denen  uns  jetzt  zwei  Ablheilnngen.  w 
die  Buchstabenrechnung  und  Algebra  und  die'  Plan 
trie  enthalten,  in  zweiter  vermehrter  Auflage  (Paderborn.  8ch3' 
ningh.  1859  und  1860}  vorliegen,  haben  wir  schon  frfiber  als  seil 
beachtenswerthe  Leistungen  bezeichnet  und  selbst  einige  Aal 
zQge  aus  denselben  niitgetheilt.  Wir  wiederholen  unser  friibere 
Urtbeil  und  finden  dasselbe  durch  das  baldige  Erscheinen  neufl 
Auflagen  bestätigt. 

Ferner  erwähnen  wir; 


r 
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Lehrbucb  der  Matfaematik.  Für  den  Schnl-  und 
Selbstuiitürricht  bearbeitet  Ton  Dr.  Hermann  Gerlach. 
Lehrer  am  Gynin;i^iiMn  j.ii  Parchim.     Eri'ter  TurRus  dei. 


Ein  sehr  zu  enipfehleiides,  auch  die  «ojji^nannle  neuere  Geo- 
metrie in  sehr  verständiger  und  zweckmässiger  Weise  beriicksich- 
tigeniles  Lehrbuch  drr  Geonietrle  scheinen  unc  7.\\  seiti : 


Die  ] 

cht  be 


leniente  der 
rbeitet  von  I 
an    der    Rei 


Tietrie.  für 
ich  Seegei 


en  Selhslui 
Lehrer  der 
ro«^.      Schw 


welches  auch  einige  sehr  beraerkensnerlhe  Anhänge  über  ver- 
schiedene Anfgaben,  grüs&ies  geiDeinBchaftlichcs  lUaass,  Commen- 
sursbilitüt  und  IncommensurahililSt  in  der  Geometrie,  und  in  der 
Vorrede  viele  ^ehr  verständige  und  einsichtsvolle,  den  denkendeit 
Lehrer  bekundende  rtidakliscbe  und  pädagogische  Bemerkungen 
enthält. 

(Fortsetzung  f'dgt.) 


A  I'  i  1  li  m  e  t  i  k. 


Uie  Multipl 
Erörterung 
tiplication. 
« II e n    h i s )i e I 
Johann  Rogi 


In     letzter    Hii 


W 


Lehrbüchern 
n.  Gerold. 


,  nebst  besonderer 
-  abgeknrzten  Mul- 
sine Ergänzung  zu 
Arithmetik.  Von 
0.    8. 


Wir  glauben  im  Interesse  des  Unterrichts   in   der  ArithmetilplJ 
unsere  Leser  auf  dieses  Schriflchen  aufmerksam  machen  zu  mäs-* 
sen,    weil    in   demselben    mehrere  beachtensnerthe  Vortheile    bei 
der   Mnltiplication  erörtert    sind,    was    wir   keineswegs    bloss  im 
Interesse  des  gewGhnlichen  praktischen  Rechnens  ihun.     Denn  da 
alle  solche  Vortheile  natürlich  auf  bestimmten  theoretischen  GrfiiH 
rien  beruhen,    so  muas  die  Erläuterung  und  Eiorlsrung  derselhCK., , 
dem  Lehrer  nothivendig  eine  sehr  erwünschte  Gelegenheit  gebe^f'J 
die  Schüler   auf  dns  Gebiet  einer  an  sich  sehr  einfachen  Theorie^ 
zn  führen  nud    dadurch  die  bildende  Kraft  des  Unterrichte   in  der 
Aritiimetik  zu  erhüben,  wobei  es  natürlich  nicht  ausbleiben  wird, 
dass  die  Schüler  auch  immer  mehr  |ind  mehr  mit  der  eigentlichen 
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Nntiir  ite.«  Zahleiisysteniü  vt^rtrant  gemacht  w<>rHen,  nas  hei  «Wm 
bt-lreffeiiHen  ünterriohle  uns  immer  als  «in  selir  /ii  lieachtetnier 
lind  nie  ans  den  Aii^Rn  xn  verliarender  Genichtspiinkt  erschienen 
ist.  Hierzu  scheint,  nie  gesagt,  das  vorliegende  SehrilTchen,  für 
dessen  Ver<iffenllichuni{  <ler  Herr  VerCasser  jedenfalls  Dank  ver- 
dient, neben  eeineni  praklisrlien  Nutzen  jedenritlls  ein  sehr  zweck- 
mässigPB  EKillsmittel  darzuliieteii.  Der  Inhalt  der  Hau{>tabschnittr 
ist  folgender:  I,  V'orlheile  bei  der  Mnilipücalinn  in  ganzen  Zah- 
len und  endlichen  Uecinialbrilthen,  nenn  dns  vnllsliindi^e  Pi 
verlangt  >vird.  II.  Die  abgeb'irKte  Multiplicalion  in  gan>-en  ZnMi 
lind  Decimaihrüchen.  Id.  Voitheile  hei  der  abgekürzten  Mull 
(dication.  —  Beispiele  zur  Rrläuternng  sind  in  reichlichem  Maai 


Astronomie. 
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Grosse  Soniii:ntinsterniss  vom  18.  .hili  IKftO.  (IVI.  f>. 
Literarischer  Bericht  Nr.  CXXXIX.  S.  6.) 

Im  Literarischen  Berichte  Nr.  CXXXIX.  S.  11.  haben 
ivir  die  Schrift  des  Herrn  Professar  Plantaniour  iiher  die  gns^n 
Snnnenlinsterniss  vom  ISten  Juli  1860  angezeigt  ntid  .«chon  damals 
bemerkt,  dass  nir  dessen  Ansichten  über  die  betreffenden  Erschei- 
nungen, bei  aller  unserer  grossen  Achtung  vor  diesem  ausgejceich- 
neten  Asirnnomen,  nicht  beitreten  können,  ^ondern  nach  wie  vor- 
her es  jetzt  als  vollstSnrlig  erwiesen  betrachten, 

dasa  die  ProtnlieriinKen  der  Sonne  und  niebt 
dem  ISonde  an gre hören 
und  dasB  es  namentlich  mit  der  so<re nannten  ,, Opti- 
schen Theorie"  nichts  \»t.  Herr  Secchi  hat  Herrn  Planta- 
mour'.s  Aneicblen  einer  eingehenden  Kritik  unterwürfen,  die  wir 
zu  der  nnsrigen  machen,  undaus  dem  CosmoB.  IX'Annee.  17=  Vo- 
lume.   16'  Livraison.    pag.  468.  nachrnlgeml  mittheilen: 

„M.  Pluiitamour  croit  trouver  un  argument  ä  l'appui  de  la 
th^orie  purement  optique  des  prnlnlierances,  dans  ce  fait  que  leur 
disparition  nu  leur  occultatinn  avait  iieu  dans  une  prnportion  (reti 
differente  de  celle  qui  correspond  au  mouvement  de  la  lune.  li 
vil  vers  le  milieu  de  l'^clipse  disparaitre  la  proöniinence  en  forme 
de  nuage,  situ^e  ä  45  degrds,  et  dont  la  dislance  an  hord  de  la 
lune  avait  öle  estimrfe  par  lui  ä  une  demi-minute  au  nioins,  au 
commencement  de  la  tntalife.  Comme  en  raison  de  sa  pnsition 
le  disque  de  Ja  lune  ne  se  rapprnchail  que  de  il"  par  minute,  il 


w 
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eu  cuiicluait  tfii'ä  rnit^l&ul  <iü  ta  [ircituberaiice  s'evanouil,  lu  luiie 
uel'availiias  räeiteiiieiil  tauchte.  Cc>  raisiiiinemeut  ile  l'aätro. 
iiome  gtioevnis  serailju^te  xi  Uh  bases  sur  ltM«(|uetle6 
il  ra|i|iiiie  subsitaieiil;  iiiuU  les  photngraphi  es  *)  di- 
seilt  1e  coritruire,  et  fönt  voir  k  qucllcs  Brande» 
lllnalons  sont  »ujettea  cea  eKtimatlon«  optlquea. 
DefaU  la  premi^re  fihotugraiihic  Taite  un  petit  iionibre  de  secuD- 
des  avaiit  ie  eomDietieemcnt  de  la  totalile,  itjuiitre  le  limbe  de  la 
lune  eil  cnnlact  avec  |a  poinle  inferieure  de  la  iiu^e;  d'oü  l'ou 
peut  i-oüclure  que  la  distance  estiniee  jmr  M.  Planlaniour,  ä 
luie  demt  luiitiite  uii  moins,  est  certaiiiemeiil  exagtiree,  et  que  b 
difference  est  bien  superieiire  ä  celle  qui  devait  l'uire  iiaitrv  l'effet 
de  parallnxG  du  a  la  tr^ü-pelite  diataiice  qui  nous  s^parait.  La 
ueGondi^  circonstaiiCü,  que  la  |iroemiiieiice  ce  tterait  evaiiouie  vers 
le  niilieu  de  IVcli[>sc,  iie  subsiete  pas  iion  plus;  parceque  eou 
doiuiiiet  ü'est  clairenieiit  inpriiiie  daiis  la  truisi^iue  Photographie 
obterjue  10"  ä  peiiie  avant  la  Ün  de  la  tolalitd  Comment  une 
seuiblable  equivoque  ä-t-elle  pu  ^e  jiroduire,  pour  un  astrononie 
aussi  exerce?  Pour  moi**),  respücation  est  tres  Biiiiple;  la 
protulieraiice  avait  echapp^  ä  sa  vue  parcequ'il  avait  cesse  de 
la  Gier  direclcmetit ;  il  est  desorniais  plus  que  prouve  qu'en  bi 
^ande  prexse  beaucoup  de  choses  ne  He  voient  pas  quoiqu'eltea 
tioieiit  datis  le  chnnip  de  la  vision,  liirmiu'oii  ne  les  regarde  pafi 
•lirectenient.  Aucune  des  protuberatices  lumineuses  n'avaienl  plus 
de  l'.GO":  tiX  aiusi  ae  trouve  explique  pourquoi,  au  comiuence- 
luent  et  ä  la  lin  de  la  tulalite,  les  photographies  niontrenl  uii  arc 
assez  etvtidu  saus  pmämiiieiices  lumioeuäes  du  eotri  d'ou  vietit 
la  luue  ou  Vers  lequel  eile  va;  pendaiit  qu'on  voit  surgir  evideiu- 
nienl  sur  plusieurs  points  quelques-unee  de  Celles  appelees  par 
iioas  Taibles  et  qui  sont  plus  hautes.  De  Tait,  la  difference  des 
dianietres  elant  de  US",  les  prutuU^rances  plus  haules  que  'J5"  ne 
poiivaient  pas  rester  enlierenieul  couverles.  M.  Plaiilamour 
cherche  une  autre  pri'uve  de  sa  theorie  dans  l'apparitiou  des 
pettts  faiiiteaus  luraineus  qui  s'echappent  de  chaque  protnhärance 
el  qa'il  a  figures  dans  son  dessin;  mais  cps  dessins,  nion  opinion 
est  qu'il  fa'ut  les  Interpreter  avec  quelque   indnlgence.  |iarce  que 

*)  Wir  legen  auf  diese  Photographien  bei  dieiem  Gegenstände  einen 
■ehr  grusBFti  Werlh  nnd  (frusae*  Ciew!cbt,   nnd  freuen   uns  aehr,   in  die- 

»on  denitellian  in    der   Berliner   Abademie    der    Wiisenichaf len 
gehalLenen  Hede  glauben  ichliesaen  zu  dürfen,  die  una  froilicli  bii  jetit 
nor  in  korznm  Auszuge  in  den  Zuilnngen  viirüej^l. 
-)  Aui:b  fiit  mi.'h. 


^ 
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je  ii'ai  rieh  vu  de  ce  qu'ila  represenlent,  et  (|ue  les  photo; 
phies  indiiiuriil  seulement  une  clarl^  plus  ^rande  Ae  la  tnuro' 
dans  Ib  roisiiiaire  des  protub«raiices ;  et  peut-ätre  est-ce  U  ( 
lernen!  ce  qu'ont  voafu  indiqiiet  ces  dess'ms  (]ui,  au  reste,  a 
faits  Ifiul  Uli  plus  pour  dooiier  une  idäe  des  pberiomenes,  «aa 
aucaiie  pr^tcnlino  ä  iine  pr^cision  quelonque,  cninme  le  raonU 
les  limjtes  entnülees  de  la  couronne  int^rieure,  liiniles  qui  oer 
Dement  ii'exislaient  [las  de  t'ait,  car  ces  limitee  ou  bords  »> 
fa^aienl  par  ^radatinns  insensltiles. " 

„La  seule  ciruonslance,  dont  rexplication  est  encore  enlou 
de  quelque  (lifTiculIe,  est  le  fait,  sii^nulä  par  moi  et  aussi 
MM.  de  la  Kue,  Plantamonr,  Gold  sctimid  t,  <Je  pro^ir 
ces  ayant  change  de  (einte  on  de  nuance,  eu  arrivant  ail  cont 
de  la  lune;  nion  opinton  est  que  ces  changemente  ne  Bont  qa 
effet  de  conlruste.*' 

Sa  weit  Herr   Secchi,    dessen  Autorität  in  solchen  Dtnj 
eine  sehr  groeae  und  allgemein  anerkannte  ist. 


Aueh  in  iler  diesjährigen  Naturrorscher- Versammlung  in  YA. 
nigsberi:  ist  der  sogenannten  „optisclien  Theorie"    ihr  wohl  \ 
dientes  Sterbe- Uiöeklein  «ehr  helltGnend  und  vernehmÜL-h  geß 
tet    norden.      Laut    des    uns    vorliegenden    Tageblatts    Nr. 
sprach  sich  in  der  Sit^tung  der  Section  für  Astronamie.ui 
Mathematik   vom    IQten  September  der  Vorsitzende.    Hl 
Staatsrath  iVIü'ller,    ganz  bestininit  dabin  aus:    „dass    bc 
PbÜTinmene,  die  Protaber  Anzen  nnd  dIeCoroD« 
in    einem    engen    physischen    Zusanini  enhani^e    mit  ds 
Sonnenkiirper  sehst  stehen,   und  das»  der    vod  Andei 
herangezogene  MonUrand  oder  lÜe,  die  Rrscheinungt 
veranlassen  sollende  Erdatmosphäre  hi'ichstens 
modiriciretiden  Einfluss  auidieselben  halten  küiine 

Ferner  sagte  Herr  Madler:  „Künstliche  Sonnen tinsterni« 
sind  für  das  Studium  dieser  Erscheinungen  schon  desshalb  gK 
ungeeignet,  »eil  hei  ihnen  <]er  die  Sonne  verdeckende  GegeusUi 
von  der  erleuchteten  Atmosphäre  umgehen,  bei  wirklichen  1< 
nissen  ausserhalb  derselben  belindlich  ist."  „Auf  dieüe  alle 
also",  so  iShrt  das  Tageblatt  fort,  „iveiset  Herr  Mätller  Alf 
bin,  welche  die  Constitution  der  Sonnenhelle  erforschen  woIIm 
zeigt  aber,   dass  man   nach  den  in  Spanien   über  Sichtbarkeit  i 
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Protulieranzea  geniuchlen  tlrl'ahruugüii  buffen  <laTl ,  die  hiehei  ge 
hJiriaen  fieobathluhgen  tum  Tlieil  iiuch  bei  Sonnen Iiui«lcrni8«en 
anstellen  zu  künneii,  ilie  Ditr  nahe  f»lal  »it«l." 

Fa^t  wörtlich  duKselbe  halten  wir  über  solche  knnstliche  Nach- 
hildnnpen  im  vuri^en  Literarischen  Berichte  gesagt,  und   nierfer- 
I    holen  hier  ausilriicklich  nochmals,   Hass  wir  dieselben  und  die  aiir 
'     dieselben  basirten  Vergleiclinngen  niii  den  wirklichen,  so  unend- 
lich  grossartigen  Erscheinungen  im    Welträume  nur  als    Beweise 
einer  sehr  schwachen  Logik  ansehen  können.    Zu  rerhin<lern  aber, 
I     dass  Dergleichen  in  die  W'issenschart  eingeschmuggelt  »erde,  ge- 
,  ^rirl  rnil  eu   den    Aufgaben   der  Journalistik,    und  nur  dieser  Auf- 
I    gäbe  wollen    »ir  <luri;h    unsere   Bemerkungen    und    Mitthcilungen 
>    hier  einigerntaassen  geniigen.     Von  Männern,  wie   Argelander, 
Frldt,    üencke   u.  A.,    die    in    der    Nutzung    der   astrononiisch- 
nialheuiafischen  Section  vom  löten  September  zugegen  waren,  ist 
nach  Ausweis  des  Tageblatts  den  von  Herrn  Mädler  dargelegten 
Ansichten  in   keiner  Weise   widersprochen    worden. 
Sapieiiti    sal! 
üenn  nach   so   vielen  vollgriltlgen  Zeugnissen, 
der  Satz : 

das»  die  Protuberanzeii  (und  di. 
einem  eugen  physischen  Zusamni 
dem  S'>nnenk;>rper  selbst  stehen  uij 
der  sogenannteu  optischen  l'heoi 
t  bewiesen  zu  betrachten  ist,  halte  ich  es  i 
nSthig,  noch  iifter  aur  diesen  Gegenstand  i 
sehr  beschrankten  Llterarixcben  Berichten  zuriick/ukommen.  Jedoch 
werde  ich  den  Lesern  des  Archivs  jedenfalls  nicht  das  Vergnü- 
gen entliehen,  wabrscheiulich  schon  im  nächsten  Hefte  ihnen  den 
H-eaent  lieb  eil  Inhalt  des  wichtigen,  der  petersburger  Akade- 
mie der  Wissenscbulten  erstalteten  Berichts  Ober  die  in 
Spanien  nngeslellten  Beobachtungen  milzutheilen,  dessen  baldige 
Znsendung  —  iiei  vüllii^er  üebereinstimmung  mit  meinen  eigenen, 
im  vorigen  Literarischen  Berichte  ausgesprochenen  Ansichten  in 
allen  wesentlichen  Punkten,  —  mir  ihit  iiesoiiderer  Freundlich- 
keit ingesagt  worden  ist,  wofür  ich  schon  im  Voraus  hier  ver- 
bindlicliat  danke*).  (iruaert. 


durch    welch* 

e    Corona)    in 

enhange  mit 

ie  nichts  ist. 

nicht  mehr  für 
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mmer  dei  Literariicben  Uerivliis  geicblna- 
von  Herrn  0(Ia  Sirave  der  pelersb arger 
leniiii  eralattele  wiehlige   uod   hiichat   jo- 
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So   eben   i^eht  mir  nocti   die    MUtheilung  711,    für  welche  iclfl 
^leichTalb  verbinillichst  diinke,  daes  Herr  Professnr  Ür.  Hornsteio'1 
an  der  k.  k.  Slermvarte  in   Wien    im  Mai  tl.  .1,    antipfangen    bat^'f 
regelmäsiiige  SoiinentleckeD  -  BpoUacbluni^en  iu  solcher  Weise  t 
lEustellen,    das»    dadurch   an   jedem    einzelnen    Beobacbtungsta 
ein  nitiglichst  getreues  Bild    der   sichtbaren  Hemisphäre  erhalt«ril 
wird.     Zu    diesen   Beobachtungen    ist  ein    besonders   conslriiirtdt 
Projectinns-Ap|>arat   mit    dem    NechsEÜlliiien   Fraunhofer' 
Refraclor  verbunden    norden,    welcher  atif  einer  weissen  Papier» 
ilSche   ein    Snnnenbild    von    nahe  188  Millimeter   Durchmessf 
zugleich  aber  auch    ein  Bild  des   in  dem  Fernrohre  aii^ebrachta 
GlaHmikrometers    liefert,    wobei   zugleich  die    Einrichtung  1 
getroffen   ist,    dass  das  Bild  der  ganzen  Sonne   gleichseitig  t 
der  treissen  Flüche   erscheint.     Eine   sehr   sorgfaltige  Reihe  1 
Beobachtungen  und  Messungen  mit  diest^m  Apparat  hat  Herr  I 
um  Tage  der  grossen  Sonnenlinstern  iss   (ISten  Juli)  i 
gestellt,     insbesondere    genaue    Messungen    jener    Flecken    n 
Fackelgruppen ,    Melche    zur     Zeit    der     Sonnen rinsterniB 
nicht  sehr  weit  vom  scheinbaren  Soniienrande  wareii.    Wir  haltM 
uns  für    verpflichfrl«    auf  diese  sehr  verdiensilichen  Beohachi 
!{en,    die  ^egen    ihrer  <>eiiautgkeil  jedenfalls  alle  Beachtung  \ 
dienen,    uild   den    be^effenden,   auch    in    theoretischer   UückslGfi) 
interessanten    Aufsatz,    welcher    nebsl    einer    genauen    Zeichni 
der  griissten  Fleckengrnppe  am  Ostrande  der  Sonne  7.ur  Zeit  d(j 
totalen    Finsterniss    unter    der    üeberschrift :     Sonnen  fleck«!^ 
Beobachtungen  im  Juli  1860  in  den  Astronom  i seh ei 
richten  aligedruckt  Ist,    besonders  aufmerksam  zn  mach 
stimmen  Heim  H.  vollkommen  bei,  wenn  er  am  Ende  sei 
dienstlichen    Aufsatzes    sagt:     „Eine    sorgfältige    Vergle 
chung  der  hier   gegebenen  Fleckenpositinnen   mit  dflf 
Stellen  des  Sonnenrandes,  wo  sich  voTnebmIicb  Lieh 
erscheinungen    während    der     totalen    Finsterni 
zeiet  hal)en,  wird  vielleicht  einen  Beitrag  zur  g 
ren    Erforschung    der     Natur     dieser    Phänomer 
ihres    vermutheten    Zusammenhangs   mit   den    !> 
flecken  liefern",   also,  setzen  wir  nocb  hinzu,  drs  u 
felbaftcn  cnjcen  ZunammenliHiiss  dieser  merkwürdige 
Phänomene  mit  der  eigenthüiulicbeii    Xatar  an 


atltation 


des  Sonnenkärp^'^ 


Herrn  Hornstein  geljübrl  jedenfalls  aller  Dank  für 
surgfältigen  Beobaclitimgen  und  die  daxu  mit  Htilfe  solcher  ani 
gezeichneter  Künstler,  wie  Gust.  Starke  und  PIr.ssl  in  Wien, 
construirten  besonderen  Apparate  zu  denselben.  0.  ^^ 
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KaleniUr  fDr  alle  Stände.  1861.  Heraus^egeken  von 
Karl  V.  Littrow,  Otreclor  der  SUtnwarte  in  Wien.  Mit 
einer  Siernkarte.     Wien.   Carl  Gerold.     8«. 

Unter  dem  fast  zu  bescheidenen  Titel:  „Kalender  für 
alle  Stände"  lie^t  uns  hier  ein,  iibrigt'ns  schon  seit  31  Jahren 
bestehende8  und  segensreich  ivirtienrles  Jahrbach  vor,  welches 
iiicbt  hloKs  den  gewiihii liehen  kalendaTisohen  BedSrrnifiBen  in  aus- 
peeeichneter  Weise  entspricht,  stitidern  auch  ein,  Liebhabern  der 
Aatrononiie  Alles,  was  «lieselben  nur  wünschen  kr.nnen,  leieten- 
deo,  in  der  zneckmässi«sten  Weise  eingerichtetes  Bandbnch  ist, 
^velches  die  allgemeinste  Empfehlung  um  sn  mehr  verdient,  weil 
keines  der  Jahrbücher  noch  besteht,  welche  lifr  ähnliche  Zwecke 
Schnmacher,  Harding,  Bo^uslawukt  u.  A.  heransiiaben.  In 
kalendarischer  Rücksicht  enthält  dasselbe  mit  allen  nüthigen  Er- 
läuterungen einen  sehr  vollstündigeD  Kalender  der  Katholiken, 
Protestanten,  (iriechen,  Juden  nnd  Türken,  nebst  einer  grossen 
Anzahl  lehrreicher  bislnriscber  Erinnerungen;  auch  die  Evange- 
lien der  Katholiken,  Protestanten  nnd  Griechen  lehlen  eben  ao 
wenig  wie  .Alles,  was  man  sonst  in  einem  Kalender  zu  finden 
gewohnt  ist.  In  astronomischer  Rücksicht,  die  für  uns  bei 
dieser  Anzeige  von  besoiiderer  Bedeutung  ist,  liefert 
uns  der  Herr  Verfasser  zuerst  für  jeden  Tag  den  Stand  der  Uhr 
ira  wahren  Mitlage  \\\a  auf  Zehntbeile  der  Secande  genau,  üann 
enthNtt  das  treffliche  Büchlein  eine  lüphemeride  für  die  Sänne  und 
den  Mond,  A\v  uns  für  alle  Tage  die  Lunge,  die  Abweichung, 
den  Aufgang  und  den  Untergang  beider  HiiiimelskDr|ier  bis  auf 
Minuten  genau  giebt.  Ferner  wird  dem  Liebhaber  der  Aslrono- 
mie  eine,  seinen  Bedürfnissen  vülMg  genügende  F^phemetide  der 
Planeten  Merkur,  Venus,  Mar«,  Jupiter,  Saturn  und  Uranus  ge- 
boten, in  Riick»iicbl  auf  heliocentrische  Länge,  gerade  Aufsteigung, 
Abweichung  und  Culmination.  gleichfalls  Alles  bis  auf  Minuten 
genau.  Endlich  enthalten  zwiilf  Tafeln,  für  jeden  Monat  eine 
besondere,  alle  nur  irgend  benierkenswertlien  Himmelserscheinun- 
gen, welche  lur  den  Liebhaber  der  Astronomie  irgendwie  von  In- 
teresse sein  können.  Eine  Oppositinns-Ephemeride  der  älteren 
Asteroiden  und  eine  Däninierungs-Tabelle .  weiche  Anfang  und 
Ende  des  Zwielichts  und  des  1'ages  enth&lt,  schliessen  die  eigent- 
lichen astronomischen  Ephemeriden  in  der  zweckmässigsten  Weise. 
Alle  Angaben  beziehen  sich  für  mittlere  Zeit  auf  den  Meridian 
von  Wien,  was  der  allgemeinen  Verbreitung  des  Buctis  nicht  den 
mindesten  Eintrag  thun  kann,  da  jede  EpiVmeride  nun  doch  irgend 
einen  bestimmten  Meridian  zu  Grunde  legen  muss,  und  die  Re- 
ductionen   auf  Jeden   anderen    Meridian,    die    natürlich    auch    dem 


* 
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Lielihalier  nie  t-rlattsfin  werdet)  küimeii ,  bekannilicb  i^ehr  leicht  sind. 
Ausser   der   asIrnnomittcLcti    K|>lieni»ri<]e  enthält    dletiet«  Jabrbuck 
iiuti  nouh  selir  viel  Lehrreiche»  und  liir  den  Liebhaber  der  Astr«- 
noiiiie  Nothivendiges.     Nebtri    der  Sternkarte  machen    wir    i 
Her  Bifxiehuiig  aulmerksam  auf  die  iiheraus  vnllsländige  uni)  ^ 
Uehereicbl   des   Sonnen.-ivslemä    und    die   (iettchichte    Aer    letiten 
Entdeckungen;    auf  das  Verzeichnis»   der  tseil    J854   emcbieDenei 
Kometen,     als    Fortsetzung    des    allgemeinen    Verzeichnisses    üi 
Jahrgänge  1853;    aul' die  sehr  interessante  beschreiliuug  des  gto» 
aen  (Donati'«chen)  Kometen  vom  Jahre  I85S;  auf  ilie  UeschicT 
der  praktischen  Astronomie,  auf  Ehie's  Stundenzeiger,  das  be 
genieinras^liche    Instrument   3ur    Uhren -Reguhrung,     und    i 
meteorologischen  Iteobachlunt^en  an  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wi 
vom    Jahre    1859,    mit    KiickNtL'hl    anl'   Kari>meler5laiid,     Vätn 
Spanokral't  der  Dünste,  Windstärke   und    Bewülkung,    Hube   i 
Niederschlags,    VertheilunL'    der    Windsrichtungeu,     Ansiebt  i 
Himmels,    nehst  einer  allgemeinen   meteorologischen   Charakter 
rung  des  Jahrs.     Ein  Inhalts- Verzeichniss  der  letzten  zehn  Ja 
fjänge  zeugt  für  da^  Slrel>en  des  Herrn  Uerauügebeis,    alljäbrU 
Neues  uud  Interessiintes  xu  bieten.     Eine  sehr  verständliche  i 
leitung  zum  Gebrauch  der  Ephemeride  fehlt  natürlich  nicht 

Wir  halten  diesen  Kalender  iür  das  beste  astronomist 
Jahrbuch,  nelcbes  uir  Liebhabern  der  Astronomie  gegenn-äi 
empfehlen  können,  und  miichten  aul'  dasselbe  auch  sehr  für  i 
Gebrauch  auf  solchen  Schulen  hinweisen,  wo  populäre  Astronoi 
und  malhenatiscbe  Geographie  besondere  Gegenstände  des 
terrichts  sind,  und  der  Lehrer,  wie  sehr  zu  wünschen  ist, 
uDterlSsst,  die  Schüler  praklisch  mit  dem  Himmel  bekannt 
machen,  natürlich  nach  unserer  Ansicht  keineswegs  rijcksichtl 
blosser  Sternkeinitniss,  sondern  wissensehafllich  mit  Rtjcksi 
auf  die  astronomisch-mathematische  Bedeutung  der  Gestirne  ■ 
den  Gebraui'h,  der  in  der  wissenscbuftlicben  Astronomie  von  <h 
seihen  gemai'bt  wird,  ivobei  natürlich  eine  Ephemeride  tvie  < 
vorliegende,  welche  alles  Nothweitilige  mit  für  solche  Zn-et 
völlig  ausreichender  Genauigkeit  bietet,  unbedingt  y.iir  Hund  ei 
mues.  Bitten  möchten  wir  den  Herrn  Verlasser,  mit  Hücksk 
auf  den  letzleren,  von  uns  sehr  gewünschten  Gebrauch  seines  I 
sehr  empfehlenswerlhen  Buchleins,  nur  norh,  in  dem  t'oloend 
Jahrgange  auch  einmal  eine  kleine  Tafel  der  mittleren  Position 
der  Hauptsterne  ku  liefern,  u  enn  eine  solche,  was  »ir  jetzt  ni( 
ermitteln  Uiinnen,  nicht  vielleicht  schon  in  einem  der  frubef 
Jahrgänge  enthalten  i8t,*eiDe,  von  Zeit  zu  Zeit  überdies  tiothw« 
dige,  Wiederholung  derselben  übrigens  nicht  schaden  kann 
dazu  nur  etwa  zwei  Seiten  erforderlich  sein  würden. 
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Müge  Aaa  Büchlein  alle  von  uns  genünschte  Verbreitung  tin- 
den:    der  Nutzen  »ird  gewiss  nicht  ausbidhen. 


Pulkowaer  Beobachtungen  des  grossen  Cometen 
von  1858.  Ereile  Äbtheilung.  Benbachtunf;en  am  Re- 
l'ractor,  angestellt  von  Otto  Struve,  Mit^liede  der 
Akademie.  Zweite  Abtheilung.  Beobachtungen  am 
Heliometer  nebst  Untersuchungen  über  die  Natur  des 
Cometen,  von  Dr.  A.  Winneclte,  Adj  uiict-Astroinini  en 
der  Haupl8tern»arle.  Mit  6  Tafeln.  St.  Petersburg, 
(Leopold  Voss  in  Leipzig).     1S59. 

Je  mehr  der  grosse  Comet  von  1858  die  Aurmeritsanikeit  der 
f^süEen  Welt  auf  xich  zog,  und  je  mehr  sich  unsere  Leser  des- 
selben noch  mit  dem  grGssten  Interesse  erinnern  werden:  desto 
mehr  müssen  wir  dieselben  auf  die  vorliegende  treffliche  Schrift 
aufmerksam  machen,  die  —  ge<!ründet  auf  die  an  der  grossen 
russischen  Haupt-Sternwarte  mit  den  grOsslen  und  kräftigsten 
Instrumenten,  welche  die  Wissenschaft  gegenwärtig  besitzt,  von 
zwei  ausgezeichneten  Astronomen  angestellten  Beobachtungen,  — 
diesem  in  jeder  Beziehung  so  hOchst  merkwürdigen  Weltkurper 
eine  sehr  auslührliche  Betrachtung  widmet.  Wie  schon  der 
Titel  besagt,  beisteht  die  Schrift  aus  zwei  Alitheilungen.  —  Die 
erste  Abtheilung  enthalt  die  von  Herrn  O.  Struve  am  Re- 
Iractor  .ingestellten  Beobachtungen  (natürlich  nicht  ohne  die  auf 
dieselben  gei;rüudeten  Rechnungen)  vom  2.  September  bis  13.  Ücto- 
ber,  wo  nm  '20*  20™  die  Beobachtungen  am  Kernrohre,  wegen 
Unruhe  und  Undeutlichkeit  der  Bilder  in  der  Nahe  des  Horizonts, 
geschlossen  werden  niuästen,  nachdem  Lieutenant  S  m  ys  I  o  f f 
noch  mit  blossem  Auge  den  Lauf  des  Schweifs  zwischen  den 
Sternen  gezeichnet  hatte.  Gesehen  wurde  der  Comet  in  Pulkowa 
zum  ersten  Male  am  16.  August  im  Relractor  in  geringer  Höhe 
über  dem  Nordhortzonte,  am  lU,  August  wurde  er  zum  ersten 
Male  mit  blossen  Augen  erkannt,  dichter  Rauch,  der  von  den  in 
der  Umgegend  Pulkowa's  brennenden  MorSsten  aufstieg,  hinderte 
aber,  mit  Ausnahme  der  beiden  genannten  Tage,  alle  Beobacfa-. 
(engen,  die  daher,  nie  schon  erinnert,  erst  am  2.  September  be- 
ginnen konnten  ;  am  13.  October  20*20"  wurden  die  letzten  Spuren 
des  Cometen  auf  halbem  Wege  swischeu  a  Herculis  und  a  Lyrae 
erkannt.  Mehrere  treffliche,  in  grossem  Maassstabe  ausgeführte 
lithographirte  Abliildungea  sind  dieser  ersten  Abtheilnng  beige- 
fügt, und  verleihen  der  Schrift  noch  einen  besonderen  Werth.  — 
Die  zweite  Abtheilung  enthalt  die  von  Herrn  Dr.  Winnecke 
am  Heliometer    angestellten    Beobachtungen    nebst    Bemerkungen 
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über  <]ie  Naiur  ilui  Comeleii.  Die  BeobuubtuiigeD  uioliifuten  den- 
selben  Zeitraum  nie  die  vürherireheuHeii ,  und  zerfallen,  nebst  dM 
Bemerkungen  über  die  Natur  der  Conieten,  in  die  folgenden  eina 
zelnen  Abtheilungen:  OrtHlieettntmungen  des  Ciinielen ;  Kern  de« 
Comelen;  Kopf  des  Comelen;  Schneif  de«  Cometen;  vom  KeriM 
nacb  Dimension  und  Helligkeit;  vom  Kopfe;  von  der  echnachi 
Umhüllung;  vom  schMBchen,  Kchmalen  iSchweife;  vom  bellei 
Schweife.  Auch  dieser  Abtheilung  sind  mehrere  wertbvolleLithO' 
graphieen  beigefügt,  und  üenierkungeu  über  die  eänimtlichen  Litho^ 
graphieen,.  —  im  (ianzeii  sechs  schüne  grosse  Talein,  —  bt 
ecbliet-sen  die  Schrift.  Die  zweite  Abttieilung  enthalt  eine  gross 
Menge  der  interessantesten  und  lehrreichsten  Notizen  über  frühei 
Cometen,  und  rücksichtlich  der  llieoretlscheM  Betrachtungen  hi 
sich  der  Herr  Verfasser  mit  flecbt  vorzugsweise  an  die  bekannt^ 
schüne,  von  Bessel  entwickelte  Theurie  ungescli 
beide  Abiheilungen  viele  neue  interessante  Bemerkungen  udA 
Betrachtungen  enthalten,  >velche  die  Astronomen  zu  neuen 
Gchungen  über  die  Natur  der  Cometen  anregen  werden  und  i 
een,  versteht  sich  bei  so  ausgezeichneten  Beobachtern  von  selbst; 

Wir  halten  diese  Schrift,  welche  ein  neues  schönes  Zeugnis 
von  dem  Erfolge,  niil  welchem  die  Astronomen  der  grossen  ru( 
sischen  Haupt- Sternwarte  die  ihnen  gewordene  Aufgabe  zu  lös« 
eifrig  bestrebt  sind,  für  sehr  wichtig,  und  zwar  nicht  bloi 
für  den  Donati'scben  Cometen  altein,  sondern  f^r  die  gan; 
Comelentheorie  überhaupt.  Dieselbe  ist  nicht  bloss  für  den  streK 
wissenschaftlichen  Astronomen,  sondern  wegen  der  vielen  darf 
enthaltenen  allgemeinen  Betrachtungen  über  die  Weltkörper,  dem 
sie  gewidmet  ist,  anch  für  jeden  Liebhaber  der  Astronomie  \(i\ 
dem  grössten  Interesse,  und  wird  von  uns  daher  zu  der  all] 
meinsten  Beachtung  dringend  empfohlen. 


I*  h  y  s  i  k. 


Lehrbuch  der  Esperimental-Physiic  von  Dr.Edmui 
Külp,    Professor   der   Physik    und    Mathematik    an    & 
biiheren  Gewerhscbule  zu  Darmstadt.     In   vier  Bände 
—  Erster  Band:    Die    Statik    und    Dynamik    fesler    und 
flüssiger  Kllrper.     Mit  166  Abbildungen  im  Text.    Darnw 
Stadt.    1»60.     (Diehl.)  —  Zweiter  Band:    Die  Lehre 
Schall   lind   vom    Licht.     Mit  438  Abbildungen   im  1 
Darmstadt.  1857.  1838.    (Diehl.)    8. 
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Wir  haben  mit  Her  Ameise  ilieties  Werks  liis  j«tst  eexi'gert, 
weil  wir  erst  das  Rrscheiiien  uller  vier  Bände,  auf  welche  daS' 
»elhe  laut  Heineni  Titel  herechnel  ist,  abwarten  wnliten,  um  so 
mehr,  iveit  der  »weite  Tbeil  einige  Jahre  früher  als  der  erste  er- 
schien. Wenn  nun  aber  auch  jeUI  erst  die  beiden  vorlieftenden 
Tlieile  erecliieiieii  i^iiid,  t>n  ^Inuben  wir  doch  mit  einer  Anzeige 
nicht  länger  warten  und  dieselbe  bia  zu  dum  Erscheinen  der  iwei 
letzten  Tbeile  hinausschieben  zu  dOrfen,  weil  wir  der  Meinung 
sinil,  diif'K  das  Werk  allerdings  verdient,  in  einem  »eiteren  Kreise 
nir>{;lii'hst  bald  bekannt  zn  werdeo,  \tüzu  wii'  gern  auch  von  un- 
serer Seite  Einiges  beilragen  miiehten.  —  Zur  Chorakterisirung 
demselben  im  Allgemeinen  bemerken  wir  zuvörderst  und  heben  es 
inbend  bervnr,  da«»  es  beiden  Seiten  der  Physik:  der  experimen- 
tellen oder,  wenn  wir  so  sa^'cn  dürfen,  der  [iraktischen  fjeite  und 
der  mathemalischen  Seite  !;leiche  Anl'merksamkeit  schenkt,  die 
Physik  nach  beiden  Seiten  hin  mit  gleicher  Gründlicbkeit  und 
Ausfübrlicbkeit  zu  behandeln  strebt.  Gerade  diese  doppelte  Rich- 
tung, nhne  besonders  hervortretende  Bevorzugung  der  einen  vor 
der  anderen,  ist  narb  unserer  Meinung  das  Charaklcristiscbe  die- 
ses Werks,  wodurch  es  sich  auch  nnmentÜch  einen  ebren^nllen 
Platz  in  der  physikalischen  Literatur  sichern  wird.  —  Was  nun 
insbesondere  die  experimentelle  Seite  desselben  betrifft,  so  erhel- 
let fichon  aus  der  grossen  Zahl  von  004  vortrefflich  ausgeführten 
Figuren  und  Abbildungen,  von  denen  ein  sehr  grosser,  wo  nicht 
der  griisste  Tbeil  vollständig  ausgelUbrle  iJarstellungeii  von  In- 
strumenten und  Apparaten  sind,  dass  der  ex|ierinienleile  Tbeil 
mit  besonderer  Liebe  von  dem  Herrn  Verfasser  behandelt  worden 
ist,  und  jedenfalls  des  Lehrreichen  sehr  viel  enthält,  wobei  noch 
mit  besonderem  Lobe  hervorgehoben  werden  muss,  dass  die  hier 
beschi-iebenen  Verbuche  fast  sümmtlicb  im  eigenen  physikalischen 
Kabinette  »irklJch  angestellt  und  üftera  niederholt  worden  sind, 
obei  der  Herr  Verfasser  von  seinen  Collegen,  den  Herren  Dre- 
,  Fischer,  Waibler  und  Zehfuss,  mit  sehr  wesentlichem 
'Folge  unterstützt  wurde.  Lehrern  also,  welche  sich  dieses 
ichs  als  Hnifsmitfel  bei  ihrem  unterrichte  bedienen,  ist  hiedureh 
die  Gewissheit  gegeben,  dass  sie  sieb  nicht  unnotfiigerweise  und 
ohne  irgend  welchen  günstigen  Erfolg  mit  den  hier  bescbriebenen 
Versuchen  abmühen  werden,  was  jedenfalls  ein  sehr  beachtens- 
werther  Vnr»-ug  dieses  Werks  ist.  Zugleich  haben  wir  hierans 
mit  Freuden  entnommen,  wie  reiL-h  ausgestattet  der  physikalische 
Apparat  der  Lehranstalt  sein  muss,  welcher  der  Herr  Verfasser 
seine  Kräfte  schon  seit  einer  langen  lleihe  von  jRhren  widmet.  — 
Was  ferner  die  malbenialisrhe  Seite  betrifft,  so  ist  den  Lesern 
«les  Archivs  genugsam  bekannt,  dass  wir  alle  die  physikalischen 
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Lehrbilcher  stets  mit  lieeonderer  Freude  be^rQBsen,  welche  Ha- 
rauf  aasgehen,  keinen  Satz  oder  i^ein  Gesetz,  irelche  einer  streit' 
gen  mathemalischen  Begründung  bedürfen  und  ohne  eine  iiolchc 
par  nicht  wahrhaft  verstanden  und  beenflFen  iverden  künnen,  ohm 
eine  eoiche  Begründung  zu  iaesen.  ßass  der  Herr  Verfasser  BDclr 
in  dieser  Beziehung  Verdienstliches  geleistet  hat,  lehrt  d< 
Kundigen  der  erste  Blick  in  das  Werk.  Wenn  auch  ein  Paa^ 
Darsteilunsen,  wie  etwa  Thl.  II.  S.  7.,  an  das  liehiet  der  hnhe- 
ren  Anaiysis  zu  streifen  scheinen,  so  hat  sich  der  Herr  Verfaascr 
doch  sonst  äherall  nur  der  sogenannten  Elemenlar-itlalhematil 
bedient,  und  ist  nur  so  iveit  gegangen,  als  diese  Vorkenntnisse 
gestatten,  was  wir  vollkommen  hilligen  und  der  Tenden 
solchen  Buchs  allein  entsprechend  halten. 

Nach  dieser  allgemeinen  Charakterrsirung  des  Werks  müssen 
wir  uns  leider  begnügen,  nur  noch  den  Hauptinhalt  der  beideq' 
vorliegenden  Bände  anzugehen,  was  jedoch  hinreichend  sein  nird,, 
um  dem  Leser  eine  Anschauung  von  der  Reichhaltigkeit  des  ibnti 
hier  gebotenen  Materials  zu  gehen. 

Erster  Ttaell.  Einleitung.  -  Erste  Alitheilung.  Gleich* 
gewicht  und  Bewegung  fester  Körper.  1.  Von  den  KSr< 
pern  und  den  Kräften  im  Allgemeinen.  (Uebereinstinimung  und 
Verschiedenheit  der  Kürper.  Kräfte  der  Materie.  Wesen-  des 
Materie  und  Wesen  der  Kraft.  Zusammensetzung  und  Zerlegung, 
der  Kräfte.)  II.  Gleichgewicht  des  Fehlen.  >Slalik.  (Einwirknn- 
gen  der  Schwere.  Gleichgewicht  der  Kräfte  an  IVIa.'^chinen.  Cohg. 
sionskräfle.)  Aus  der  Cohäsion  entspringende  Hinderniase  deS; 
Bewegung.  HI.  Bewegung  des  Festen.  Dynamik.  (VerschiedeBi 
Arten  von  Bewegung.  BeivegungundStoss  fester  Körper.  Drehunj 
bewegung.  Pendelbewegung.  Allgemeine  Gravitation.)  —Zweit«? 
Abtheiiung.  Gleichgewicht  und  Bewegung  fliissif^e 
Kilrper.  I,  Gleichgewicht  des  tropfbar  Flüssigen.  Hydrostatik. 
(Drack  und  Gleichgewicht  tropfbar  flüssiger  Kürper.  Feste  Kilr 
per  in  flüssigen.  8pecifisches  Gewicht  fester  und  flüssiger  Kfii' 
per.  Wirkungen  zwischen  den  Flilssigkeitetheilen  unter  einander^ 
wie  zwischen  ihnen  und  den  Thellen  fester  Körper)  II.  Bewe- 
gung des  Trof  barflüssigen.  Hydrodynamik.  (Ausflnss  des  Wassers, 
aus  Gelassen.  Bewegung  des  Wase^ers  in  längeren  Kiihren.  Be-' 
wegung  des  Wassers  in  Kanälen  und  Flüssen.  Hydraulischer  Stoatx 
und  hydraulische  Maschinen.)  III.  Gleichgewicht  des  Luft.' 
fürmigen.  Aerostatik.  (Atmosphärischer  Druck,  wobei  auch 
das  Hühenmessen  mit  dem  Barometer  mit  geniigender  Ausluhr-' 
lichkeit  behandelt  ist.  Expansivkralt.  Aerostatische  Masrhinen^ 
Auftrieb  der  Luft.  Cohüsionserscheinungen  bei  den  Gasen.)  IV.  He- 
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nesung    des    Luftlürnirgen.     Aernilynaniik.    —    Zweiter  Tliell> 

Erste  Al)theilunf>.  Üie  Lebre  vom  Schall.  Akiititilc. 
I.  Schtvingungefl  iler  fesleri  Kürner.  (Stehende  äthwinfiuligen. 
Fortsthreilenrie  ScbHiiigi(ns;en.  'lütiende  Sihwiii(;uiisrii.  Schwin- 
gun|;iiweiscii  verschiedener  KOrper.)  II.  NthHlngun^eii  der  Lutl. 
(TüneodeäcbMinguiigen  derhiifl.  Fort|]flanxuiist<-Gei$chwiridiglteit 
des  Schall»'.  IVunieriische  Beslinimuiig  der  absuluten  Tonhüheii 
und  BeJsammeiiseiii  mehrerer  Scbwineun^en.  Verbreitung  dee 
Schalls.  Werkieuge  des  (»ehörs  und  der  Mimme.  f^ch Windungen 
tropfbarer  Körper.)  —  Zweite  Abtheilung.  I>ie  Lehre  v«m 
Licbl.  Optik.  I.  Von  den  Eigenschaften  des  Lichts,  wie  aie 
bis  zur  EntileckuDg  der  Inlerferenx  und  Pidarisalioti  bekannt  waren. 
(Geradlinige  PorlpflanEiins;  des  Lichts  ,  Orlboptik,  Zurückiverfung 
des  Lichts,  Knloptrik.  Brechung  des  Lichts,  Dio|)trik.  Zerstreu- 
ung oder  Üispersion  des  Lichts,  Diotitriüche  Chroniatik.  Absorptinn 
des  Lichts,  abf^orptive  Chroniatik.  Linsengläser.)  II.  Vom  Sehen. 
L-  III.  Interferenz  und  Piilarisation.  (Interferene,  Reflexion  und  Re> 
fractiun  im  Sinne  der  Wellenthenrie,  Keußung  und  Farben  dünner 
Kvrper.    Doppelte  Brechung.    Fortsetzung  der  Polarisalion.    Pola- 


risklions- Chroniatik.      Kreislurmige    und    elliplische    Polarisation. 
Einiges  über  optische  iti;<trumenle  und  die  Photographie.) 

seien  dem  Werke  alle    Aul'nierksanikeit,    welche 


recht  sehr  verdient,  und  sehen  dem  Erscheinen  der  beiden  letzten 
Theile  mil  Verlangen   enigejren. 

Lehrbuch  der  ElektrlcltSt  von  J.  Gnvarret,  Profes- 
sor der  Physik  an  der  m  edicinisuhen  Faciiltal  zu  Pari«. 
Deutsch  bearbeitet  von  Dr.  Kud.  Arendt.  Erster  Tbeil, 
»weite  Lieferung.  Zweiter  Theil.  Mit'JSO  und  176  in 
den  Text  gedruckten  tj  olzschaitten.  Leipzig.  Brock- 
haus.   185t).     IS60. 

Üie  erste  Lieferung  des  ersten  Tbeils  dieser  in  jeder  Bezieh- 
ung aui^gezeichneten  Ucbersetzung  oder  vielmehr  Bearbeitung  des 
trefflichen  Traite  d'electricitö  par  J.  Gavarret.  Tome  \. 
Paris  1857.  Tome  IL  Paris.  1858.  8.  Ist  im  Literar.  Ber. 
Nr.  CXXVIII.  S.  6.  kurz  augezeigt  worden,  und  wir  freuen  vw, 
das  Werk  jetzt  vollständig  vor  uns  liegen  zu  sehen.  Der  Charak- 
ter des  f>anzen  Werks  i^t  der  a.a.O.  von  uns  angegebene,  d.h. 
der  Verfasser  hat  nach  unserer  Meinung  vorzugswelüe  eine  mehr 
elementare,  zugleich  der  Praxis  dienende  Darstellung  der  Lehre 
von  der  Elektricität,  unter  Voraussetzung  eines  nur  geringen  Maas - 
ses  mathemalischer  Kenntnisse,  geben  wollen,  ohne  jedoch,  was 
wir  lobend  anerkennen  miissen,  die  Anvvendunji  der  Mathematik, 
wo  dieselbe  unentbehrlich  war,  ganz  auszuschliessen,  indem  sich 
Tielmehr  mehrere  recht  elegante  ni.-ithematische  Darstellungen  fin- 
den. So  weit  unsere  Kcniilniss  dieses  Gegenstandes  reicht,  ist 
keine  Lehre  oder  Entdeckung,  die  irgend  wie  Beachtung  verdient, 
übergangen  worden,  und  die  Darstellung  d.irf  nach  unserer  Mei- 
nung eine  vollständige  genannt  werden,  so  weit  wenigstens  der 
Zweck  eines  Lehrbuchs  es  erfordert.  MauptsScbMch  aber  ist  diese 
Vollständigkeit  der  Uebersetzung  ku  vindiciren,  und  derselben 
i«t  durch  die  cielfachen  Zusätze,   die  von  dem  Herrn  Uebersetzer 
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herrflhren,  ein  sehr  wesentÜL-her  Vorzug  vor  dem  Originale  verS 
liehen  ivonlen,  wobei  mit  Recht  vorzOglifh  auch  die  Arbeiterf 
deutscher  Physiker  und  Chemiker,  wie  Wiedemann,  RitteN 
Böttger.  Kolbe,  Poggeiidorff,  WOhiet,  Baff,  Lei. 
Becker,  Reich,  Weher,  Plücker,  die  im  Uriginal  (IbergaM 
gen  waren,  Berücksichtigung  und  Beachtung  <{erunden  habeä 
DasH  der  Berr  Cebersetzer  die.se  Zusätze  dem  Text  unmitteibai 
und  geradezu  einferleibt,  nicht  äfs  Noten  beigefügt  hat,  ist  jedeäti 
falls  vollständig  zu  billigen,  besonders  da  derselbe  im  Vorwort  zuni 
«weiten  Theile  eine  Uebersicht  die!«er  Zusätze  mit  genauer  Aii<<1 
gäbe  der  Seitenzahlen  gegeben  bat.  '^ 

Die  erste  Abiheilung  ist  der  Htatischen  Elektricität  ge- 
widmet und  handelt  nach  einer  Einleitunjr  :  I.  Von  den  elektrischen 
Kräften.  (Gesetze  der  Anziehung  und  Abstossung,  Vertheilung  der 
Elektricität,)  II.  Von  der  Elektrii^iruNg  durch  Influenz  oder  Induc- 
tinn.  (Allgemeine  Erscheinungen,  Elektroscnpe,  Apparate  : 
Elektrtcitäts-Entwicklung.  Rolle  elektrischer  Körper  bei  der  Ii^ 
duction.  Condensatians- Apparate.  III.  Von  der  elektrischen  Eni 
ladung.  (Gonductive  Entladung.  Disruptife  Entladung.  Noten,  var-^]| 
zQglicb  niathetnatiechen  Inhalts,  über  die  Theorie  der  Drehwi 
und  des  Cnndensators.) 

Uie  zweite  Abtheilung  enthält  die  Lehre  vom  ftlagnetisi 
(Allgemeine  Erscheinnngen.  HypotheHe  sweier magnetischer  Fluida. 
lÜagnetische  Kraft  der  Erde.    Gesetze  der  magnetischen  Wirkungill 
Verfahren  zum  Alagnetisiren  von  Stablstäben.)  I 

Die  bei  Weitem  grüsste  dritte  Abtheilung    behandelt  diafl 
dynamische  Elektricität,  und  bietet  eioe  so  grosse  Ausführlicfakeita 
Dud  .Mannigfalligkeit  dar,  da^s  wir  una  hier  begnügen  müssen ,  nur  4 
den  Hauptinhalt   der  einzelnen   Kopitel  —  nicht  auch,    wie  wir.) 
vorher  gethan,    der   einzelnen    Artikel,    —   anzugeben,    nämlich: 
Einleiteade  Bcmerkan[ren.  I.  Elektrodynamische  Phänomene.  11.  Die 
Quellen  der  elektromotorischen  Kraft.     III.  Chemische  Eigenschaf- 
ten   der   Elektricität.     IV.  Allgemeine    Gesetze    der    elektrischen 
Ströme.     V,  Elektrodynamische  uiid  niagnetnelektrische  Inductidn. 
VI.  Wirkung  des  Magnetismus  auf  das  Licht  und  auf  alle  Natui^,_ 
kr>rper.     VII.  Mechanische  und  physibaliscbc  Wirkungen  der  Elek-J 
tricität  ■ 

Die  vierte  Abtheilung  betrifl't  endlich  die  atmosphärisch^ 
Elektricität.     (Auffindung   der  atmosphärischen   Elektricität.     Ver-" 
iheilung  der  atmo.ipbärigcben  Elektricität,     Quelle   der  atmosphä- 
rischen Elektricität.  Schutzmittel  gegen  den  Blitz.  Der  Blitzableiter.) 

Die  äussere  Ausstattung  racksichtlich  des  Drucks  und  der 
Bolzschnitte  ist  vortrefflich  und  macht  der  berühmten  Verlags- 
handlung  alle  Ehre. 

Wir  können    von   unserer  Seite  versichern,    dass   wir  diesei^J 
auch  durch   Eleganz  und    Deutlichkeit  der   Darstellung  sich  ar-    ^ 
zeichnende  Werk  mit  grossem  Interesse  und  vielfacher  Belehru 
gelesen  haben,    und  wi'issteti  namentlich  Lehrern  an  hüheren  ( 
terrichts-Anstalten,  kein  zireckmässigeres  Buch  für  Ihren  Oebrat 
zu  empfehlen.      Der  Herr  Uebcrselzer  verdient  allen  Dank,    dasfl 
er  sich  dieser  Arbeit  mit  so  viel  Fleiss  und  Geschick  unterzogen  haffl 
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